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Vom Verlag 


Die vorliegende zehnte Auflage des zweiten Teiles der „Theoretischen Mechanik“ 
von E. L. NıkoLa1 ist ein unveränderter Nachdruck der achten Ausgabe, die nach 
dem Tode des Verfassers erschienen ist und sich von der siebenten Ausgabe haupt- 
sächlich dadurch unterscheidet, daß zwei Teile hinzugefügt wurden: die ‚„LAGRANGE- 
schen Gleichungen‘ und die ‚‚Theorie der kleinen Schwingungen‘, die früher zum 
Bestandteil des dritten Teiles des Lehrbuches gehörten (der dritte Abschnitt des 
dritten Teiles wurde fortgelassen, weil das Buch ‚Die Theorie der Kreisel‘: vor- 
handen ist). | 


Vorwort zur siebenten Auflage 


In der vorliegenden neuen Auflage.sind im Text des zweiten (dynamischen) Teiles 
meiner ‚Theoretischen Mechanik“ einige Veränderungen und Ergänzungen vorgenom- 
men worden. Am wesentlichsten ist die Veränderung der Paragraphen des Buches, 
die von den Trägheitskräften und dem D’ALEMBERTschen Prinzip handeln. 


‚In den früheren Ausgaben wurden die Trägheitskräfte in Verbindung mit dem Satz 
von D’ALEMBERT als Kräfte behandelt, die tatsächlich nicht existieren, also ‚fiktive‘ 
‚Kräfte sind. Ich erkenne diesen Standpunkt als unriehtig an und habe mich. bemüht, 
in der neuen Darlegung die Realität dieser Kräfte zu unterstreichen und gleichzeitig 
die Frage der Trägheitskräfte von;der Darlegung des D’ALEMBERTschen Prinzips zu 
trennen. 


Die Vorstellung von der Trägheitskraft wird zuerst im Kapitel I eingeführt, das 
den Newronschen Axiomen der Mechanik gewidmet ist. Die Trägheitskraft wird 
hier als eine reale Kraft eingeführt, und zwar als die Reaktion des Körpers, der die 
Beschleunigung erfährt. Ich kehre hiermit zu der Tradition zurück, die auf die große 
Schöpfung des Gründers der klassischen Mechanik zurückgeht. 


Dem Prinzip von D’ALEMBERT ist eine Darlegung gegeben, die, wie mir scheint, 
besser der historischen Bedeutung dieses Prinzips entspricht, das zuerst die allgemeine 
Methode zum Aufbau der Dynamik der verbundenen Systeme gab. In dieser Auflage 
wird das Prinzip von D’ALEMBERT als ein Prinzip behandelt, das eine gewisse all- 
gemeine Eigenschaft der Reaktionen der kinetischen Zusammenhänge in mecha- 
nischen Systemen feststellt. 


Den Satz, daß ‚‚die an einem sich bewegenden materiellen System angreifenden 
Kräfte mit den Trägheitskräften der Punkte des Systems im Gleichgewicht stehen“, 
darf man nicht mit dem Prinzip von D’ALEMBERT identifizieren. Mir scheint, daß 
man diesen Satz als eine rein formale, aber sehr nützliche Lösungsmethode von 
dynamischen Aufgaben ansehen muß. Im vorliegenden Buch wird die Rückführung 
einer dynamischen auf eine statische Aufgabe ‚‚die Methode der Kinetostatik‘ 
genannt; sie wird mehrfach in diesem Lehrbuch angewandt. 

E.N. 
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Erster Teil 
DYNAMIK DES MATERIELLEN PUNKTES 


KAPITEL] 


DIE AXIOME DER MECHANIK 


8 1. Die Dynamik des materiellen Punktes. Die Dynamik des mechanischen 
Systems 


Dynamik (oder Kinetik) heißt der Teil der Mechanik, in dem die Bewegungen der 
materiellen Körper im Zusammenhang mit den sie bestimmenden physikalischen 
Ursachen betrachtet. werden. In der Statik des starren Körpers (1. Abschnitt des 
ersten Teiles des Lehrbuches) haben wir uns mit der Untersuchung der Gleich- 
gewichtsbedingungen der am starren Körper angreifenden Kräfte beschäftigt. In der 
Kinematik (2. Abschnitt des zweiten Teiles des Lehrbuches) waren die geome- 
trischen Eigenschaften der Bewegungen der Körper Gegenstand unseres Studiums; 
‚dabei blieb die Frage nach den Kräften, die diese oder jene Bewegung hervorrufen, 
außerhalb unseres Blickfeldes. In der Dynamik werden wir es mit solchen Fällen zu 
tun haben, wo die am materiellen Körper angreifenden Kräfte sich nicht im Gleich- 
gewicht befinden; es wird dann unsere Aufgabe sein, den Zusammenhang zwischen 
den wirkenden Kräften und der durch sie hervorgerufenen Bewegung des Körpers zu 
untersuchen und die allgemeinen Gesetze der Bewegung aufzustellen, durch die dieser 
Zusammenhang ausgedrückt wird. 


Wir gehen auf folgende Weise an diese Aufgabe heran. Wir wissen bereits (aus dem 
ersten Bande), daß wir uns in der Mechanik alle materiellen Körper in Gedanken als 
‘in materielle Punkte zerlegt vorstellen, d. h. in solche überaus kleine Teilchen, deren 
Abmessungen vernachlässigt werden können. Mit anderen Worten, wir stellen uns 
alle Körper als Ansammlungen oder Systeme von materiellen Punkten vor. Wir 
werden uns zunächst mit dem Studium der Bewegungsgesetze des einzelnen materiel- 
len Punktes befassen. Wenn wir danach die gewonnenen Resultate auf mehrere 
materielle Punkte verallgemeinern, erhalten wir die Bewegungsgesetze eines Systems 
von materiellen Punkten oder eines sogenannten mechanischen Systems. Auf diesem 
Wege werden wir zu den allgemeinen Gesetzen kommen, denen die Seren jedes 
materiellen Körpers unterworfen ist. 

Aus dem Gesagten folgt, daß das Lehrbuch der Dynamik naturgemäß in zwei 
Abschnitte zerfällt, die man die Dynamik des materiellen Punktes und die Dynamık 
des mechanischen Systems nennen kann, Natürlich ist von diesen zwei Abschnitten der 
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zweite der wichtigere, in dem die allgemeinsten Gesetze für die Bewegung materieller 
Körper aufgestellt werden; die Dynamik des materiellen Punktes kann man als Ein- 
führung in die Dynamik des mechanischen Systems betrachten. 


Man muß jedoch im Auge behalten, daß die beim Studium der Bewegung eines 
einzelnen materiellen Punktes ermittelten Resultate auch eine selbständige Be- 
deutung haben, die für die Betrachtung der materiellen Körper wichtig ist. Wir 
werden später sehen (im Kapitel XIV), daß in jedem Körper und in jedem System 
von Körpern ein Punkt vorhanden ist, dessen Bewegung nach denselben Gesetzen 
erfolgt, nach denen sich der einzelne materielle Punkt bewegt: Das ist der Schwer- 
punkt des Körpers oder des Systems von Körpern. Folglich können wir, wenn wir den 
Schwerpunkt eines Körpers oder eines Systems von Körpern untersuchen wollen, 
diesen als einen einzelnen materiellen Punkt behandeln. In vielen Fällen, und zwar 
wenn der Körper sich fortschreitend bewegt, wird die Bewegung des ganzen Körpers 
durch die Bewegung seines Schwerpunktes voll und ganz bestimmt. In solchen Fällen 
'haben wir beim Studium der Bewegung des Körpers das Recht, den Körper als mate- 
riellen Punkt zu betrachten. Dabei nehmen wir an, daß die ganze Materie des Körpers 
in seinem Schwerpunkt konzentriert ist. So können wir, wenn wir z. B. die Bewegung 
eines Eisenbahnzuges untersuchen wollen, in erster Näherung seine Bewegung als 
fortschreitend betrachten (wobei wir die rotierende Bewegung der Radsätze, die 
schwingenden Bewegungen der Waggons auf den Federn und dergleichen vernach- 
lässigen); damit haben wir das Recht, auf den Zug die Gesetze der Bewegung eines 
materiellen Punktes anzuwenden. Wenn wir den Einfluß der rotierenden Bewegung 
der Radsätze und der übrigen zusätzlichen Bewegungen berücksichtigen wollten, 
könnten wir schon nicht mehr den Zug als einen materiellen Punkt behandeln; wir 
müßten die in der Dynamik eines mechanischen Systems dargelegten Verfahren an- 
wenden. 


Somit können die Gesetze der Bewegung eines materiellen Punktes auch in bezug 
auf Körper von endlichen Abmessungen in all den Fällen angewandt werden, in 
denen der Körper sich fortschreitend bewegt. 


S 2. Das erste Axiom. Die Trägheit der Materie 


Wenn wir an das Studium der Dynamik eines materiellen Punktes herangehen, 
fangen wir mit der Darlegung der Axiome der Mechanik an, d. h. jener Grundsätze, 
auf die sich die Wissenschaft von der Bewegung der materiellen Körper stützt; diese 
Grundsätze werden von uns als Prüfungsresultat betrachtet. Die Axiome der Mechanik 
wurden zuerst von NEwTon in seinem Werk „Philosophiae naturalis principia mathe- 
matica““ (1687)! formuliert. Wir wollen uns einen :solverten materiellen Punkt vor- 
stellen, d. h. einen materiellen Punkt, der sich außerhalb der Einwirkung anderer 
Körper befindet. 


! Die auf diesen Axiomen aufgebaute Mechanik heißt die Newtonsche oder klassische Mechanik (zum 
Unterschied von anderen allgemeiner gefaßten Lehren von der Bewegung, die in neuester Zeit erschienen 
und mit dem’Namen Einstein u.a. verbunden sind). In diesem Lehrbuch werden wir uns ausschließlich 
mit der klassischen Mechanik befassen. 
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Axiom I 


Der ısolverte materielle Punkt bewahrt unverändert seine Geschwindigkeit nach Größe 
und. Ruchtung. 


Das bedeutet, daß der isolierte materielle Punkt sich entweder in Ruhe befindet 
oder sich geradlinig und gleichförmig bewegt. Man kann dies auch so formulieren; 
Die Beschleunigung des isolierten materiellen Punktes ist gleich Null. 


Auf diese Art stellen wir fest, dab der materielle Punkt seine Geschwindigkeit nicht 
selbst ändern kann, daß er sich nicht selbst eine Beschleunigung erteilen kann; er 
bedarf dazu einer Einwirkung von außen her. Das erste Axiom der Mechanik drückt 
eine Grundeigenschaft des materiellen Punktes aus — seine Unfähigkeit, sich selbst 
eine Beschleunigung zu erteilen. Diese Eigenschaft nennt man Trägheit des Stoffes. 
Das erste Axiom der Mechanik, das auch das Trägheitsprinzip genannt wird, wurde 
von GALILEI! aufgestellt; die geradlinige und gleichförmige Bewegung, von der im 
Axiom die Rede ist, heißt Trägheitsbewegung. 


Im ersten Teil des Lehrbuches, $ 89, wurde die Relativität jeder Bewegung erwähnt; 
vom Gesichtspunkt der Kinematik ist jede Bewegung relativ. Wir erinnern daran, 
daß. wir mit „relative Bewegung“ des Punktes in bezug auf ein sich bewegendes 
unveränderliches Medium die Bewegung bezeichnen, die von dem Beobachter 
beobachtet wird, der sich zusammen mit dem gegebenen Medium bewegt. Diese Be- 
wegung beziehen wir auf ein Koordinatensystem, das unveränderlich mit dem Medium 
verbunden ist und sich zusammen mit demselben bewegt (Teil I, $ 90). Anstatt von 
der relativen Bewegung in bezug auf das gegebene Medium zu sprechen, kann man 
auch von der relativen Bewegung in bezug auf das gegebene (sich bewegende) Koordi- 
natensystem sprechen. Es ist klar, daß die Bewegung ein und desselben Punktes auf 
ganz verschiedene Art dargestellt werden kann, je nachdem, auf welches System wir 
sie beziehen werden. Um die Bewegung eines Punktes voll und ganz zu bestimmen, 
genügt es also nicht, zu sagen, wie er sich bewegt, sondern man muß auch noch an- 
gaben, auf welches Koordinatensysiem seine Bewegung bezogen ist. Wir haben fest- 
gestellt, daß der isolierte materielle Punkt sich geradlinig und gleichförmig bewegt. 
Es erhebt sich die Frage, auf welches Koordinatensystem dabei die Bewegung des 
isolierten materiellen Punktes bezogen werden soll. Solange auf diese Frage keine 
Antwort gegeben ist, hat das von uns festgestellte Axiom eigentlich keinen be- 
stimmten Sinn. 


Auf den ersten Blick erscheint die Antwort auf die gestellte Frage einfach. Der 
isolierte materielle Punkt führt eine geradlinige und gleichförmige Bewegung in bezug 
auf das unbewegliche Koordinatensystem aus, d.h. in bezug auf das System, das 
seine Lage im unbeweglichen Raum nicht verändert. Die Schwierigkeit besteht jedoch 
darin, daß wir gar keine Mittel zur Beurteilung der Unbeweglichkeit solcher Koordi- 
natensysteme haben. Selbst der Begriff des unbeweglichen Raumes entbehrt jeglichen 
Inhalts; folglich muß die vorgeschlagene Antwort als völlig sinnlos zurückgewiesen 
werden, und die von uns gestellte Frage über das Grund-Koordinatensystem der 


2 G. Galilei,-Discorsi e dimostrazioni matematicche intorno a due nuove scienze (1638). Das Werk von 
Galilei ist in 6 Dialoge oder ‚‚Tage‘‘ eingeteilt, das Trägheitsprinzip ist am Anfang des vierten Tages for- 
muliert. 
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Mechanik (so kann man jenes System nennen, auf welches die Bewegung des isolierten 
materiellen Punktes bezogen werden soll) bleibt offen. Ohne auf die Besprechung 
dieser Frage einzugehen, die bedeutende Schwierigkeiten bietet!, wollen wir be- 
merken, daß in vielen Fällen (und insbesondere bei der Lösung der meisten Fragen 
der Dynamik, mit denen man es bei der technischen Anwendung zu tun hat) die Be- 
wegung der Erde vernachlässigt werden kann; in solchen Fällen kann man das Grund- 
koordinatensystem, auf das die Bewegung bezogen wird, als unveränderlich mit der 
Erde verbunden betrachten. Wenn es bei der Lösung der gestellten Aufgabe 
notwendig ist, die Bewegung der Erde in Betracht zu ziehen (z. B. die Abweichung 
fallender Körper nach Osten, die Bewegung des Fovcauutschen Pendels), kann man 
als Grundkoordinatensystem das System annehmen, das seinen Ursprung im Zentrum 
der Erde hat und in bezug auf irgendwelche unbewegliche Sterne gerichtet ist. 


Die auf das Grundkoordinatensystem der Mechanik bezogene Bewegung werden 
wir die absolute Bewegung nennen. Im Hinblick auf die soeben gemachte Bemerkung 
werden wir bei den weiteren Untersuchungen (wenn nicht besonders vermerkt) diese 
Bezeichnung der Bewegung beilegen, die auf das unveränderlich mit der Erde 
verbundene Koordinatensystem bezogen ist. 


$S 3. Das zweite Axiom. Die Masse. Die Grundgleichung der Dynamik 


Wir wollen uns einen materiellen Punkt vorstellen, der sich nieht geradlinig und 
nicht gleichförmig bewegt, sondern eine gewisse Beschleunigung erfährt. Wir schließen, 
daß ein solcher materieller Punkt nicht isoliert ist: Er befindet sich unter dem Einfluß 
anderer materieller Körper. Die Wirkung anderer materieller Körper auf den ge- 
gebenen materiellen Punkt, deren Folge eine Beschleunigung in der Bewegung des 
Punktes ist, heißt Kraft. Der Zusammenhang zwischen der an dem materiellen Punkt 
angreifenden Kraft und der durch diese erteilten Beschleunigung wird durch das 
zweite Axiom festgestellt. | 


Axiom II 


Die dem materiellen Punkt durch eine angreifende Kraft mitgeteilte Beschleunigung 
hat die Richtung der Kraft und ıst der Größe nach proportional der Kraft. 

Bezeichnen wir die am materiellen Punkt angreifende Kraft mit % und die mit- . 
geteilte Beschleunigung mit w, so gilt die Vektorgleichung 


"”=(0uw, 
wobei C eine konstante Größe ist. 


Die Erfahrung zeigt, daß für verschiedene materielle Punkte die Konstante C ver- 
schiedene Werte hat. Je größer die Konstante C ist, eine um so größere Kraft % muß 
man an den materiellen Punkt anlegen, um demselben die gegebene Beschleunigung w 
zu erteilen. Mit anderen Worten: Je größer die Konstante C ist, desto größer ist die 


! Auf die Literatur zu dieser Frage ist im Artikel von A. Voß ‚‚Die Prinzipien der rationellen Mevhanik“ 
in der Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften, Bd. IV, hingewiesen worden. Eine wesentlich neue 
Fragestellung hat diese Frage in der allgemeinen Relativitätstheorie von Einstein erhalten. 
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Trägheit des materiellen Punktes. Somit besitzen die verschiedenen materiellen Punkte 
einen verschiedenen Grad der Trägheit; als Maß für die Trägheit eines materiellen 
Punktes kann die Konstante © angenommen werden. 

Andererseits rührt der verschiedene Trägheitsgrad materieller Körper daher, daß 
in den verschiedenen Körpern ungleiche Mengen Materie enthalten sind. Die Menge 
der Materie, die in einem Körper enthalten ist, heißt Masse dieses Körpers. Die 
Größe der Masse eines Körpers können wir durch die Größe der Trägheit dieses 
Körpers messen. Bezeichnen wir die Größe der Masse eines materiellen Punktes 
mit m und verwenden wir das Maß der Trägheit dieses materiellen Punktes als Maß 
seiner Masse, dann istm =(0. 


In diesem Fall gilt: 
mw=%. 


Diese Vektorgleichung, die den Zusammenhang zwischen der Masse, der Kraft und 
der durch diese vermittelten Beschleunigung ausdrückt, nennen wir die Grund- 
‚gleichung der Dynamık. 

Wir haben soeben vereinbart, die Masse des Körpers durch seine Trägheit zu 
messen. Es besteht jedoch die Möglichkeit, auch noch eine andere allgemeine Eigen- 
schaft der materiellen Körper der Messung der Masse zugrunde zu legen: Wir denken 
dabei an die Gravitation. Nach dem von NewTon aufgestellten Gravitationsgesetz ist 
die Größe der Anziehungskraft zwischen zwei materiellen Punkten proportional dem 
Produkt der Massen dieser Punkte und umgekehrt proportional dem Quadrat der 
Entfernung zwischen ihnen. Bezeichnen wir die Größe dieser Kraft mit F, so gilt 


IE 


72 
wobei m, und m, die Massen der Punkte, r der Abstand zwischen diesen und k der 
konstante Koeffizient (die sogenannte ‚‚Gravitationskonstante‘“) ist. 


Wir wenden .diese Formel auf einen auf der Erdoberfläche befindlichen Körper an. 
Bezeichnen wir die Masse des Körpers mit m, sein Gewicht (d.h. die Anziehungs- 
kraft in Richtung auf das Zentrum der Erde) mit P, so gilt 

pP Bi 
R? 
wobei M die Masse der Erde und R der Radius der Erde ist. 

Wir stellen uns nun einen materiellen. Punkt mit der Masse m vor, der unter der 
Wirkung der Schwerkraft frei (im luftleeren Raum) auf die Erdoberfläche fällt. Wenn 
wir die Beschleunigung des Punktes mit w bezeichnen und auf diesen Spezialfall die 
Grundgleichung der Dynamik anwenden, erhalten wir 


mw=®% 
oder 
M m 
ee (1) 
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woraus 
kM 


R 


W = 


folgt. 

Wie man sieht, hängt die Beschleunigung beim freien Fall nicht von der Masse m 
des fallenden Körpers ab. 

Folglich fallen alle Körper im luftleeren Raum mit ein und derselben Beschleuni- 
gung. Diese Tatsache wurde von GALILEI experimentell noch vor der Gründung der 
Mechanik durch Newron festgestellt.! 

Bezeichnen wir die Beschleunigung des freien Falles mit g (wobei g = 9,81 m/s? = 
981 em/s? ist)?, so gilt 

P=my. 


Das ist der Zusammenhang zwischen der Masse des Körpers und seinem Gewicht. 
Hieraus erhalten wir die Möglichkeit, die Masse des Körpers aus seinem Gewicht 
zu bestimmen (d.h. aus der Schwerkraft in Richtung zum Zentrum der Erde). Wenn 
wir das Gewicht P durch Wägen bestimmen, finden wir die Masse m nach der Formel 


Wir erinnern daran, daß es zwei Maßsysteme gibt: In dem ersten werden als Grund- 
einheiten die Einheiten der Länge, der Zeit und der Masse angenommen, in dem 
anderen die Einheiten der Länge, der Zeit und der Kraft; das erste Maßsystem kann 
man das physikalische nennen, das zweite (das allgemein bei technischen Anwendun- 
gen der Mechanik benutzte) wollen wir das technische nennen. Beschäftigen wir uns 
ein wenig mit diesen zwei Maßsystemen. 

a) Das physikalische Maßsystem. Als Grundeinheiten der Länge, der Zeit und der 
Masse nehmen wir Zentimeter, Sekunde und Gramm an (d.h. die Masse eines Kubik- 
zentimeters Wasser bei 4° C)3. . 


ı Es muß festgestellt werden, daß im linken Teil der Gleichung 
Mm 

R:? 

mit m die Masse des materiellen Punktes bezeichnet ist, die aus seiner Trägheit bestimmt wurde; im rechten 
Teil derselben Gleichung dagegen muß man unter m die Masse verstehen, die aus der Anziehungskraft 
ermittelt ist. Der Umstand, daß alle Körper im luftleeren Raum tatsächlich mit ein und derselben Be- 
dchleunigung fallen, erscheint als experimentelle Bestätigung dessen, daß wir beim Messen der Masse ‚nach 
der Trägheit‘‘ oder ‚‚nach der Gravitation‘ zu ein und demselben Resultat kommen. Bisweilen wird das 
surch die Worte ‚‚Die ‚träge‘ Masse des Körpers ist gleich seiner ‚schweren‘ Masse“ ausgedrückt. 

?2 Genauer wird die Beschleunigung g, durch die Schwerkraft auf dem Meeresspiegel des Ozeans durch 
folgende von Helmert gegebene Formel bestimmt: 

8 = 978,030 (1 + 0,005 302 sin?» — 0,000007 sin? 29) cm/s?; 
wobei » die geographische Breite des gegebenen Ortes ist. Nach der Formel erhalten wir 
| auf dem Äquator (p = 0): g,= 978,030 cm/s®, 

auf der Breite (9 = 45°): g, = 980,616 cm/s:. 
auf dem Pol (9 = 90°): 9, = 983,215 em/s2. 

Da die Größe g von der geographischen Breite des Ortes abhängt, verändert sich das Gewicht P = mg 
mit der Veränderung der Lage des Körpers auf der Erdoberfläche. 

8 Der Prototyp eines Kilogramms (ein Zylinder aus Platin mit abgerundeten Rändern) wird im National- 
archiv in Paris aufbewahrt, seine Nachbildung im Internationalen Büro der Gewichte und Maße in Sevres 
bei Paris. Die Masse des Kilogramm-Prototyps ist nicht genau gleich der Masse eines Kubikdezimeters 
Wasser bei40C. Gegenwärtig wird die Einheit der Masse (das Gramm) als Tausendstel der Masse des Proto- 
typs bestimmt. 


mu=k 
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Als Einheit der Kraft müssen wir die Kraft annehmen, die der Masse 1 gr die 
Beschleunigung 1 em/s? erteilt (da wir beim =1undw=1 F= mw =1 erhalten); 
diese Kraft nennt man dyn. Wir bemerken, daß das Gewicht von 1 cm? Wasser, in 
dyn ausgedrückt, gleich P = mg = 1: 981 = 1 dyn ist. 

Kürzlich wurde vorgeschlagen, als Grundeinheiten des physikalischen Systems 
Meter (= 10? cm), Sekunde und Kilogramm (= 10° g) anzunehmen. Bei dieser Wahl 
der Grundeinheiten müssen wir als Krafteinheit eine solche Kraft annehmen, die der 
Masse von 1 kg eine Beschleunigung von 1 m/s? erteilt; diese Kraft hat den Namen 
Newton erhalten. Es ist leicht zu ersehen, daß ein Newton = 10° dyn ist. 


b) Das technische Maßsysiem. Als Grundeinheiten der Länge, der Zeit und der 
Kraft nehmen wir Meter, Sekunde, Kilogramm? (d.h. das Gewicht eines Kubik- 
dezimeters Wasser bei 4°C) an. Als Einheit der Masse müssen wir in diesem Maßsystem 
die Masse annehmen, die unter der Wirkung der Kraft 1 kg die Beschleunigung 1 m/s? 


erhält (da wr bir =l1undw=1m= er 1 erhalten); diese Einheit der Masse, 
= 


kg. s? 


die mit bezeichnet werden muß, hat keinen besonderen Namen. Die Masse 


m 
1 dm? Wasser wird in diesem Maßsystem durch den Buchstaben 


ausgedrückt. 


Wir werden uns in diesem Lehrbuch des technischen Maßsystems bedienen. Das 
Gewieht P werden wir in Kilogramm und Tonnen ausdrücken; die Masse werden wir 
nach der Gleichung 


‘bestimmen. 

Zum Abschluß dieses Paragraphen erwähnen wir, daß die Beschleunigung mw des 
materiellen Punktes, die durch die Grundgleichung der Dynamik bestimmt wird, die 
Beschleunigung der absoluten Bewegung des Punktes ist, wobei man diesem Aus- 
druck die Bedeutung zuschreiben muß, dieihm am Ende des vorhergehenden Para- 
graphen gegeben wurde. 


S A. Das dritte Axiom. Das vierte Axiom. Die Trägheitskraft 


Wir stellen uns vor, daß an einem materiellen Punkt mehrere Kräfte angreifen. Die 
Beschleunigung, die der materielle Punkt bei einer gleichzeitigen Wirkung mehrerer 
Kräfte erhält, wird durch das dritte Axiom bestimmt. 


® Das. Kraft-Kilogramm aa man nicht mit dem Massen-Kilogramm verwechseln. Genauer wird die 
Einheit der Kraft, das Kilogramm, als Gewicht des Platin-Prototyps in Meeresspiegelhöhe auf der Breite 459 
bestimmt. Anm. d. deutschen Redaktion: In Deutschland hat sich zur Unterscheidung der Begriff 
Kilopond (kp) für das Kraft-Kilegramm und entsprechend Pond (p) eingebürgert. 
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Axiom III 


Ber gleichzeitigem Wirken mehrerer Kräfte erhält der materielle Punkt die gleiche 
Beschleunigung wie unter der Wirkung einer Kraft, dve gleich der Summe der gegebenen 
Kräfte ist. | 


Die Kraft, die dem materiellen Punkt die gleiche Beschleunigung wie mehrere 
gegebene Kräfte erteilt, nennen wir die Resultierende der gegebenen Kräfte. Aus 
dem Axiom III geht hervor, daß die Resultierende im Sinne der Dynamik gleich- 
falls die Resultierende im Sinne der Statik ist. Somit können bei Bestimmung der Be- 
schleunigung, die der materielle Punkt unter der Wirkung mehrerer angreifender 
Kräfte erfährt, diese Kräfte durch deren Resultierende ersetzt werden. Wenn wir 
die am materiellen Punkt angreifenden Kräfte mit %,, 32, - - - , 3, bezeichnen und 
ihre Resultierende mit %, dann gilt die Gleichung 


m—=% 
oder, da 
I=- Hr tn 
ist, wird 
ne=- Y,+%+ + 8: 


Diese Form erhält die Grundgleichung der Dynamik für den Fall, daß mehrere 
Kräfte am materiellen Punkt angreifen. | 


Wir wenden uns jetzt dem letzten Axiom zu. 


Axiom IV 


Jeder Kraft entspricht eine gleichgroße und enigegengesetzt gerichtete Gegenkraft. 

Dieses Axiom ist uns bereits aus dem Lehrbuch der Statik bekannt (siehe Teil I, 
$ 9). Wir erinnern nochmals daran, daß sein Sinn darin besteht, daß auch auf den 
materiellen Punkt B eine Kraft von 
seiten des materiellen Punktes A 
wirkt, wenn auf den Punkt A eine 
Kraft von seiten des Punktes B 
wirkt, wobei diese zwei Kräfte der 
Größe nach gleich und 'entgegen- 
gesetzt gerichtet sind. 

Wir wollen uns vorstellen, daß 
ein Arbeiter einen Wagen auf einem 
horizontalen geradlinigen Schienen- 
wege vor sich herrollt, wobei er dem 
Wagen die Beschleunigung -w erteilt (Abb. 1). Damit der Wagen diese Beschleuni- 
gung erhält, muß der Arbeiter mit der Kraft % = mw schieben, wobei m die Masse 
des Wagens ist (der Einfachheit halber vernachlässigen wir den Reibungswiderstand 
bei der Bewegung. des Wagens längs der Schienen). 


Die Kraft ist jedoch gleich der Gegenkraft. Der Arbeiter spürt beim Schieben 
des Wagens eine Gegenwirkung, die der Größe nach der von ihm ausgeübten 


$4. Das dritte Axiom. Das vierte Axiom. Die Trägheitskraft B) 


Kraft % gleich ist, aber in der entgegengesetzten Richtung verläuft, d.h. entgegen- 
gesetzt der Beschleunigung w. | 


Bezeichnen wir diese Gegenwirkung des Wagens mit %,, so gilt %, = — % oder 
% =— md. 


Diese Kraft, die an den Händen des Arbeiters von seiten des Wagens angreift, heißt 
die Trägheitskraft des Wagens. Bei einer gleichförmigen Bewegung des Wagens (w = 0) 
verschwindet die Trägheitskraft %,; in diesem Falle 
(bei Fehlen einer Reibung) rollt der Wagen infolge O0. 
seiner Trägheit mit konstanter Geschwindigkeit; 
der Arbeiter braucht ihn nicht zu schieben und 
begegnet natürlich von seiner Seite Keiner Gegen- 
wirkung. 

Wir wählen ein anderes Beispiel. Wir nehmen an, 
daß an dem Ende eines Stabes OA, der sich um die | 
feste Achse O dreht, die Kugel M befestigt sei (Abb. 2 F° ” (8 
(a)). Der Stab OA drehe sich gleichförmig mit der 77 
Winkelgeschwindigkeit ». Der Einfachheit halber 
werden wir die Kugel M als einen materiellen Punkt 
behandeln und die Erdanziehung auf die Kugel 
vernachlässigen. 0 


Bei einer gleichförmigen Drehung des Stabes OA 
erfährt das Zentrum M der Kugel die Beschleunigung 
w, die in Richtung zur Drehachse O verläuft und 
der Größe nach gleich 


[67] 


(c) 


% 


w=Tw? 


ist, wobei r die Entfernung vom Zentrum der Kugel Abb. 2 

bis zur Drehachse ist (Abb. 2 (b)). Hieraus folgt, daß 

an der Kugel M von seiten des Stabes OA die Kraft % angreift, die gleichfalls in 
Richtung auf die Drehachse O zu verläuft und durch die Gleichung 


S”=mw 
bestimmt wird, wobei m die Masse der Kugel M ist. 


Da die Krait gleich der Gegenkraft ist, müssen wir folgern, daß die Kraft, 
die der Größe nach gleich der Kraft %, aber entgegengesetzt gerichtet ist, am Ende 4 
des Stabes OA von seiten der Kugel M angreift. Diese Kraft (wir bezeichnen sie mit 
%,) nennen wir die Trägheitskraft der Kugel M (Abb. 2 (c)).. Da die Kraft % der 
Größe nach gleich und entgegengesetzt der Kraft % gerichtet ist, gilt: 


Sı=-mmw. 
Die Größe der Trägheitskraft %, Ist im gegebenen Falle gleich 


FR=mw= mr w2. 
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Bei einer schnellen Drehbewegung kann die Trägheitskraft %, groß sein. Diese‘ 
am Ende des Stabes OA angreifende Trägheitskraft der Kugel M ruft eine Dehnung 
des Stabes hervor; bei einer hinreichend schnellen Rotation kann sie die Ursache 
seiner Zerstörung sein. 

Wir verallgemeinern den Begriff der Trägheitskraft und stellen uns den materiellen 
Punkt A von der Masse m vor, der die Beschleunigung w unter dem Einfluß 
der Kraft % = mw erhält, die auf den Punkt A von seiten des anderen materiellen 
Punktes B wirkt. Wir wissen, daß in diesem Fall auf den Punkt B von seiten des 
Punktes A eine Reaktion wirkt, die gleich und entgegengesetzt der Kraft % ist. 
Bezeichnen wir diese Reaktion mit % ,, so gilt 


3 = SE MW. 


Die Kraft %, heißt die Trägheitskraft des materiellen Punktes A. 

Wenn also der Körper A die Beschleunigung w durch Einwirkung irgendeines 
anderen Körpers B erhält, ist die Trägheitskraft des Körpers A der Größe nach gleich 
mw (wobei m die Masse des Körpers A ist), aber entgegengesetzt der Beschleunigung w 
gerichtet, und sie greift nicht an dem Körper A, sondern an dem Körper B an. 

Dem Begriff der Trägheitskraft begegnen wir bereits am Anfang der Geschichte 
der Mechanik bei NEwTon (und sogar noch früher bei KEPLER). Die Bezeichnung 
dieser Kraft ist voll und ganz berechtigt, denn in ihr zeigt sich tatsächlich die Trägheit 
der Materie. 


KAPITEL II 
DIE METHODE DER KINETOSTATIK 


8 5. Die Methode der Kinetostatik. Die tangentiale und zentrifugale 
| Trägheitskrait 


Wir gehen nun zum Studium der Verfahren zur Lösung von Aufgaben der Dynamik 
über. 

In diesem Kapitel werden wir die Methode darlegen, mit deren Hilfe die Lösung 
einer Aufgabe der Dynamik auf die Lösung der entsprechenden Aufgabe der Statik 
zurückgeführt werden kann. Diese Methode ist eng mit dem im vorhergehenden 
Paragraphen festgestellten Begriff der Trägheitskraft verbunden. 


Wir wollen uns einen materiellen Punkt M vorstellen, der eine Bewegung unter 
der Wirkung der an ihm angreifenden Kräfte %, 3 - - - , %„ ausführt (Abb. 3). Wir 
nehmen an, daß die Resultierende der angreifenden Kräfte % ist. Wir wissen, daß 
die Beschleunigung w des Punktes M durch die Gleichung 

Mmw==% 


bestimmt wird, wobei m die Masse des gegebenen Punktes ist. 
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Wir wollen nun sehen, was geschehen würde, wenn außer den Kräften %,, 3» -- - ; 
%, an unserem Punkte M auch noch die Trägheitskraft %, = — mw dieses Punktes 
angreifen würde. 

Fügen wir also in Gedanken an den Punkt M auch noch die Kraft %, hinzu. Da 
die Trägheitskraft %, der Größe nach gleich und der Richtung nach entgegengesetzt 
der Resultierenden % der angreifenden Kräfte ist, heben sich die Kräfte %, und % 
gegenseitig auf. Wenn aber die Trägheitskraft F, durch die Resultierende % aus- 
geglichen wird, dann wird sie auch durch die Kraftkomponenten 31, I» --- > In 
ausgeglichen. Wir kommen also zu der nachstehenden Schlußfolgerung: Würde im 
Punkte M außer den Kräften %,, I --- , %, auch noch die Trägheitskraft %, 
dieses Punktes angreifen, so bliebe der Punkt M unter der Wirkung aller dieser 
Kräfte (einschließlich der Trägheitskraft) im Gleichgewicht. 

In Wirklichkeit greift die Trägheitskraft %, im Punkte M. 
nicht als äußere Kraft an. Dieser Punkt befindet sich daher 
nicht im statischen Gleichgewicht, sondern in Bewegung. 
Jedoch eröffnet das von uns erwähnte Resultat einen ein- 
fachen Weg der Lösung von dynamischen Aufgaben. 

Um irgendeine Frage zu lösen, die sich auf die Bewegung 
des Punktes M unter der Wirkung der Kräfte %ı, I» -- - 
%, bezieht, fügen wir zu diesen Kräften die Trägheitskraft 
3, = —- mw unseres Punktes hinzu. Wir haben soeben 
gesehen, daß sich die Kräfte I, I ---, %. sowie %; a 
gegenseitig aufheben wenn man so tut, als würde die Träg- 
heitskraft im Punkte M angreifen. Somit ist die Aufgabe von der Bewegung 
des Punktes M, der unter der Wirkung der an ihm angreifenden Kräfte steht, auf 
die Aufgabe von dem Gleichgewicht des Punktes M unter der Wirkung derselben 
Kräfte sowie der hinzugefügten Trägheitskraft zurückgeführt worden. Bei der Lösung 
dieser Aufgabe vom Gleichgewicht der Kräfte %,, 2»... , %, und %, können alle 
die uns aus dem Lehrbuch der Statik bekannten Verfahren angewandt werden. 
Mit der Lösung dieser statischen Aufgabe erhalten wir gleichzeitig die Lösung der 
ursprünglich gestellten dynamischen Aufgabe von der Bewegung des Punktes, der 
unter der Wirkung der angreifenden Kräfte %,, %» - - . , %„ steht. 

Diese Lösungsmethode einer Aufgabe der Dynamik, die sich auf die Zurückführung 
auf die entsprechende Aufgabe der Statik durch Hinzufügen der Trägheitskraft zu 
der Zahl der am materiellen Punkt angreifenden Kräfte gründet, werden wir kineto- 
statische Methode nennen. 

Wie ersichtlich, ist die Idee dieser Methode überaus einfach. Es ist leicht zu er- 
kennen, daß das Wesen dieser Methode in einer einfachen Übertragung des Gliedes 
mw aus dem linken Teil der Grundgleichung der Dynamik 


n=- tt +%, 


in den rechten Teil dieser Gleichung besteht. Wenn wir das Glied mw in den rechten 
Teil übertragen, erhalten wir 


I=-,t%at +5, - mw, 
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woraus wir, wenn wir bemerken, dab — mw = %; ist, 


Hr. t+t ++ 97=0 
finden. 


Das ist die Gleichgewichtsbedingung der Kräfte %,, % - -- , %, und %, (unter 
der Voraussetzung, dab alle diese Kräfte an ein und demselben Punkt angreifen). 

Die Methode der Kinetostatik ist außerordentlich fruchtbar, obgleich sie äußerst 

einfach und elementar ist. Ihr Wert besteht darin, daß sie die Anwendung der gut 

bekannten Verfahren der Statik bei der Lösung der Aufgaben der Dynamik gestattet. 

n In vielen Fällen führt die Methode der Kineto- 

z, statik zu einer einfacheren und bequemeren Lö- 

sung der dynamischen Aufgabe. 


In den Fällen, in denen der materielle Punkt 
eine krummlinige Bewegung ausführt, ist es von 
Nutzen, die Trägheitskraft % , in zwei Komponen- 
ten zu zerlegen, die längs der Tangente an die 
Bewegungsbahn bzw. längs der Hauptnormalen 
gerichtet sind. | | 


Wir stellen uns den materiellen Punkt M vor, ‘ 
der eine krummlinige Bewegung ausführt, und 
legen die Beschleunigung w und die Trägheits- 

Abb. 4 kraft % , dieses Punktes (Abb. 4) fest. Wir zerlegen 

dann die Beschleunigung w in die tangentiale Be- 

schleunigung w, und die normale Beschleunigung w,. Die Trägheitskraft %,, die ent- 
gegengesetzt der Beschleunigung ıw gerichtet ist, kann gleichfalls in die tangentiale und 


die normale Komponente zerlegt werden, die wir mit %7 und %7 bezeichnen wollen. 
Diese Komponenten der Trägheitskraft sind den Komponenten der Beschleunigung w; 
und w, entgegengesetzt gerichtet und sind der Größe nach gleich den mit der 
Masse m multiplizierten Beschleunigungen w, undw,. 

Folglich ist 


Rr= — mw, d7 = — mw,. 
Wenn wir uns an die Gleichungen (siehe Teil I, $ 91) 


dv 1? 
gen U... ei — 
Tr 
erinnern, wobei v die Größe der Geschwindigkeit des Punktes M und o der Krüm- 
mungsradius der Bewegungsbahn ist, schließen wir, daß 


ee Rz m 
. dt’ z 0 


gilt; da die normale Beschleunigung w,, längs der Hauptnormalen an die Bewegungs- 
bahn in Richtung zum Krümmungszentrum O verläuft, ist die normale Kompo- 
nente der Trägheitskraft %7 längs der Hauptnormalen vom Krümmungszentrum weg 
gerichtet. 
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Die Komponenten der Trägheitskraft %,} und %7 heißen die tangentiale und die 
zentrifugale Trägheitskraft. 


d 
Wir bemerken, daß v = const und Fr — (0 ist, wenn der Punkt M sich mit kon- 


stanter Geschwindigkeit bewegt. In diesem Falle verschwindet die Trägheitskraft 


% 7, die Trägheitskraft %, besteht dann nur aus der zentrifugalen Komponente und 
ist der Größe nach gleich 


mv? 
17, = 5 = . 
0 
Wir bemerken noch, wenn der Punkt M zu irgendeinem starren System gehört, 
das sich um eine feste Achse dreht, daß seine tangentiale und normale Beschleu- 
nigung nach den Gleichungen 


w,=Te, w.=!rw 


errechnet werden können, wobei w und e die Winkelgeschwindigkeit bzw. die Winkel- 
beschleunigung der Drehung des Systems sind und r der Abstand des Punktes M von 
der Drehachse ist. Hieraus erhalten wir für die tangentiale und die zentrifugale 
Trägheitskraft die Gleichungen 


t n. 
Fı=mre, Fıi=mr®®. 


Ist die Rotation des Systems gleichförmig, so it e=0 und F7=0, und die 
Größe der ganzen Trägheitskrait ‘5, gleich 


Fh=Fj=mro, 


Wir wissen, daß die Trägheitskrafit des sich beschleunigt bewegenden materiellen 
Punktes nicht am Punkte selbst angreift, sondern an dem Körper oder an den 
Körpern, die diesem die Beschleunigung erteilen. Es versteht sich von selbst, daß 
sich dies auch auf die tangentiale und die zentrifugale Trägheitskraft bezieht. Nur 
in dem Fall, wenn wir die Aufgabe von der Bewegung des materiellen Punktes nach 
der kinetostatischen Methode lösen, zählen wir diese Trägheitskräfte zu den Kräften, 
die an dem sich bewegenden Punkt selbst angreifen. 


S 6. Das dynamometrische Pendel. Die Erhöhung der äußeren Schiene auf 
gekrümmten Bahnabsehnitten. Der Zentrifugalregulator 


Wir wollen die Anwendung der Methode der Kinetostatik an einigen Beispielen 
zeigen. 


Beispiel 1: Das dynamometrische Pendel. Zur Bestimmung der Beschleunigung bei 
einer ungleichförmigen Bewegung eines Eisenbahnzuges wurde folgendes Verfahren an- 
gewandt: | 

In einem Waggon eines Zuges wurde ein Pendel aufgehängt, das aus einem leichten 
Stab mit einem an seinem Ende aufgesetzten kleinen Gewicht M besteht (Abb. 5). Bei 
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einer ungleichförmigen Bewegung des Züges weicht das Pendel entgegen der Richtung 
der Beschleunigung aus. Wenn man den Ausschlagswinkel des Pendels von der Vertikalen 
mißt, kann man die Größe der Beschleunigung des Zuges beurteilen. 


Wir nehmen an, daß sich der Zug von links nach rechts gleichförmig beschleunigt mit 
der Beschleunigung w (die gleichfalls von links nach rechts gerichtet ist) bewegt; dann 
stellen wir uns vor, daß das Pendel, nachdem es um den Winkel « von der Vertikalen 
ausgelenkt ist, sich in einer relativen Ruhelage (in bezug auf den sich bewegenden Waggon) 
befindet. Wir wollen die Abhängigkeit zwischen 
der Beschleunigung w und dem ihr entsprechen- 
den Ausschlagswinkel « suchen. 


Hierzu benutzen wir die Methode der Kineto- 
statik. Wir werden das kleine Gewicht M als 
materiellen Punkt betrachten und: die Masse 
des Pendelstabes vernachlässigen. Am Punkte M 
greifen zwei Kräfte an: die Schwerkraft B und 
die Reaktion des Stabes N (Abb. 6). Wir fügen 
zu diesen Kräften die Trägheitskraft der kleinen 
Masse %1r = — mm hinzu (wobei m die Masse 
des Gewichtes ist), die entgegengesetzt der Beschleunigung w gerichtet ist (d.h. von 
rechts nach links). Die Kräfte ®,N und %1 müssen sich gegenseitig aufheben. Wir folgern, 
daß die Resultierende der Kräfte B und %, durch die Reaktion des Stabes N aufge- 
hoben werden muß, d.h., sie muß längs der Verlängerung des Stabes gerichtet sein. 

Konstruieren wir ein Parallelogramm aus den Kräften B und 


Abb. 5 


0 %1, so finden wir aus diesem Parallelogramm 
ke 
N | F, 
ke tg a = op" 
Es ist aber 
Fh=mw, P=mg 
Folglich ist 
: w 
: gxX en 
Z nt 


Das ist die gesuchte Abhängigkeit zwischen der Beschleuni- 
2 gung w und dem Ausschlagswinkel «. 


Diese Abhängigkeit ist von uns unter der Voraussetzung 
aufgestellt worden, daß die Beschleunigung w und der Aus- 
schlagswinkel « konstante Größen sind (d.h. unter der Voraus- 
setzung einer gleichförmig veränderlichen Bewegung des Zuges und der relativen Ruhe 
des Pendels). Tatsächlich bleiben weder die Beschleunigung w noch der Winkel « streng 
konstant. Eine genaue Lösung der Aufgabe bei variablem w und « kann man mit Hilfe 
von Überlegungen gewinnen, die im Artikel VIII dargelegt werden. 


Abb. 6 


Beispiel 2. Die Erhöhung der äußeren Schiene auf gekrümmten Bahnabschnitien. Auf 
gekrümmten Abschnitten des Eisenbahngeleises wird die äußere Schiene höher gelagert 
als die innere. Das hat den Zweck, daß der Druck des fahrenden Zuges auf die Schienen 
möglichst senkrecht zum Bahnkörper gerichtet ist. (Ein Seitendruck auf die Schienen 
zerstört den Bahnkörper, verursacht die Vergrößerung des Bewegungswiderstandes und 
kann die Ursache einer Zugentgleisung sein.) 
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Wir wollen uns den Querschnitt eines sich in einer Kurve bewegenden Waggons vor- 
stellen (Abb. 7). Wir bezeichnen den Radius der Kurve mit R, die Spurweite mit s und 
nehmen an, daß sich der Zug mit der konstanten Geschwindigkeit v bewegt. Wir bestimmen 
die Erhöhung h der äußeren Schiene aus der Bedingung, daß der Druck des Waggons auf 
die Schienen, senkrecht zu der Geraden gerichtet sein muß, die die Schienenoberkanten 
verbindet. 


Wir werden den Waggon als einen materiellen Punkt betrachten, indem wir die Masse 
des Waggons als in seinem Schwerpunkt konzentriert annehmen. Am Punkte M greifen 
zwei Kräfte an: die Schwerkraft ® und die Reaktion N der Schienen. Da die Reaktion 
der Schienen entgegengesetzt dem Druck des Waggons 
auf die Schienen gerichtet ist, muß nach der Bedingung 
die Reaktion N senkrecht zu der Geraden sein, die die 
Schienenoberkanten verbindet. Wir fügen zu den Kräf- 
ten B und? die Trägheitskratt %7 des Waggons hinzu. 
Da der Waggon sich gleichförmig bewegt, ist die Träg- 
heitskraft %17 eine zentrifugale Kraft (die tangentiale 
Trägheitskraft ist gleich Null). Da der Punkt M in der 
horizontalen Ebene eine Kurve vom Radius R be- 
schreibt, ist die zentrifugale Trägheitskraft horizontal 
nach außen, vom Krümmungsmittelpunkt der Kurve 
weg gerichtet und hat die Größe 

r mv? 
I R ’ 


wobei m die Masse des Waggons ist. Die Kräfte P,R 

und %1ı müssen sich gegenseitig aufheben. Folglich muß 

die resultierende Kraft aus B und %7 gleich und entgegengesetzt der Reaktion N sein. 
Wenn wir diese Resultierende mit D bezeichnen (D ist nichts anderes als der Druck des 
Waggons auf die Schienen), folgt aus den ähnlichen Dreiecken 


und daraus 


Es ist aber 


mv? YrıP vr 
a P+r=m]ı "mm 


sy? 


Me re Ze aa 


ve 
a rer 


4 


In dieser Gleichung ist das Glied — 
RR? 


Folglich ist 


stets klein im Yasaıı zu Eins (z. B. bei 


v=15m/s, was 54 km/h entspricht, und R =300 m ist —— = 0,00584). Wenn wir 


v4 
g2 R? 
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4 


das Glied 


PR: vernachlässigen, erhalten wir die angenäherte Formel 


s v2 


gR 


Beiv—= 15 m/s, R= 800 m und s= 1,524 m (die Normalspur der Eisenbahnen der 
UdSSR) erhalten wir nach dieser Formel A = 11,7 cm. Wie wir sehen, entspricht jedem 
Wert der Geschwindigkeit v ein eigener Überhöhungswert h. Bei Berechnungen nimmt 
man für v eine mittlere Geschwindigkeit auf dem gegebenen Bahnabschnitt an. 


Beispiel 3. Der Zentrifugal-Regulator. Wir wollen uns das Schema des Zentrifugal- 
Regulators einer Dampfmaschine vorstellen (Abb. 8). Am oberen Ende A der vertikalen 
Spindel AB sind zwei Stäbe von der gleichen Länge I gelenkig befestigt, an deren Enden 
sich die schweren Kugeln M und M, befinden. Mit diesen zwei Stäben sind zwei andere 
Stäbe gelenkig verbunden, deren untere Enden die Kupplung $ tragen, die entlang der 
Spindel AB gleiten kann. Der Regulator rotiert um die 
vertikale Achse AB. Bei Veränderung der Winkelge- 
schwindigkeit verändert sich der Divergenzwinkel der 
Stäbe AM und AM, und folglich auch die’ Lage der 
Kupplung. Die Kupplung ist mit den Organen verbunden, 
die das Einströmen, des Dampfes in den Dampfzylinder 
regulieren, so daß die Verschiebung der Kupplung eine 
Verschiebung dieser Organe hervorruft. Dadurch wird 
das Regulieren des Ganges der Maschine erreicht. 

Wir nehmen an, daß der Regulator sich gleichförmig 
mit der Winkelgeschwindigkeit » dreht. Wir bestimmen 
den Winkel «, der durch jeden der Stäbe AM oder AM, 
mit der vertikalen Achse AB gebildet wird. Dabei werden 
wir die Kugeln M und M, als materielle Punkte behandeln 
und die Massen aller übrigen Teile des Mechanismus 
vernachlässigen. Wir wollen die Bewegung einer der Kugeln, z. B. M, betrachten und die 
kinetostatische Methode anwenden. 

Auf den Punkt M wirken zwei Kräfte: die Schwerkraft ® und die Reaktion N des 
Stabes AM, die in Richtung vom Punkte M nach dem Punkte A verläuft. Wir fügen zu 
diesen Kräften die Zentrifugal-Trägheitskrait Fj = mr ©? hinzu, wobei m die Masse der 
Kugel und r ihr Abstand von der Drehachse ist. Die Gleichgewichtsbedingung erfordert, 
daß die Resultierende der Kräfte B und %r gleich und entgegengesetzt der Reaktion N 
ist. Konstruieren wir das Parallelogramm aus den Kräften B und %7, so finden wir 


Pj mrw2 Tw? 


t ee 
= P mg g 

Es ist aber 

r—= Isina 

Folglich ist 

i lw2sin «& 
gr — 
g 


sin« _- = U, 


$ 7. Die Differentialgleichungen der Bewegung eines materiellen Punktes. 17 


Hieraus erhalten wir zwei Lösungen: ; 
1)sine=0, d.h «= 


g 
lw2 


2) ca = 


‘Die zweite Lösung ist nur in dem Fall möglich, wenn die Winkelgeschwindigkeit w die 
Bedingung 


oder 


befriedigt. 
Bei Erfüllung dieser Ungleichung entspricht jeder Winkelgeschwindigkeit w ein eigener 
Wert des Winkels «, wobei mit dem Anwachsen von w sich auch der Winkel « vergrößert. 
Die erste Lösung « =0 hat nur theoretisches Interesse: Die Konstruktion des Mecha- 
nismus ist so, daß der Winkel « nicht Null werden kann, da die Kupplung $ nur die 
Freiheit hat, sich längs der Achse AB in bestimmten Grenzen zu verschieben und infolge- 
dessen sich auch der Winkel «nur in bestimmten Grenzen verändern kannt. 


KAPITEL III 


DIE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DER 
BEWEGUNG EINES MATERIELLEN PUNKTES 


8 7. Die Diffierentialgleichung der Bewegung eines materiellen Punktes 


Das im vorhergehenden Kapitel dargelegte Verfahren der Lösung von Aufgaben 
der Dynamik wird besonders bequem in den Fällen angewandt, in denen eine Be- 
wegung des materiellen Punktes gegeben ist und man die Kraft oder die Kräfte, unter 
deren Einwirkung diese Bewegung vor sich geht, bestimmen muß. Zu dieser Fragen- 
kategorie gehörten die im vorhergehenden Paragraphen dargelegten Beispiele. Nicht 
weniger wichtig ist die umgekehrte Aufgabe: die Bewegung des materiellen Punktes 
zu bestimmen, wenn die auf denselben wirkenden Kräfte bekannt sind. Das allgemeine 
Verfahren der Lösung dieser Aufgabe ist die Integration der Differentialgleichungen 
der Bewegung des materiellen Punktes. 


Wir stellen uns den materiellen Punkt M vor, der eine Bewegung unter der Ein- 
. wirkung der angreifenden Kräfte %,, %., .-., %, ausführt (Abb. 9). Wir wählen 
rechtwinklige Koordinatenachsen x, y, 2. Die Bewegung des Punktes M wird be- 
stimmt sein, wenn seine Koordinaten x, y, 2 als Funktionen der Zeit bekannt sind. 


1 Anm. d. deutschen Redaktion: Außerdem sieht man Statt des einen Brechpunktes bei A deren 
zwei vor, die außerhalb der Achse AB liegen. 
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Folglich kommen wir zu folgender Aufgabe: Die Koordinaten des materiellen Punktes 
sind als Funktionen der Zeit zu bestimmen, wenn die auf diesen einwirkenden Kräfte 
bekannt sind. 

Wir wissen, daß die Beschleunigung des Punktes M durch die Grundgleichung der 
Dynamik 

nm=- U+t%dt'' + 5 

bestimmt wird, wobei m die Masse des Punktes ist. Wir projizieren beide Teile dieser 
Gleichung nacheinander auf die Achsen x, y und z. Natürlich muß die Projektion 
des linken Teiles der Gleichung gleich der Projektion des rechten Teiles sein. 


Projizieren wir den Vektor mw und die Summe 
der Kräfte 


en 1 
auf die Achsen x, y, z und beachten wir, daß die 


Richtung des Vektors mw mit der Richtung des 
Vektors w zusammenfällt, so finden wir 


mw cos(w, 2)= X, 4 X,+: ie, 
mweos(w, Y)=Yı + Y, +" + Y,. 
mweos (w2)= 4, +2, + +Z 


n. ’ 


wobei X, Y,2,» X» Y» 29: - » Ans Yn Zn die Komponenten der Kräfte %,,%., - - - 
%, auf den Achsen &, y und 2 sind, w cos (m, 2), w cos (w, Y), w cos (w, 2) sind die 
Komponenten der Beschleunigung w auf den Achsen x, y und 2. Die Komponenten 


der Beschleunigung auf den Koordinatenachsen sind gleich den zweiten Ableitungen 


der entsprechenden Koordinaten nach der Zeit (siehe Teil I, $ 90), d.h. 
wcos(w, 2) F=$, wceos(w,y=Ü, wcos(w,2)=%. 
Nach Substitution erhalten wir 
m&i=Xı + %,+'+X, 
mj=Yı+r Y,+ + Y. 
mi2=Z, HZ, +: 27, 


Diese Gleichungen sind die Differentialgleichungen der Bewegung eines materiellen 
Punktes. Integrieren wir diese Gleichungen, so finden wir die Koordinaten x, y, z 
als Funktionen der Zeit, wodurch die Bewegung des Punktes bestimmt ist. 


Wir bemerken noch, daß wir zur Bestimmung der Bewegung eines Punktes nur die 


zwei ersten Gleichungen zur Verfügung haben, wenn sich der Punkt M unter der Ein- 
wirkung von Kräften, die in der xy-Ebene liegen, nur in dieser einen Ebene bewegt. Bei 
einer geradlinigen Bewegung werden wir nur die erste Gleichung benötigen, wenn wir die 
geradlinige Bewegungsbahn als x-Achse annehmen. 

Wir werden das Integrieren der Differentialgleichungen der Bewegung an einfachen 
Beispielen aufzeigen. 


$ 8. Die Bewegung eines gebremsten Zuges. Die Anfangsbedingungen 19 


$ 8. Die Bewegung eines gebremsten Zuges. Die Anfangsbedingungen 


Wir wollen uns einen Eisenbahnzug vorstellen, der sich auf einer geradlinigen 
horizontalen Strecke mit der konstanten Geschwindigkeit v, bewegt. In einem be- 
stimmten Augenblick beginnt das Bremsen des Zuges. Wir nehmen an, daß sich dabei 


ein Bewegungswiderstand entwickelt, der gleich n des Gewichtes des Zuges ist. Es 


soll die Bewegung des gebremsten Zuges bestimmt werden. 


Wir werden den Zug als einen materiellen Punkt betrachten, indem wir annehmen, 
daß seine ganze Masse im Schwerpunkt M konzentriert ist. Als x-Achse wählen wir 
die geradlinige Bewegungsbahn des Punktes M oder, was dasselbe ist, die ihr 
parallele Gerade, den Schienenstrang. Als Koordinatenursprung wählen wir die Lage, 


Abb. 10 


in der der Punkt M sich zu Beginn des Bremsens befand (Abb. 10). Von diesem 
Anfangsaugenblick des Bremsens zählen wir die Zeit, d. h., für den Anfangsaugen- 
blick ist = 0. Wir müssen die Bewegung des Zuges, beginnend mit dem Augenblick 
ti = (0, untersuchen. u 

Während des Bremsens wirken drei Kräfte auf den Zug: die Schwerkraft ®, die 
Reaktion N der Schienen und der Widerstand, den wir durch den Buchstaben X be- 
zeichnen. Diese Kräfte lassen wir am Punkte M. angreifen (Abb. 10). Wenn wir die 
Differentialgleichung der Bewegung des Punktes M in bezug auf die x-Achse 
aufstellen, finden wir 

mi=—T, 


wobei m die Masse des Zuges ist. Nach der Voraussetzung ist 


PP _ mg 


10° 10° 


Wenn wir diesen Ausdruck einsetzen und durch m kürzen, erhalten wir: 
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wobei C, eine willkürliche Konstante ist. Durch eine zweite Integration erhalten wir 
gt 


wobei CO, eine neüe willkürliche Konstante ist. 


Wir haben die Koordinate x als Funktion der Zeit gefunden. In dem gewonnenen 
Ausdruck für & sind zwei willkürliche Konstanten enthalten, was auch zu erwarten 
war, da wir es mit einer Differentialgleichung zweiter Ordnung zu tun hatten. Die 
Konstanten C, und C, bestimmen wir auf folgende Art: 

Wir setzen in die Gln. (1) und (2) die Zeitt = ein. Beit = 0 ist x = 0 (da bei 
Beginn des Bremsens sich der Punkt M am Koordinatenursprung befand) und@ =», 
(da & nichts anderes ist als die Größe der Geschwindigkeit des Zuges; diese war aber 
zu Beginn des Bremsens gleich v,). Setzen wir? = 0,2 = O0 und& = win die Gln. (1) 
und (2) ein, so erhalten wir: 


»=Ch 0=(,, 


womit die Konstanten C, und ©, bestimmt sind. 


Setzen wir die gewonnenen Ausdrücke C, = v, und CO, = 0 in die n (1) und (2) 
ein, so finden wir endgültig: 


gi 
= mn — — 3 
{2 


Durch diese Gleichungen wird der Bewegungsverlauf des gebremsten Zuges 
voll und ganz bestimmt. Um z.B. zu finden, nach welcher Zeit vom Beginn des 
Bremsens an der Zug stehen bleibt, setzen wir & = 0 in die Gl. (3) ein: 


ea 
woraus 
100, 
| g 
folgt. 


Das ist die Zeit, nach der der Zug zum Stehen kommt. Um zu finden, welchen Weg 
der Zug während des Bremsens durchläuft, setzen wir die gefundene Zeit bis zum 
Stehenbleiben in die Gl. (4) ein: 


_ 102, 5 50° Bor 
g g g 


Das ist die gesuchte Strecke. 
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Aus diesem Beispiel ist zu ersehen, daß mit der Vorgabe der am materiellen Punkt 
angreifenden Kräfte die Bewegung des Punktes noch nicht voll und ganz bestimmt 
ist. Zur völligen Bestimmung der Bewegung des Punktes ist es notwendig: 1. die auf 
den Punkt wirkenden Kräfte und 2. die Anfangslage und die Anfangsgeschwindigkeit 
des Punktes anzugeben (d. h. seine Lage und Geschwindigkeit zur Zeit i = 0). 


Bei einer Bewegung des Punktes im Raum werden seine Lage und seine Geschwin- 
digkeit durch die Koordinaten x, y, z und die Ableitungen dieser Koordinaten nach 
der Zeit &, y, 2 bestimmt (weil die Ableitungen der Koordinaten gleich den Kompo- 
nenten der Geschwindigkeit in den Koordinatenachsen sind). Folglich werden die 
Anfangslage und die Anfangsgeschwindigkeit des Punktes durch die Anfangswerte 
seiner Koordinaten (wir wollen sie &,, Yo, 2, nennen) und durch die Anfangsbedin- 
gungen der Ableitungen der Koordinaten (wir bezeichnen sie mit &,, 9, und 2,) 
bestimmt. Die Größen &,, Yo, 20; &o, Y0 und 3, heißen Anfangsbedingungen. 


Die Angabe der Kräfte, die auf den materiellen Punkt einwirken, gestattet, die 
Differentialgleichungen der Bewegung des Punktes aufzustellen. Die willkürlichen 
Konstanten, die bei der Integration dieser Differentialgleichungen erscheinen, werden 
aus den Anfangsbedingungen bestimmt. 


Bei der Bewegung des Punktes im Raum haben wir drei Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung; ihre Integration führt sechs willkürliche Konstanten ein, für deren 
Bestimmung wir: die sechs Anfangswerte x, Yo, 20 to, Y0 und 2, haben. Bei der Be- 
wegung des Punktes in der xy-Ebene haben wir zwei’ Differentialgleichungen der Be- 
wegung und folglich vier willkürliche Konstanten; zu ihrer Bestimmung dienen die 
vier Anfangswerte x,, Yo, &, und %,. Schließlich haben wir bei einer geradlinigen Be- 
wegung des Punktes zwei beliebige Konstanten und zwei Anfangswerte. Somit ist 
die Zahl der willkürlichen Konstanten stets gleich der Zahl der Anfangswerte. Wenn 
wir so verfahren, wie im dargelegten Beispiel gezeigt ist, können wir stets alle will- 
kürlichen Konstanten bestimmen, die sich bei der Integration der Differential- 
gleichungen der Bewegung ergeben!. 
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Wir wollen die Bewegung eines Körpers M betrachten, der aus der Höhe H auf die 
Erdoberfläche fällt. 


Wir werden den Körper M als einen materiellen Punkt betrachten. Die Bewegung 
des Punktes M geht unter der Einwirkung zweier Kräfte vor sich: der Schwerkraft 
und des Luftwiderstandes. Wir wollen zuerst die Aufgabe lösen, indem wir den Luft- 
widerstand vernachlässigen, d. h., wir wollen die Bewegung des im luftleeren Raum 
fallenden Körpers betrachten. 


ı Wenn wir so verfahren, wie soeben dargelegt wurde, erhalten wir die Koordinaten des sich bewegenden 
Punktes als partikuläre Lösungen der Differentialgleichungen der Bewegung. Es muß vermerkt werden, daß 
auch solche Ausnahmefälle möglich sind, wo die Lösung der Aufgabe der Dynamik nicht durch Partikulär- 

‚lösungen, sondern durch singuläre Lösungen der entsprechenden Differentialgleichungen erhalten wird. 
Siehe Poisson, M&moire sur les solutions particulieres des equations differentielles et des Equations aux 
differences. Journal de l’&cole polytechn., Bd. 6, Heft 10 (1806), Seite 60. 


3 Nikolai II 
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Wir wählen als x-Achse die geradlinige Bewegungsbahn des Punktes M (Abb. 11). 
Wir erhalten, nachdem wir die x-Achse senkrecht nach unten gerichtet und als 
Koordinatenursprung die Anfangslage des Punktes M angenommen haben, die Diffe- 
rentialgleichung der Bewegung 


mäö=P, (1) 
wobei m die Masse und P das Gewicht des Punktes M sind. 


Wir wollen sofort die Anfangsbedingungen festlegen, die unserer Aufgabe ent- 
sprechen. Da sich im Anfangsaugenblick der Punkt M im Koordinatenursprung 
befand, und da seine Geschwindigkeit in diesem Augenblick 


0 gleich Null war, gilt für? = 0: 
x UN eu, 
H ” Wir wenden uns der Integration der Differentialgleichung (1) 
2 zu. Nachdem wir diese Gleichung durch m dividiert und beachtet 


haben, daß P = mg ist, erhalten wir 


aa dk Z, 2=9. 


T Wenn wir integrieren, finden wir 
Abb. 11 Be, 


wobei C, eine willkürliche Konstante ist. Wir wollen sofort die Konstante C, aus den 
Anfangsbedingungen bestimmen. Wenn wir in die letzte Gleichung = 0 und« =0 
einsetzen, finden wir C, =. Folglich ist 
£=glt. (2) 
Eine zweite Integration ergibt 


1 
ae 


wobei O, eine neue willkürliche Konstante ist. Wenn wir hier # = 0 und x = 0 setzen, 
finden wir C, = 0-und folglich 


2 {2 3 
I = — ” 
59 (3) 


Durch die Gln. (2) und (3) wird die gleichförmig (mit der Beschleunigung g) beschleu- 
nigte Bewegung des fallenden Körpers im leeren Raum bestimmt. Wollen wir die 
Fallzeit aus der Höhe 7 bestimmen, so setzen wir x = H in die letzte Gleichung ein 
und lösen diese Gleichung nach t auf: 

2H 
t= I/ —. (4 
6 


Durch diese Formel wird die Fallzeit aus der Höhe 7 bestimmt. & 
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Nun wollen wir die gleiche Aufgabe lösen, indem wir den Luftwiderstand, den wir 
mit R bezeichnen, berücksichtigen. Die Größe des Widerstandes, die der in der Luft 
sich bewegende Körper zu überwinden hat, hängt von der Größe der Geschwindigkeit 
des Körpers ab. Der Luftwiderstand R wächst mit der Vergrößerung der Geschwindig- 
keit v an. In ziemlich weiten Grenzen (ungefähr von v = 0,2 m/s bis v = 240 m/s) 
kann man den Luftwiderstand als proportional dem Quadrat der Größe der Ge- 
schwindigkeit annehmen. Bei kleineren Geschwindigkeiten als 0,2 m/s muß man den 
Luftwiderstand als proportional der ersten Potenz der Größe der Geschwindigkeit 
annehmen. Außerdem hängt der Luftwiederstand R von den Abmessungen und der 
Form des Körpers ab. Was die Abhängigkeit des Widerstandes von den Abmessungen 
des Körpers anbetrifft, so kann man rechnen, daß der Widerstand R 
proportional der Fläche der Projektion des Körpers auf die zu der 
Richtung seiner Bewegung senkrechte Ebene ist. Wenn wir diese 
Fläche mit o bezeichnen, erhalten wir (für Geschwindigkeiten in den 
oben erwähnten Grenzen) die Gleichung 


R=kov:, 


wobei k der von der Form des Körpers abhängige Koeffizient ist.! 
Für eine Kugel ist nach den Versuchen von EırreL k = 0,024 (dabei 
wird die Kraft R in Kilogramm ausgedrückt, die Fläche o in % 
Quadratmeter und die Geschwindigkeit v in Meter/Sekunde.2) 

Wir stellen die Differentialgleichung der Bewegung des materiellen T 
‘Punktes M auf, indem wir voraussetzen, daß außer der Schwerkraft Abb. 12 
PB auch der Luftwiderstand R auf denselben einwirkt. Der Wider- 
stand R ist nach der Seite gerichtet, die der Bewegung entgegengesetzt ist, d.h. vertikal 
nach oben. Wählen wir die x-Achse wie früher (Abb. 12), so erhalten wir die Gleichung 


m£&=P—R. 


d 
Wir setzen hier R = kov? und ersetzen & durch . (da: =vist): 


Integrieren wir diese Gleichung, so finden wir die Abhängigkeit zwischen der Ge- 
schwindigkeit v und der Zeit £. Es gilt folgende Anfangsbedingung: 


v=0 bei t=0, 
Bevor wir zur Integration der gewonnenen Gleichung übergehen, bemerken wir, 
daß ihr rechter Teil für 
PR 
V= es 
Null wird. ko 
.* Anm.d. deutschen Redaktion: Außerdem ist k proportional der Luftdichte ö, so daß man viel- 


fach schreibt R = = v2eo» Co, 


2 Ausführlichere Angaben über den Luftwiderstand kann man in dem Werk ‚Die theoretischen Grund- 
: Jagen der Luftschiffahrt‘“‘ vonN.E.Shukowskifinden. H.E.FKyKOBCKOTO «TeoperTuyecknme OCHOBBI 
BOSANYXOITABaHum». CoÖpaHue COYHHeHNA, T. VI, T'ocrexuanat, M.— JI., 1950. 


3" 
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Wir führen die Bezeichnung 


ein. 
Folglich muß für v=c auch der linke Teil unserer Gleichung verschwinden, 


d | | 
d.h., es ist —— — 0. Das bedeutet, daß der fallende Körper bei der Geschwindigkeit 
v = € sich gleichförmig bewegen wird; folglich ist c die Geschwindigkeit des gleich- 


förmigen Falles in der Luft. 
Nun schreiben wir unsere Gleichung um, indem wir 


ko= _ 
e2 
setzen. 
Nach der Kürzung durch m erhalten wir: 
dv g 
ven 


Hieraus ersehen wir, daß bei kleineren Geschwindigkeiten als ce der Körper be- 


d 
schleunigt fällt (wei er >0fürv<e st) Bei größeren Geschwindigkeiten als c 


d 
bewegt sich der Körper verlangsamt (wei 47 <0fürvpeist). 


Wir trennen die Variablen in der gewonnenen Gleichung, indem wir dieselbe fol- 
gendermaßen umschreiben: 


| d 
u Rn 
c2 2 — 12 
Nach Integration erhalten wir 
g dv 
e Jen 


Wir bemerken, daß 


1 1 | 1 en 1 
@—_o02 2c\ctv u 
ist. Folglich ist 


> 1 (f dv dv ) 
ea 2ec e+V au cC—VÜ 
1 


=, u) Be 2), 75 


I 


l..c-+tv 
2ce c-v 
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wobei C, eine willkürliche Konstante ist. Somit erhalten wir folgende Abhängigkeit 
zwischen i und v: 


Die Konstante C, bestimmen wir aus den Anfangsbedingungen. Nehmen wir t = 0 
undv=0.an, so finden wir CO, = 0. Folglich erhalten wir endgültig 


1  c-+v 
Sie mi, 
C 2 c0—V 


Wir lösen diese Gleichung nach v auf. Es gilt: 


e+V 2-1 
ev. i 
Daher ist 
se, di _g 
ee —]1ı A u 
DC => 
28; gt. _ 8 
et +1 ee +e © 


oder, wenn wir die hyperbolische 
Funktion einführen! 


v=o1g—. (5) Abb. 13 
C 


Nach dieser Formel kann die Geschwindigkeit v leicht mit Hilfe der Tabellen 
der hyperbolischen Funktionen? errechnet werden. Die Abhängigkeit der Ge- 
schwindigkeit v von der Zeit t ist graphisch in der Abb. 13 dargestellt. Auf der 


Abszisse sind die Werte der Größe EL und auf der Ordinate die entsprechenden Werte 
C 

der Größe __ abgetragen. Die Geschwindigkeit v wächst ununterbrochen an und nähert 

2 | 


sich asymptotisch der Grenzgeschwindigkeit v = c bei einem unbegrenzten Anwachsen 
der Zeit t. 

Wir gehen nun zur Bestimmung der Koordinate & als Funktion der Zeit i über. 
Dav = & ist, gilt die Gleichung 


t 
eg 
€ 


ı Folgende Größen werden der hyperbolische sinus, cosinus und tangens genannt: 


er PET 
Sinz=- —.—5 Sof a2 = — > — , Ior= = Er 
| e +e 
2 Solche Tabellen gibt esim Nachschlagewerk ‚Hütte‘. Ausführlichere Tabellen und auch eine Sammlung 
von Formeln, die sich auf die hyperbolischen Funktionen beziehen, kann manim Buch von F. Emde, Tafeln 
elementarer Funktionen, Verlag Teubner, Leipzig, finden. 
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mit der Anfangsbedingung 
z=0 bei i=0,. 


Durch Integration finden wir 
ce? gt 
z= —hI -— +0, 
g c 
wobei C, eine willkürliche Konstante ist. Setzen wir in dieser Gleichung i = 0 und 
x =(, so erhalten wir ©, = 0. Folglich ist 


e2 gt 
2 = —Inbof —. 
g C 


Die durch diese Gleichung ausgedrückte Abhängigkeit zwischen x und t ist graphisch 
in Abb. 14 dargestellt. Auf der horizontalen Achse sind die Werte der Größe 9° und 
auf der vertikalen Achse die entsprechenden Werte der Größe z fsetiagen Die 
zur Gl. (6) gehörige Kurve hat als Asymptote die Gerade 


ce? 
zeileel2; 


die in Abb. 14 durch eine dünne Linie dargestellt ist. 


Tabelle 1 
gt I% v x 
c ec? C ge 
0 | 0 0 | 0,5 
0,5 0,120 0,462 0,481 
1 0,434 0,762 0,434 


3 2,309 0,995 0,257 
3,5 2,808 0,998 0,229 
4 3,307 0,999 0,207 
4,5 3,807 1,000 0,188 
5 4,307 1,000 0,172 
00 00 1 0 


Die Fallzeit aus der Höhe 7 wird aus der Gleichung 


2 
4 


C gt 
H= In &o) — 
g c 


gefunden. 
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In der Tabelle 1 sind die Werte der Größen und angeführt, die nach den 
C C 
Gln. (5) und (6) für verschiedene Werte des Argumentes 2 errechnet sind; in der- 
r 


2 
selben Tabelle sind auch die Werte des Verhältnisses = : (“) — IE angeführt. 

Wir wollen die gewonnenen Resultate auf folgendes Beispiel anwenden. 

Bei einem der auf dem Eiffelturm durchgeführten Versuche über die Bewegung 
eines in der Luft fallenden Körpers wurde der Fall einer quadratischen Platte von 
0,715 kg Gewicht und der Fläche 0,0225 m? aus der zweiten Etage des Turmes 
beobachtet. Die Fallhöhe war 120 m, die beobachtete Fallzeit 7,04s; die Platte 
blieb im Fallen horizontal. Nach diesen Angaben wollen wir den Wert des Koeffi- 
zienten k in der Formel. des Luftwiderstandes R = kov? für die quadratische Platte 
ermitteln. 

Bezeichnen wir die Fallhöhe mit x und die Fallzeit mit t, so gilt 


X 120 


gen 2,2, 
ge 981-704 


Aus der Tabelle 1 finden wir, daß diesem Wert — ein Wert EL 3,18 entspricht. 
Daraus folgt: ei ° | 


91-70, 
= IT — 21,’ mjs. 
Andererseits ist 
P 
ce= Ba 
ko 
Daher ist 
k — - 3 
20 


Setzen wir hier P = 0,715 kg, o = 0,0225 m? und ce = 21,7 m/s, so finden wir: 


0,715 
k a ——— iS 0,067 . 
(21,7)2- 0,0225 
Spätere Versuche von EIFFEL, die gleichfalls auf dem Eiffelturm durchgeführt 
wurden, ergaben im Durchschnitt für die quadratische Platte den Wert k = 0,075. 
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Als Beispiel einer krummlinigen Bewegung betrachten wir die Bewegung eines 
schräg zur Horizontalen geworfenen Körpers. Wir setzen voraus, daß die Bewegung 
in einem leeren Raum vor sich geht, d. h., wir vernachlässigen den Luftwiderstand. 

Wir nehmen an, daß der Körper M (den wir als einen materiellen Punkt betrachten) 
von dem Punkte O aus, der sich auf der Erdoberfläche befindet, mit einer Anfangs- 
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geschwindigkeit v, unter dem Winkel « zur Horizontalen geworfen wird. Wir wählen 
den Punkt O als Koordinatenursprung der Achsen x und y und richten die x-Achse 
horizontal, die y-Achse vertikal nach oben. Bezeichnen wir das Gewicht des Körpers M 
mit P, so gewinnen wir die Differentialgleichungen der Bewegung: 


mä=0, (1 


rt 


mü=—P. 


— 
DD 
De 


Wir legen die Anfangsbedingungen fest: 
0, £8=100osK, 
je 2 
y=0, y=wmsine. 
Wir integrieren die Gl. (1). Wenn wir durch die Masse m dividieren, erhalten wir 
N 
woraus wir durch Integration 
& — Cı 
I = Cit + C, 


erhalten. Hierin sind C, und C, willkürliche Konstanten. Substituieren wir die An- 
fangsbedingungen ( =0, 2 = (0, &=v, 608 «), so finden wir 


C=V00850, (,=0. 


Folglich erhalten wir endgültig 
T=v,0080R, 


= v,t00s«. ’ (3) 
Wir gehen zur Integration der Gl. (2) über. Wir dividieren die Gleichung durch m: 
yz.=g4; 
Dürch Integration erhalten wir: | 


y=—9gi-+C,, 
.. g®w 
an Zar 


wobei C, und C, neue willkürliche Konstanten sind. Setzen wir die Anfangsbedin- 
gungen (t=0,y=0,) =», sine) ein, so finden wir 


C,=v, sine, Bd, 
Folglich ist 
yY=v,sina — gt, 
[2 
y=tvotbsina -—. (4) 
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Durch die Gln. (3) und (4) ist die Bewegung eines schräg zur Horizontalen geworie- 
nen materiellen Punktes im leeren Raum bestimmt. Wenn wir die Zeit t aus diesen 
Gleichungen eliminieren, finden wir die Gleichung der Bewegungsbahn des Punktes M. 
Aus der Gl. (3) gewinnen wir 

x 


i= . 
%, 605 & 


Setzen wir diesen Ausdruck für t in die Gl. (4) ein, so erhalten wir 
(5) 


Das ist die Gleichung einer Parabel mit einer vertikalen Mittellinie. Also beschreibt 
ein schräg zur Horizontalen geworfener Körper im leeren Raum eine Parabel; dieses 
Resultat fand bereits GALILE1. 

Wir wollen die Wurfweite OA =] des Punk- y 
tes M ermitteln (Abb.15). Die Wurfweite 2 ist 
der Abszissenwert x des Punktes der Bewegungs- 
bahn, für den y = 0 ist. Setzen wir in die Gl. (5) 
y = 0 ein und lösen nach x auf, so finden wir 


je Ze SE Abb. 15 
g g 
Hieraus ersehen wir, daß die größte Wurfweite bei der gegebenen Anfangsgeschwin- 


digkeit v, unter dem Winkel « = 45° erreicht wird. Bei diesem Werte des Winkels « 
erhalten wir 


en | 
| 


(6) 


Es muß unterstrichen werden, daß die in diesem Paragraphen erhaltenen Resultate 
nur bei der Bewegung des geworfenen Körpers im leeren Raum richtig sind. Bei der 
Bewegung in der Luft verändern sich diese Resultate wesentlich durch den Einfluß 
des Luftwiderstandes. Je größer die Bewegungsgeschwindigkeit ist, desto größer ist 
dieser Einfluß, da der Luftwiderstand mit dem Anwachsen der Geschwindigkeit 
wächst. Um einen Begriff davon zu geben, wie stark sich der Luftwiderstand auf die. 
Bewegung eines Geschosses auswirkt, wollen wir folgende Zahlen anführen: 

Ein deutsches Gewehr erteilt dem Geschoß eine Anfangsgeschwindigkeit vo, = 
620 m/s. Bei der Bewegung in einem luftleeren Raume würde dieser Anfangsgeschwin- 
digkeit nach der Gl. (6) die größte Schußweite Imax 2 39 km entsprechen. Indessen 
beträgt die größte Schußweite des Geschosses beim Schießen mit diesem Gewehr 
ungefähr 4 km. Dabei entspricht diese größte Schußweite nicht dem Winkel « = 45°, 
sondern ergibt sich bei x = 32°1, 


! Die Theorie der Bewegung des Geschosses in der Luft wird in den Werken über die äußere Ballistik 
dargelegt. Siehe z. B. N. Sabudski, „Äußere Ballistik“ (H.3a6 yackunü, BuemHnft Öalııucruka, 
CII6, 1895). 
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Wir wollen die Gl. (6) auch noch bei folgender Frage anwenden. 

Im Jahre 1906 zerbarst in einer Fabrik ein Schwungrad. Der Radkranz zerriß in 
21 Teile, die in der Ebene des Schwungrades in verschiedene Richtungen ausein- 
anderflogen. Alle diese Teile wurden in verschiedenen Abständen von der von der 
Katastrophe betroffenen Maschine gefunden. Die größte Entfernung, in die ein Teil 
des Radkranzes geschleudert wurde, betrug 280 m. Der Radius des Schwungrades war 
R = 1,75 m. Wir wollen versuchen zu berechnen, wie groß die Winkelgeschwindig- 
keit des Schwungrades im Augenblick der Katastrophe war. 

Wir werden den Luftwiderstand vernachlässigen und annehmen, daß jener Teil 
‚des Schwungradkranzes, der 280 m weit flog, seine parabolische Bewegung mit einer 
Anfangsgeschwindigkeit begann, die unter dem Winkel 45° gegenüber der Horizontalen 
geneigt war. In diesem Falle finden wir aus der Gl. (6), indem wir die Anfangsgeschwin- 
digkeit mit v, bezeichnen und Iy.xz = 280 m annehmen, 


v0 = Y9 Imax = Y9,81 : 280 = 52,4 mjs. 


Dies war die Umfangsgeschwindigkeit des Schwungrades im Augenblick der 
Katastrophe. Hieraus erhalten wir, indem wir die gesuchte Winkelgeschwindigkeit 
des Schwungrades mit ® bezeichnen: 


1 
= — = —— =2995— oder w = 28 U/min. 
s 


Da wir bei der Berechnung den Luftwiderstand vernachlässigt haben, muß in 
Wirklichkeit die Winkelgeschwindigkeit des Schwungrades im Augenblick der Kata- 
strophe höher gewesen sein als die soeben errechnete. Die Betriebsdrehzahl, mit der 
die Maschine arbeitete, betrug 110 U/min. Die Ursache der Katastrophe war die 
Beschädigung des Regulators der Maschine. 


KAPITEL IV 


DIE ARBEIT UND DIE KINETISCHE ENERGIE 


$ 11. Die Arbeit einer Kraft 


Wir wollen zuerst den Begriff der Arbeit für den folgenden Spezsalfall darlegen. 

Bs ist die Kraft % gegeben, die konstant nach Größe und Richtung ist. Wir nehmen an, 
daß sich der Angriffspunkt M der Kraft % geradlinig verschiebt. Wir wählen zwei be- 
liebige Lagen M, und M, des Punktes M auf ihrer geradlinigen Bewegungsbahn 
(Abb. 16) und bezeichnen M,M, = s. Die Arbeit R der Kraft % bei der Verschiebung s 
ihres Angriffspunktes ist das Produkt 


R= Fscos(%, 5), 
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wobei (%, s) der Winkel zwischen der Richtung der Kraft % und der Richtung der Ver- 
schiebung s ist. Da die Richtung der Verschiebung s mit der Richtung der Geschwin- 
digkeit v des Punktes M zusammenfällt, kann man auch 


R= Fscos(%,») 
schreiben. 
Wir bemerken, daß die Arbeit R positiv ist, wenn der Winkel (%, v) spitz ist, und 
negativ, wenn dieser Winkel stumpf ist. Wenn die Richtung der Kraft % mit der 
Richtung der Verschiebung s zusammenfällt, ist der Winkel (%,») = 0 und 


R=Fs. 


Wenn jedoch die Kraft entgegengesetzt der Verschiebung verläuft, dann ist der 
Winkel (%,0) = 180° und 


R=--Fs. 
Z 
M; M, W Ma 
.——;s 
Abb. 16 Abb. 17 


Schließlich ist die Arbeit R gleich Null, wenn der Winkel (3,0) = 90° ist, d.h., 
wenn die Kraft.‘ senkrecht zu der Verschiebung s gerichtet ist. 


Wir gehen zu dem allgemeinen Fall der variablen Kraft und der krummlinigen Be- 
wegung über und stellen uns eine beliebige Kraft % vor. Wir nehmen an, daß sich ihr 
Angriffspunkt M auf irgend einer krummlinigen Bewegungsbahn verschiebt (Abb. 17). 
Wir wählen zwei beliebige Lagen M, und M, des Punktes M auf seiner Bewegungs- 
bahn. Die Arbeit der Kraft % bei der Verschiebung des Punktes M aus der Lage M, 
in die Lage M, werden wir auf folgende Art bestimmen: 


Wir stellen uns den Bogen M,M, in eine Reihe von elementaren (unendlich kleinen) 
Verschiebungen ds unterteilt vor. Das Produkt 


dR=Fdscos(%,») 


ist die elementare Arbeit dR der Kraft % bei der elementaren Verschiebung ds, wobei 
v die Geschwindigkeit des Punktes M ist. Wir werden mit ‚Arbeit R der Kraft % bei 
der endlichen Verschiebung M,M,‘“ die Summe der elementaren Arbeiten der Kraft % 
auf allen elementaren Verschiebungen bezeichnen, in die der endliche Weg M,M;, 
unterteilt wird: | 


R= SdR= SFäscos(%,D). 
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Natürlich besteht diese Summe aus einer unendlichen Zahl unendlich kleiner 
Summanden. Eine solche Summe heißt das über den Kurvenabschnitt M,M, sich er- 
streckende Integral, das man folgendermaßen schreibt: 


M; 
R — [Feos(&,v)ds. 
M, | 
Auf welche Art die Errechnung. eines solchen Integrals erfolgen kann, werden wir 
im weiteren an einzelnen Beispielen zeigen. 


$ 12. Die Arbeit der Resultierenden 


Wir wollen nun zeigen, daß die Arbeit der Resultierenden mehrerer Kräfte gleich der 
Summe der Arbeiten der Kraftkomponenten ist. 

Wir stellen uns mehrere Kräfte %,, %., - . - » %, Vor, die am Punkte M angreifen 
(Abb. 18). Ihre Resultierende bezeichnen wir mit %. Wir nehmen an, daß der Punkt M 
sich aus der Lage M, in die Lage M, verschiebt und 
projizieren die Kräfte %,,% 2 - - - , %„ und auch ihre 
Resultierende ‘% auf die Richtung der Geschwindig- 
keit v des Punktes M. Da die Resultierende % 
gleich der Summe der Kräfte %ı, 3» - - - » 3. Ist 
und die Projektion der Summe gleich der Summe 
der Projektionen der Komponenten ist, gilt 


F cos (%,v) = F, cos (%1,0) 
+ F,cos(%,0) ++ F, cos (%,0). 


Wir multiplizieren beide Teile dieser Gleichung mit der elementaren Verschiebung ds: 


Abb. 18 


Fdscos(%,02)= Fıdscos(%,,0) + Fzdscos (3,0) ++ + F„dscos(%,,D) 
oder | 
dAR=dR+dR, + -+dR,. 


wobei dR,, dR,, ..., AR, die elementaren Arbeiten der Kräfte %,, 3, - - - , %, auf 
der elementaren Verschiebung ds sind und dR die elementare Arbeit der Resultieren- 
den % auf derselben Verschiebung ist. 

Wir stellen uns vor, daß ähnliche Gleichungen wie die vorhergehende für alle 
elementaren Verschiebungen aufgestellt sind, in die man sich den Abschnitt M,M, 
unterteilt vorstellen kann. Wenn wir alle diese Gleichungen gliedweise summieren, 
erhalten wir: 


DAdR= NdRı+ DAR, ++ DdR,: 
R=R,+R,+ + Ro: 


oder 


wobei R,, Rs. - , R,„ sowie R die Arbeiten der Kräfte %., I - - - , %. und deren 
Resultierenden % auf dem Bogen M,M, sind. 
Somit ist das Theorem bewiesen. 
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$ 13. Die Darstellung der Arbeit durch Projektion der Kraft auf die 
'Koordinatenachsen 


Die Kraft % und die elementare Verschiebung ds ihres Angriffspunktes M sind 
gegeben (Abb. 19). Wir wählen die Koordinatenachsen &, y, z und zerlegen die Kraft % 
in ihre Komponenten auf den Achsen z, y, 2; die algebraischen Größen dieser Kompo- 
nenten sind gleich den Projektionen X, Y, Z der Kraft % auf die Achsen &, y, 2. Be- 
zeichnen wir die elementare Arbeit der Kraft ‘% bei der Verschiebung ds mit dR 
und die elementaren Arbeiten ihrer Komponenten X, Y, Z bei der gleichen Verschie- 
bung mit dR,, dR,, dR,, so erhalten wir nach dem Theorem, das im vorhergehenden 
Paragraphen bewiesen wurde: 


dR=dR,+dR,+dR,. 


Ferner finden wir, wenn wir im Auge behalten, daß die Größen der Komponenten 
der Kraft % auf den Achsen z, y, z gleich ihren Projektionen X, Y, Z sind und die 
Richtungen dieser Komponenten parallel zu den Achsen 
x, y undz verlaufen: 


dR,= Xdscos(v, x), dR,= Ydscos(v,D), 


dR,=Zds cos (d, 3) 
und folglich 


dR—= Xdscos(v,x) + Ydscos(vd,y) +Zdscos(v,3). 


Wir bezeichnen die Koordinaten des Punktes M mit x, 
y und, die Zuwüchse aber, die die Koordinaten z, y, z 
erhalten, wenn der Punkt M die Verschiebung ds erfährt, mit dx, dy, de. Es liegt auf 
der Hand, daß die Zuwüchse dx, dy, de gleich den Projektionen der Verschiebung ds 
auf die Achsen x, y, z sind. Folglich gilt 


dxe=dscos(v,r), dy== dscos(v, 9), d2=dscos(v,3). 


‚Daraus schließen wir, daß die vorherige Gleichung für die elementare Arbeit dR 
auf die Form | 
dR= Xd«e+Ydy+Zdz 
zurückgeführt wird. ; 
So wird die elementare Arbeit der Kraft % durch die Projektionen der Kraft auf 
die Koordinatenachsen und die Zuwüchse der Koordinaten des Angriffspunktes aus- 
gedrückt. 


8 14. Die Darstellung der Arbeit als Fläche. Die Indikatorarbeit der 
Dampfmaschine 


Wir nehmen an, daß am Punkte M, der sich auf irgendeiner Bewegungsbahn ver- 
schiebt, die Kraft % angreift (Abb. 20). Wir werden die Lage des Punktes M auf 
seiner Bewegungsbahn durch die Größe des durchlaufenen Weges s bezeichnen, der 
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von irgendeinem AnfangspunktO aus gemessen wird (so daß ÖM =s ist). Wir wollen 
nun die Arbeit der Kraft % bei irgendeiner Verschiebung M,M, des Punktes M 
ausdrücken. 


Wie in $11 erklärt wurde, ist diese Arbeit gleich der Summe R = X dR, wobei 
dR die Arbeit bei der elementaren Verschiebung ds ist: 


dR=Fdscos(%,v). 


Wir bemerken, daß F cos (%, v) die Projektion der Kraft % auf die Richtung der 
Geschwindigkeit v ist, oder, was dasselbe ist, die Größe der tangentialen Komponente 
%, der Kraft %, so daß die Gleichung für die elementare Arbeit in der Form 


dargestellt werden kann. 


Abb. 20 Abb. 21 


Wir stellen jetzt die Abhängigkeit der algebraischen Größe der tangentialen Kraft F, 
von dem durchlaufenen Wege s graphisch dar, wobei wir auf der Abszissenachse die 
Werte des durchlaufenen Weges s auftragen und auf der Ordinatenachse die ent- 
sprechenden Werte der tangentialen Kraft F,; wir erhalten damit eine Kurve, die die Ab- 
hängigkeit F, von s darstellt (Abb. 21). In dieser Darstellung erscheint die elementare 
Arbeit dR = F,ds als Fläche des elementaren Rechtecks mpgn, dessen Grundseite 
mm = ds ist. 


Wir nehmen an, daß den Lagen M, und M, des Punktes M auf seiner Bewegungs- 
bahn die Werte s, und s, des durchlaufenen Weges entsprechen. Wir tragen die 
Ordinaten AC und BD ein, die den tangentialen Kräften in den Punkten A und B 
(mit den Abszissen s, und s,) entsprechen. Es ist klar, daß die Arbeit R=% dR 
der Kraft F bei der Verschiebung M,M, durch die Fläche der Figur ACDB dar- 
gestellt wird, die durch die Abszissenachse, die Kurve OD und die Ordinaten AC 
und BD begrenzt ist. 

Natürlich ist, wenn die Größe der tangentialen Kraft F, negativ ist, auch die 
Arbeit R negativ. In diesem Falle muß die entsprechende Fläche mit einem Minus- 
zeichen versehen werden. 

Die Darstellung der Arbeit in Form einer Fläche erscheint in vielen Fällen als 
bequemes Verfahren für das Auffinden der Arbeit einer Kraft. In einigen Fällen 
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bleibt die analytische Abhängigkeit der tangentialen Kraft F, von dem durchlaufenen 
Wege s unbekannt, graphisch kann jedoch diese Abhängigkeit punktweise ermittelt 
werden. In solchen Fällen ist eine analytische Errechnung der Arbeit der Kraft nicht 
möglich; die Bestimmung der Fläche jedoch, von welcher die Rede ist, kann immer 
mit einem genügenden Genauigkeitsgrad ausgeführt werden (mit Hilfe eines Plani- 
meters oder auf andere Weise). 

Als Beispiel wollen wir uns mit der Bestimmung der Arbeit des Dampfdruckes im 
Zylinder einer Dampfmaschine befassen. Wir wollen uns eine einfach wirkende 
Maschine vorstellen, d. h. eine Maschine, in der der Dampf nur von einer Seite in den 
Zylinder eintritt, z. B. links vom Kolben. Bei der Bewegung des Kolbens von links 
nach rechts verläuft der Dampfdruck auf den Kolben in Richtung der Bewegung des 
Kolbens und führt folglich eine positive Arbeit aus; bei einer rückläufigen Bewegung 
des Kolbens von rechts nach links führt der Kolben durch Verdichten des Rest- 
dampfes eine negative Arbeit aus. Die volle Arbeit des Dampfdruckes in zwei Hüben 
des Kolbens (hin und zurück) ist gleich der Differenz 
der erwähnten beiden Arbeiten. 

Wir wollen uns vorstellen, daß wir eine Kurve kon- 
struiert haben, die die Größe des Dampfdruckes im 
Zylinder für jede Lage des Kolbens darstellt. Wir 
werden die Lage des Kolbens durch den Wert des 
durchlaufenen Weges s bestimmen, der von seiner 
äußersten linken Lage aus gemessen ist. Auf der hori- |! 
zontalen Achse werden wir die s-Werte abtragen nd Abb. 22 
auf der vertikalen die jedem s entsprechenden Werte 
des Dampfdruckes 9; wir erhalten eine Kurve, die der in Abb. 22 dargestellten 
entspricht. In dieser Abbildung bezeichnet I die Länge des Kolbenhubes; der Teil abe 
der Kurve gibt die Werte des Dampfdruckes p in Abhängigkeit von s bei einer Be- 
wegung des Kolbens von links nach rechts an. Bei einer rückläufigen Bewegung des 
Kolbens von rechts nach links wird der Druck des komprimierten Dampfes durch den 
Teil cda der Kurve dargestellt. 

Hieraus folgt, daß die positive Arbeit des Dampfdruckes bei einer Bewegung des 
Kolbens von links nach rechts durch die Fläche abenma dargestellt wird!; die mit dem 
Minuszeichen versehene Fläche adenma ergibt die negative Arbeit des Dampfdruckes 
bei einem rückläufigen Kolbenhub. Es ist klar, daß die volle Arbeit des Dampf- 
druckes während zweier Kolbenhübe durch die Fläche u) wird, die durch 
die geschlossene Kurve abeda begrenzt ist. 

Die in Abb. 22 dargestellte Fläche kann automatisch mit Hilfe eines Apparates, 
der Indikator genannt wird, gewonnen werden. Diese Darstellung heißt das Indikator- 
Diagramm, und die Arbeit des Dampfdruckes in der Maschine, die, wie soeben erklärt, 
bestimmt wurde, heißt die Indikator- Arbeit der Dampfmaschine. 

‚Natürlich ist im Falle einer doppeltwirkenden Maschine, in der der Dampf in den 
Zylinder abwechselnd von beiden Seiten des Kolbens eingelassen wird, die volle 
Arbeit des Dampfdruckes gleich der Summe der Arbeiten, die durch den Dampf- 
druck, der auf jede Seite des Kolbens wirkt, ausgeführt wird. 


v r} r} “ ® T ® 
2 Anm.d. deutschen Redaktion: Der Flächeninhalt .muß mit dem wirksamen Kolbenquersennitt 
multipliziert werden. 
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$ 15. Die Arbeit einer elastischen Kraft 


Wir wollen nun an einigen Beispielen die Bestimmung der Arbeit auf analytischem 
Wege aufzeigen. In diesem Paragraphen werden wir uns mit der Errechnung der 
Arbeit der elastischen Kraft beschäftigen. 


Wir stellen uns eine Schraubenfeder AB vor, deren eines Ende an dem festen 
Punkt A befestigt ist (Abb. 23). Die Feder AB befindet sich in ihrem natürlichen 
(ungedehnten und nicht zusammengedrückten) Zustand. Wir nehmen. das untere Ende 
der Feder in die Hand und dehnen sie. Die Hand wird von seiten der Feder eine 
Reaktion verspüren, die nach oben gerichtet ist (zum Punkt B hin); diese Reaktion 
nennt man die elastische Reaktion oder die elastische Kraft der Feder. Nehmen wir 
an, daß die Feder um die Größe BC = h gedehnt ist. Es soll die Arbeit 
der elastischen Kraft auf dem Wege h ihres Angriffspunktes errechnet 
werden. 

Wir bezeichnen die elastische Kraft der Feder mit %. Wir nehmen 
an, daß in einem gewissen Augenblick während der Streekung der Feder 
der Angriffspunkt der Kraft % (die Hand) sich in M befindet. Die 
Größe F der elastischen Kraft ist eine variable Größe; sie ist proportional 
der Verlängerung BM der Feder, so daß 


G 


F=c-:BM 


ist, wobei c die Federkonstante ist!. 

Da die Kraft % variabel ist, stellen wir zuerst für die Erreehnung 
der Arbeit der Kraft % die elementare Arbeit dieser Kraft auf und 
C führen darauf die Summation der elementaren Arbeiten durch. Um 
| die elementare Arbeit der Kraft % zu finden, benutzen wir die Gleichung 


Abb. 23 dR=Xdxz+Ydy+Zdz, 


die in $ 13 aufgestellt wurde. 

Wir wählen als x-Achse die geradlinige Bewegungsbahn des Punktes M, wobei wir 
die x-Achse vertikal nach unten richten. Den Koordinatenursprung legen wir in den 
Punkt B, so daß BM = x ist. Die Achsen y und z benötigen wir nicht; es ist klar, 
daß dy = 0 und de = 0 ist. 


Da 
X=--F, istdR=—Fd«e. 
Es ist aber 
F=c:-BM=ec». 
Folglich ist 


dAR=-exde. 


ı Für eine aus Draht von kreisförmigem Querschnitt angefertigte Feder hat der Koeffizient c die Be- 
deutung 
Gr: 
= ——, 
AnK® 
wobei G der Schubmodul, n die Zahl der Federwindungen, r der Radius des kreisförmigen Querschnittes des 
Drahtes und R der Radius des kreisförmigen Zylinders ist, auf dem die Achse des Drahtes liegt. 
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Um die Arbeit R der Kraft % auf dem Wege h zu bestimmen, summieren wir die 
gewonnenen elementaren Arbeiten: 


R= I(- cerde)=— Yexde. 


> ex dx ist nichts anderes als das bestimmte Integral über cx di, das in den Grenzen 
von =(0 bis x = h genommen ist. 


Also: 


h 
n2 
le (1) 


Dieses Resultat kann noch anders dargestellt werden. Die Größe ch ist der Wert 
der elastischen Kraft F, die der Verlängerung BO = h der Feder entspricht. Be- 
zeichnen wir diese Größe.mit F,, so gilt: 


1 
R=— —Fıh. 
2 


Wir schlagen dem Leser vor, diese Gleichung nachzuprüfen, indem er die Arbeit R 
graphisch auf die Art, wie im $ 14 erläutert wurde, bestimmt. 

Wir bemerken, daß die Arbeit der elastischen Kraft nicht nur in dem Spezialfall 
durch die Gl. (1) ausgedrückt wird, der hier untersucht wurde. Diese Gleichung bezieht 
sich in gleichem Maße auf alle Fälle der elastischen Deformation, in denen die ela- 
stische Reaktion den Ausdruck 


F=ex 


‚hat, wobei x die Verschiebung des Angriffspunktes der Reaktion ist, die von der Lage 
‚dieses Punktes im nichtdeformierten Zustand des Körpers aus gemessen wird, und ce die 
Federkonstante ist. Hierzu gehören die Dehnung und die Zusammendrückung eines 
geraden Balkens, die Biegung des Balkens usw. In allen diesen Fällen wird die Arbeit 
der elastischen Reaktion auf dem Wege h ihres Angriffspunktes durch die Gl. (1) 
ausgedrückt. 


$ 16. Die Arbeit der Schwerkraft 


Auf den materiellen Punkt M wirkt die Schwerkraft ®B (Abb. 24). Die Arbeit der 
Kraft B bei der Verschiebung des Punktes M aus der Lage M, in die Lage M, soll 
errechnet werden. 

Wir wählen das kartesische Koordinatensystem x, y, z und lassen die z-Achse 
vertikal nach unten und die Achsen x und y horizontal verlaufen. Die Koordinaten 
der Punkte M, und M, bezeichnen wir mit &,, Yı, 2 bZw. %,, Ya, 22. 

Um die elementare Arbeit der Kraft B zu berechnen, wenden wir die Gleichung 


dR=Xde+Ydy+Zdz 
an. 


4 Nikolai II 
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Im gegebenen Falle gilt: 


folglich ist 
dRk= Pd. 


Führen wir die Summation der elementaren Arbeiten durch, so finden wir die 
gesuchte Arbeit 
23 
R= [Pdz= P(2,— 2%). 


2, 


Wir wollen den absoluten Betrag der Differenz 2, — 2, mit h bezeichnen. Das ist 
die Größe der Verschiebung des Punktes M längs der Vertikalen. Wenn wir in der 
gewonnenen Gleichung 2, — 2, = + h einsetzen, wobei das Pluszeichen dem Fall 
2, > 2, entspricht (der Punkt M, liegt tiefer als der 
Punkt M,) und das Minuszeichen dem Falle 2, < 2, (der 
Punkt M, liegt höher als der Punkt M,), erhalten wir: 


R=-+Ph. 


Die Arbeit der Schwerkraft ist also gleich dem mit 
einem positiven oder negativen Vorzeichen versehenen Pro- 
L M dukt der Schwerkraft, multipliziert mit der Größe des Weges 
5 ıhres Angrıffspunktes auf der Vertikalen. Die positive 
Abb. 24 Arbeit der Schwerkraft ergibt sich beim Herablassen 
ihres Angriffspunktes; bei Hebung des Angriffspunktes 

ist die Arbeit der Schwerkraft negativ. | 
Das gewonnene Resultat führt uns unter anderem zu‘ der nachstehenden Schluß- 
folgerung: Die Arbeit der Schwerkraft hängt nicht von der Bahnkurve ab, längs der ıhr An- 
griffspunkt sich verschiebt; sie hängt nur von den äußersten Lagen ab, zwischen denen 
die Bewegung des Punktes erfolgt. Die Kraft B führt die gleiche Arbeit aus, ob der 
Punkt M sich längs der Kurve M,MM, oder längs der Kurve M,aM, bewegt 

(Abb. 24). 


S$ 17. Die Arbeit der Zentralkrait 


Zentralkraft heißt die Anziehungskraft nach irgendeinem Punkte (der das Zentrum 
der Kraft genannt wird) oder die Abstoßungskraft von einem Punkte. 

Stellen wir uns vor, daß auf den materiellen Punkt M die Abstoßungskraft % von 
irgendeinem unbeweglichen (festen) Punkt O einwirkt (Abb. 25), und nehmen wir an, 
daß die Größe der Kraft % nur von der Entfernung des Punktes M bis zum Zentrum 
der Kraft O abhängt, d.h., daß die Größe F eine Funktion des Abstandes OM = r ist: 


F=e(r). 


Als Beispiele einer zentralen Kraft, die nur von der Entfernung des Angriffspunktes 
vom Zentrum der Kraft abhängt, können die Schwerkraft, die elektrostatischen 
Kräfte, die Magnetkräfte usw. dienen. 


$ 17. Die Arbeit der Zentralkraft 39 


Es soll die Arbeit der Kraft % auf irgendeinem Wege M,M,, den der Punkt M durch- 
läuft, errechnet werden. 
Wir schreiben die elementare Arbeit der Kraft % nach der Gleichung 


dR=Fäscos(%,0); 


ds cos (%,») ist die Projektion der elementaren Verschiebung ds in Richtung der 
Kraft % oder, was dasselbe ist, in Riehtung des Radiusvektors OM = r. Diese 
Projektion ist gleich dem Zuwachs dr, den der Radiusvektor r erhält, wenn der 
Punkt M die elementare Strecke ds 
durchläuft. 


Daher ist 
dscos(%;vV)=dr, 


und wir erhalten 


dR=Fdr=ol(rdr. Abb. 25 


Summieren wir die elementaren Arbeiten und führen die Bezeichnungen 


R f 5 OM,=n, OM,=% 
ein, so finden wir 


Tr; 
Wäre die Kraft % eine Anziehungskraft d. h., wäre sie vom Punkte M nach dem 
Punkt O gerichtet, so würde ds cos (3,0) = — dr sein, und wir erhielten ent- 
sprechend für die Arbeit der Kraft %: 


Wenn wir die beiden gewonnenen Resultate verbinden, sehen wir, daß die Arbeit 
der Zentralkraft F = 9 (r) durch die Gleichung 


T, 
R= + [o(r)ar 


ausgedrückt wird, wobei das positive Vorzeichen der Abstoßungskraft und das nega- 
tive Vorzeichen der Anziehungskraft entspricht. 

Der Wert des im rechten Teil dieser Gleichung stehenden Integrals hängt nicht 
davon ab, längs welcher Kurve der Punkt M sich aus der Lage M, in die Lage M, 
verschiebt. Folglich begegnen wir auch hier derselben Eigenschaft der Arbeit, die wir 
bereits am Beispiel der Arbeit der Schwerkraft festgestellt haben: Die Arbeit der Zen- 
tralkraftF = @ (r) hängt nicht von der Bahnkurve ab, längs der sich ihr Angriffspunkt 
verschrebt; sie hängt nur von den äußersten Lagen ab, zwischen denen die Bewegung 
des Punktes erfolgt. j 


4* 
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Als Beispiel wollen wir die Arbeit der Gravitationskraft %, die am Zentrum der 
Erde M angreift und nach dem Zentrum der Sonne S gerichtet ist (Abb. 26), bei 
irgendeiner Verschiebung M,M, ihres Angriffspunktes bestimmen. 

Wir bezeichnen: 

| SM=r, SMı=tNn, SM, el: 

Es gilt: 


Pr, 


wobei M die Masse der Sonne, m die Masse der Erde und k die Gravitationskonstänte 
ist, deren Zahlenwert von den gewählten Einheiten der Länge, der Masse und der 
Kraft abhängt!. Die gesuchte Arbeit der Kraft % ist gleich 


T, 


1 1 
R= - ar -rum(t- 2) 
NE 7, 


Tr; 


$ 18. Die Einheiten der Arbeit. Die Leistung 


Wir wollen einiges über die: Einheiten sagen, mit 

welchen die Arbeit einer Kraft gemessen wird. Wir 

Abb. 26 stellen uns eine konstante (der Größe und der 

Richtung nach) Kraft vor, die gleich der Kraft- 

einheit ist, und setzen voraus, daß der Angrifis- 

punkt. dieser Kraft sich geradlinig in Richtung der Kraft um eine Größe verschiebt, die 

gleich der Längeneinheit ist. Die Arbeit der Kraft ist im gegebenen Falle gleich 

R=1-1=1. Hieraus folgt, daß wir als Arbeitseinheit die Arbeit der Kraft an- 

nehmen müssen, die gleich der Krafteinheit bei der Verschiebung ihres Angrifis- 
punktes um die Längeneinheit (in der Richtung der Kraft) ist. 

In $3 wurden zwei Maßsysteme erwähnt: das physikalische und das technische. 


Jedem dieser. Systeme entspricht eine eigene Krafteinheit und folglich auch eine 
eigene Arbeitseinheit. 


a) Das physikalische Maßsystem. Die Grundeinheiteh sind Zentimeter, Sekunde 
und Gramm (Masse). Die Krafteinheit ist das dyn. Die Arbeitseinheit ist die Arbeit 
ver Kraft von 1 dyn bei der Verschiebung um 1 Zentimeter (in Richtung der 
Kraft); diese Arbeit heißt erg. In Anbetracht der Kleinheit dieser Arbeit nimmt man 
häufig als Arbeitseinheit eine Größe an, die das Vielfache eines erg ist, und zwar 10? erg; 
diese Arbeitseinheit heißt Joule. 


ı Im technischen Maßsystem’ (Meter, Sekunde, Kraft-Kilogramm) hat die Konstante k den Wert k = 
6,55 + 2 Das bedeutet, daß sich zwei Körper von je 1 kg Gewicht (die Masse eines jeden von ihnen ist 


gleich 55; —— si ke s?/m), die sich im Abstand von 1m befinden, gegenseitig mit der Kraft F anziehen, die gleich 
1 
F = 6,55 - 10°2°( ——_)" = 6,81 » 10°? 
’ | 9,81 ) 3 g 


ist. Zwei Schiffe von je 20000 t, die sich in einer Entfernung von 100 m voneinander befinden, ziehen sich 
mit der Kraft 0,27 kg gegenseitig an. 
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Wenn wir als Grundeinheiten Meter, Sekunde und Kilogramm (Masse) annehmen, 
ist die Krafteinheit ein Newton, und die Arbeitseinheit ist die Arbeit, die die Kraft 
1 Newton bei der Verrückung um 1 m (in Richtung der Kraft) leistet. Dal m = 10?cm 
ist und 1 Newton = 105 dyn, ist diese Arbeitseinheit gleich 10” erg = 1 Joule. 


b) Das technische Maßsystem. Als Grundeinheiten nehmen wir Meter, Sekunde und 
Kilogramm (Kraft) an. Die Arbeitseinheit ist die Arbeit, die die Kraft 1 kg bei der 
Verrückung um Im (in Richtung der Kraft) leistet; diese Arbeitseinheit heißt 
Meterkilogramm. 


Es gilt: 

1 Meterkilogramm = 10% Metergramm = 105 Zentimetergramm. 
Nun ist aber 

1 Gramm = 981 dyn. 
Folglich ist 

1 Meterkilogramm = 981-105 erg = 9,81 Joule. 


In der Maschine leistet eine Antriebskraft Arbeit während irgendeines Zeitraumes 
Um die Maschine abzuschätzen, ist es wichtig, die Arbeit, welche die Antriebskraft 
der Maschine während einer Zeiteinheit ausführt, zu kennen. Diese Arbeit pro Zeit- 
einheit heißt Leistung (oder Arbeitsfährgkert) der Maschine. 

Im physikalischen Maßsystem wird als Leistungseinheit die Leistung der Maschine 
angenommen, deren Antriebskraft in jeder Sekunde die Arbeit 1 Joule ausführt; diese 
Leistungseinheit heißt Watt. Im technischen Maßsystem müssen wir als Leistungs- 
einheit die Leistung der Maschine annehmen, deren Antriebskraft in jeder Sekunde die 
Arbeit 1 Meterkilogramm ausführt. Diese Leistungseinheit kann man mit mkg/s 
bezeichnen. Die Leistungseinheit 75 mkg/s heißt eine Pferdestärke. 

Wir wollen berechnen, wieviel Watt eine Pferdestärke enthält: 1 PS = 75 mkg/s 
—= 75-.9,81 J/s = 736 W = 0,736 kW. 

In der Praxis wird im physikalischen Maßsystem häufig als Arbeitseinheit die 
Kilowattstunde angenommen, d.h. die Arbeit, die von der Antriebskraft der Maschine, 
deren Leistung gleich 1 Kilowatt ist, im Laufe einer Stunde geleistet wird. Es ist klar, 
daß 1 Kilowattstunde = 1000 -3600 Wattsekunden = 36-105 Joule ist. 
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Im Lehrbuch der Statik haben wir gesehen, daß die Verallgemeinerung des. Be- 
griffes „„Kraftmoment“ einer der Grundbegriffe der Vektoralgebra ist: das Vektor-' 
produkt zweier Vektoren. Genauso ist ein anderer Grundbegriff der Vektorrechnung. 
mit dem Begriff der Arbeit einer Kraft aufs engste verbunden: das skalare Produkt 
zweier Vektoren. 

Das skalare Produkt der Vektoren a und b heißt die Skalargröße ab-cos (a, b). 
Zur Bezeichnung des skalaren Produktes werden wir uns des Symbols a'b be- 
dienen; folglich ist 

a-b=ab-cos(a,b). 
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Wenn wir daran denken, dab die Arbeit R einer konstanten Kraft % bei der gerad- 
linigen Verschiebung s ihres Angriffspunktes durch die Gleichung 


R= Fs.cos(%,s) 


ausgedrückt wird, und das soeben eingeführte Symbol des skalaren Produktes be- 
nutzen, dann können wir folgern, daß 


R=%-s 


ist, d. h., daß die Arbeit der konstanten Kraft auf der geradlinigen Bahn gleich dem 
skalaren Produkt aus der Kraft und der Verschiebung ist. | 

Im Fall einer variablen Kraft und einer krummlinigen Bahn ihres Angriffspunktes 
hatten wir für die elementare Arbeit den Ausdruck- 


dR= Fdscos(#,») 
ermittelt, 

Wir bezeichnen den Radiusvektor, der durch den Angriffspunkt der Kraft % von 
einem beliebigen festen Punkt aus gezogen ist, mit t und den unendlich kleinen Zu- 
wachs, den dieser Radiusvektor erhält, wenn der Angriffspunkt der Kraft die Bahn 
ds durchläuft, mit dr. Wenn wir die kleinen Größen höherer Ordnung vernachlässigen, 
können wir annehmen, daß der absolute Betrag des Vektors dr gleich ds ist und daß die 
Richtung des Vektors dr mit der Richtung der Geschwindigkeit v zusammenfällt. 
Hieraus folgt, daß das Produkt F-ds-cos (8; v) gleich dem skalaren Produkt der 
Vektoren % und dr ist..Folglich erhalten wir für die elementare Arbeit der Kraft % 
den Ausdruck 

dR=%-dr. 


Die endliche Arbeit der Kraft % auf irgendeiner endlichen Bahn M,M, kann durch 
das Integral 
M, 


R=/%-dr 
M 


ausgedrückt werden. 


Wir wollen uns nun mit einigen Eigenschaften des skalaren Produktes befassen. 
Zuvor bemerken wir, daß gemäß der Definition das skalare Produkt zweier Vek- 
toren sich nicht durch die Umstellung der Faktoren verändert, d. h., daß 


b-a=a-b 
ist (Kommutatives Gesetz). 
Wir wählen zwei Vektoren a, und a, und. bezeichnen ihre Summe mit a, d.h., wir 
setzen | 
a=(d +0. 


Wir projizieren die Vektoren a, und a, sowie ihre Summe a auf die Richtung eines 
beliebigen Vektors b und erhalten 


a-cos(a,b)= aı cos(a1,b) + a, cos(a,, b). 
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Multiplizieren wir beide Teile dieser Gleichung mit der Größe des Vektors b, so 
erhalten wir 


a-b-cos(a,b)=a,-b-cos(a,,b) +a,-b-cos(a,,b) 
oder | 


ab=qa.b+ta,.b. 
Setzen wir hiera =a, + a,, so bekommen wir die Gleichung 


(u+a)b=ub+ab 
(Distributives Gesetz). 


Wir wollen nun das skalare Produkt der beiden Vektorensummen 

(a+b).(c+d) 

betrachten. | 

Aus der soeben vermerkten Gleichung erhalten wir 

(a+b),(+HÜ)=a-(e+d)+b-(c+d). 

Ferner gilt 

| a-(c+D)=(+d,a=ra+rda=a-.c+ta.. 

Ebenso ist 

b-(c+d)=b-c+b-d. 

Somit erhalten wir: 

(a+b)(c+dD)=a-c+ta-d+b-c+b.d. 


Um das skalare Produkt zweier Vektorsummen zu errechnen, muß man also jeden 
Summanden des Multiplikanden mit jedem Summanden des Multiplikators skalar multi- 
pligieren und die erhaltenen Resultate addieren. 

Wir werden jetzt zeigen, daß die gewöhnliche Regel der Differentuation des Produktes 
sich gleichfalls auf das skalare Produkt zweier variabler Vektoren erstreckt. 

Es sind zwei variable Vektoren a (t) und b (£) gegeben, welche von der Zeit t ab- 
hängen. Wir wollen die Ableitung des skalaren Produktes a-b nach der Zeit aus- 
rechnen. Den Zuwachs, den die Vektorena undb in der Zeit At erhalten, bezeichnen 
wir mit da und Ab. Wir erhalten nach Bestimmung der Ableitung 


d(a-b) u E +da)-(b+Ab)— 2 


dE mo At 


Andererseits gilt nach dem soeben Bewiesenen 
(a+4a)-(b+4b)=a-b+Aa-b +a-Ab +Aa-Ab. 
Folglich ist 
(a+4a)-(b+40)—a-b Aa Ab  Aa-Ab 


71 ET ee 


Hieraus erhalten wir, wenn wir zur Grenze lim At — 0 übergehen und bemerken, 
daß das letzte Glied des rechten Teiles dieser Gleichung an der Grenze verschwindet: 


d(a-b da d 
U 
di di di 
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0.2 da db .. ; 
Hier sind - und T die Ableitungen der Vektoren a und b nach der Zeit i. 
Wir drücken das skalare Produkt der beiden Vektoren durch ihre Komponenten auf 
den Koordinatenachsen aus. Es sei 
a=a,itay'itazf, 
Di tb it get. 
Wenn wir a.und b skalar miteinander multiplizieren und die Klammern öffnen, 
erhalten wir: 
ab=(a,itayjtar dd (,i+b,j4b,H- 
md ta ita it taydzititaydyrirj 
+aybi-fta,b,fita,d,t-j ta, db, tek. 
Aus der Definition des skalaren Produktes folgt jedoch: 
Hi=ji=trf=1, 


rjejrtej7derjePiei Te 
Daher: | 


ab a,b + ayby + a,b;. 


Mit dieser Gleichung ergibt sich unmittelbar der Ausdruck für die elementare 
Arbeit der Kraft in kartesischen Koordinaten, der im $ 13 auf eine kompliziertere Art 
gewonnen wurde. Wenn wir die Kraft % und den Radiusvektor r ihres Angriffs- 
punktes in Komponenten in Richtung der Koordinatenachsen zerlegen, erhalten wir: 


r= zit yji+tel, 
dr=dri--dyj+del. 


Hieraus folgt: 
dR=%-dr= Xde + Yay+Zda. 


S 20. Die kinetische Energie 
2 ; 
Die Größe - (wobei m die Masse des materiellen Punktes und v die Größe seiner 


Geschwindigkeit ist) heißt kinetische Energie des materiellen Punktes. Wir wollen das 
Gesetz erläutern, nach dem sich die kinetische Energie des sich bewegenden materiellen 
Punktes im Laufe der Zeit verändert. 

Wir wollen uns den materiellen Punkt M vorstellen, der sich im Raum unter der 


Wirkung der angreifenden Kräfte %, %,. . . , %, bewegt (Abb. 27). Wir wissen, daß 
sich die Bewegung des Punktes M der Grundgleichung der Dynamik unterwirft, die 


in folgender Form geschrieben werden kann: 


mw=%, 
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wobei w die Beschleunigung des Punktes M und % die Resultierende der angreifenden 
‚Kräfte I, I.» 9. Ist. 


Da die Vektoren mw und % gleich sind, so müssen auch ihre Projektionen in beliebiger 
Richtung gleich sein. Wir projizieren beide Teile unserer Grundgleichung auf die 
Richtung der Geschwindigkeit » des Punktes M (Abb. 27). Projizieren wir den 
Vektor mw, so erhalten wir 

| mw+cos(w,v)= mw,, 


wobei w, die tangentiale Beschleunigung des Punktes M ist. Da aber w, = — ist, 
gilt a 
dv 


mw + cos(W,d) = ee 


Die Projektion der Resultierenden % ist aber gleich 
F cos (%,D). 
Somit erhalten wir die Gleichung 


d 


v 
Me F.cos(%,0). Abb. 27 


Diese Gleichung kann die Differentialgleichung der Bewegung des Punktes M in der 
Projektion auf die Richtung der Geschwindigkeit genannt werden. 

Wir wollen nun beide Seiten dieser Gleichung mit der Größe der Geschwindigkeit v 
multiplizieren. Wenn wir auf der rechten Seite für die Geschwindigkeit v die ihr gleiche 


d | | 
Größe - einsetzen, wobei ds die unendlich kleine Strecke ist, die der Punkt M im 


Laufe des unendlich kleinen Zeitraumes di durchläuft, erhalten wir: 


d d 
dt dt 


cos (3,2). 


Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit dt, so erhalten wir 


mv-dv = F-ds-cos($,»). 


2 
Es ist aber mv- dv = I. Die Größe F ds cos (%, ») ist nichts anderes als die 


elementare Arbeit d® der Resultierenden % bei der elementaren Verschiebung ds. 
Folglich ist 
m v? 
2 


—=dR. 


Dieses Resultat sagt uns, daß der unendlich kleine Zuwachs der kinetischen 
Energie in’ einem unendlich kleinen Zeitraum di gleich der elementaren Arbeit der 
Resultierenden % bei der entsprechenden unendlich kleinen Verschiebung des Punktes 
M ist. 
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Wir wählen nun zwei Zeiten t, und t,. Nehmen wir an, daß zu diesen Zeiten der 
Punkt M auf seiner Bewegungsbahn die Lagen M, und M, einnimmt (Abb. 27), wo 


er die Geschwindigkeiten v, und v, hat, und suchen wir den Zuwachs der kinetischen 


MV, 


im Zeitraum t,— t,. Zu diesem Zweck unterteilen wir den Zeitraum 


2 
Energie "2 _ 
2 


t,—t, in eine Reihe elementarer (unendlich kleiner) Zeiträume di. Der gesuchte Zu- 
wachs der kinetischen Energie für den ganzen Zeitraum t,—1t, ist gleich der Summe 
der Zuwüchse, welche die kinetische Energie in jedem elementaren Zeitraum dt 
erhält. Diese elementaren Zuwüchse der kinetischen Energie sind, wie wir soeben 
sahen, gleich den. elementaren Arbeiten der Resultierenden % bei den entsprechenden 
elementaren Verschiebungen des Punktes M. Folglich ist 


mv" m v2 


2 mv, > 
—mm mn d m. ee) 
a u a 5 


v 


wobei R die Summe der elementaren Arbeiten der Resultierenden ist, d. h. die volle 
Arbeit der Resultierenden bei der Verschiebung M,M, des Punktes M. 

Bedenken wir. außerdem, daß die Arbeit der Resultierenden gleich der Summe der 
Arbeiten der Komponenten ist, und bezeichnen wir die Arbeiten der Kräfte %,, %», 
%„ bei der Verschiebung M,M, mit R,, Rz,..., R„, So erhalten wir endgültig 


. “ı 


2 2 
MV, _ MV, 


2 2 


= R+R,+ + Rn. 


Also ıst der Zuwachs der kinetischen Energie eines materiellen Punktes in einem 
bestimmten Zeitraum gleich der Summe der Arbeiten der an der enisprechenden Bahn des 
Punktes angreifenden Kräfte. 


S 21. Beispiele zur Anwendung des Satzes von der kinetischen Energie 


Wir wollen das im vorhergehenden Paragraphen aufgestellte Theorem auf einige 
Beispiele anwenden. Wir bemerken dabei, daß die Anwendung des Satzes von der 
kinetischen Energie das bequemste Verfahren zur Lösung von Aufgaben der Dynamik 
des materiellen Punktes darstellt, und zwar in allen den Fällen, wo es sich um die Er- 
mittlung der Abhängigkeit der Geschwindigkeit des Punktes von dem zurückgelegten 
Wege handelt. Diese Abhängigkeit wird am einfachsten über die kinetische Energie 
gefunden. | 


Beispiel 4. Der Körper M (der als materieller Punkt betrachtet wird) fällt aus der 
Höhe H ohne Anfangsgeschwindigkeit auf die Erde. Es soll die Geschwindigkeit des 
Punktes M im Augenblick des Aufpralles auf die Erde bestimmt werden. 

Die Bewegung des Punktes M geht unter der Wirkung der Schwerkraft ® vor sich 
(den Luftwiderstand vernachlässigen wir). Wir bezeichnen die Anfangs- und Endlage 
des Punktes M mit M, und M, (Abb. 28) und wenden die Gesetzmäßigkeiten der kine- 
tischen Energie bei der Verschiebung M,M,— H unseres Punktes an. Die Geschwindigkeit 
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des Punktes Min der Lage M, ist gleich Null, seine Geschwindigkeit in der Lage M, ist 
die gesuchte Geschwindigkeit v, die Arbeit der Kraft ® bei der Verrückung H ist gleich 
P .H.Folglich erhalten wir, indem wir das Gesetz von der kinetischen Energie anwenden, 


mv? _p H, M, 
2 
woraus 
z M 
”=2—H=2g9H 
2 A 
oder 
= y2 gH 
folgt. | Mz 
Durch diese Formel ist die vom Körper beim Fallen aus der Höhe H Z 
gewonnene Geschwindigkeit bestimmt. Abb. 28 


Beispiel 5. Ein Eisenbahnzug bewegt sich auf einer horizontalen Strecke mit der Ge- 
schwindigkeit v,. Nach welcher Entfernung kann der Zug halten, wenn. beim Bremsen 


ein Bewegungswiderstand von 79 des Gewichtes des Zuges wirkt? 


Wir betrachten den Zug als materiellen Punkt M. Wir bezeichnen die Lagen des Punk- 
tes M, die dem Beginn des Bremsens und dem Augenblick des Haltens des Zuges ent- 


sprechen, mit M, und M, (Abb. 29) und wenden das Gesetz der kinetischen Energie 

bei der Verrückung M, M, = x unseres Punktes an. An dem Punkt M greifen an: das 

Gewicht ®B des Zuges, die Reaktion N der Schienen und der Widerstand 7, wobei 
i | 


T= 16 Pist. Die Arbeiten der ersten beiden Kräfte bei der Verschiebung M, M,; sind gleich 
Null, die Arbeit des Widerstandes IT dagegen ist gleich — Te = — n Px. Folglich 
erhalten wir nach dem Gesetz der kinetischen Energie 
mv, 1 r 
en Tmere® 


(wobei m die Masse des Zuges ist) und daraus 


m 
war 


Im 8&8 wurde dieses Resultat auf-einem anderen Wege gewonnen. 
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Beispiel 6. Auf den horizontalen Träger AB, der auf zwei Stützen liegt, fällt in seinem 
Mittelpunkt C aus der Höhe H eine Masse vom Gewicht‘ P (Abb. 30). Es soll die maximale 
Durchbiegung des Trägers ermittelt werden, wenn man weiß, daß bei statischer Wirkung 
desselben Gewichtes die maximale Durchbiegung des Trägers gleich / ist. 

Wir bezeichnen die Anfangs- und die Endlage der fallenden Masse mit M, und M,, die 
gesuchte Durchbiegung des Trägers CM, bezeichnen wir mit h’und wenden das Gesetz 
der kinetischen Energie bei der Verschiebung M,M, unserer Masse an. 

Da die Geschwindigkeiten der Masse in der Anfangs- und 
Endstellung gleich Null sind, verschwindet auch der Zuwachs 
der kinetischen Energie der Masse bei der Verschiebung M,M;,. 
Auf Grund des Gesetzes der kinetischen Energie folgern wir, 
daß die Summe der Arbeiten der an der Masse bei der Ver- 
schiebung MM, angreifenden Kräfte gleich Null sein muß. 

Auf: die Masse wirken die Schwerkraft (während der ganzen 
Zeit der Bewegung) und die elustische Reaktion des Trägers 
(bei der Bewegung auf dem Abschnitt CM,) ein. Die Arbeit 
der Schwerkraft ist gleich P(H +. h). j 

Die elastische Reaktion des Trägers hat. die Größe F = cz, 
wobei x die Durchbiegung des Trägers im gegebenen Augen- 
blick und e der konstante Koeffizient ist, der die Elastizität des Trägers charakterisiert !. 
Die Arbeit der elastischen Reaktion bei der Verschiebung h (wie im $ 15 gezeigt) ist 

: 
gleich — en i 
Somit kommen wir zu der Gleichung 


" Abb. 30 


u 
P(R + ——=0, 


aus welcher die gesuchte Durchbiegung h gefunden werden kann. 


Wir bemerken, daß der Koeffizient c durch das Gewicht P der Masse und der diesem 
Gewicht entsprechenden statischen Durehbiegung f ausgedrückt werden kann. Tatsächlich 
müssen die an der Masse angreifenden Kräfte sich gegenseitig aufheben, wenn die Masse auf 
dem Träger in ihrer Gleichgewichtslage liegt (nachdem sie den Träger um die Größe / 
durchgebogen hat). Setzen wir die Schwerkraft und die elastische Reaktion des Balkens 
(die in diesem Fall gleich c/ sein muß) einander gleich, so. erhalten wir: 


2 
P=ef, woraus = — 


l 


folgt. Setzen wir diesen Wert cin die Gleichung ein, welche die Durchbiegung h bestimmt, 
so erhalten wir: 


Ph? Aue 
P(A+h- 7 —=0 oder M—2n/-2/H=0. 
ı Für einen auf zwei Stützen liegenden Träger hat der Koeffizient c die Bedeutung 
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13 i 


wobei E der Elastizitätsmodul, ! die Länge des Trägers und J das Trägheitsmoment des Trägerquerschnittes 
ist. Wir vernachlässigen hier die Masse des Trägers im Vergleich zu der Masse der Last. Eine ausführlichere 
Darlegung der Frage des Stoßes auf einen Träger, die den Einfluß der Masse des Balkens berücksichtigt, kann 
man aim uch von $S.P. Timoschenko, ,„Schwingungsprobleme der Technik“, Deutsche Ausgabe, Berlin, 
1932, finden. x 
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Daraus folgt IE REN 
R=I!: Yr+2/H. 


Wenn wir in dieser Gleichung das Minuszeichen vor der Wurzel wählten, würden wir 
einen negativen Wert für h erhalten. Da die Größe A positiv sein muß, schließen wir, 
daß die gesuchte Durchbiegung des Trägers durch die Gleichung 


h=f+yP+%7H 


bestimmt wird. 


Beispiel 7: Das mathematische Pendel. Wir stellenuns ein Pendel vor, das aus der kleinen 
Masse M besteht, die von uns als materieller Punkt betrachtet wird, und an dem undehn- 
baren und masselosen Faden von der Länge ! an dem 
festen Punkt O aufgehängt ist. Ein solches Pendel 
heißt mathematisches Pendel. Wir nehmen an, daß das 
Pendel aus der vertikalen Gleichgewichtslage um den 
Winkel « abgelenkt ist und ohne Anfangsgeschwindig- 
keitin Gang gesetzt wird. Es soll die Winkelgeschwindig- 
keit des. Pendels für den Augenblick gefunden werden, 
wo der Faden OM mit der Vertikalen den Winkel o 
bildet. 

Wir bezeichnen die Anfangslage des Punktes M mit 
M, und wenden das Gesetz der kinetischen Energie 
bei der Verschiebung M,M der kleinen Masse an. 


Auf die kleine Masse wirken zwei Kräfte ein: die 
Schwerkrait B und die Reaktion N des Fadens. 


Die Arbeit der Schwerkraft auf der Strecke M,M 
ist gleich Ph, wobei h die vertikale Verschiebung der 
kleinen Masse ist. Die Reaktion ft ist jedoch senkrecht 
zur Geschwindigkeit der kleinen Masse gerichtet, folglich ist ihre elementare Arbeit bei 
der elementaren Verschiebung der kleinen Masse gleich Null, woraus hervorgeht, daß 
auch die Gesamtarbeit der Reaktion auf der Strecke M,M gleich Null ist. 

Bezeichnen wir die Geschwindigkeit der kleinen Massein der Lage M mit v und beachten, 
daß in der Lage M, ihre Geschwindigkeit gleich Null ist, so erhalten wir nach dem Gesetz 
der kinetischen Energie 


Abb. 31 


m v? 
> 


— Ph. 
Aus der Abb. 31 erhalten wir: 


h= lcos 9 — lcosa = l(cos 9 — cosa). 
Folglich ist 
mv? 
2 


= Pl(cos 9 — cos«) (1) 


und daher 22 
ve Y2 31 (cos ® — 008«). 


Bezeichnen wir die gesuchte Winkelgeschwindigkeit des Pendels mit w, so erhalten wir 


= 7 Ve4emr- cos«). 
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Im Augenblick des Durchganges des Pendels durch die vertikale Lage (bei @ = 0) wird 


0-2 4-02) - ) ma 4 -nS- 


Wir wollen noch die Spannung des Fadens OM für den Augenblick bestimmen, wo das 
Pendel mit der Vertikalen den Winkel o bildet. Diese Spannung ist der Größe nach gleich 
der Reaktion N des Fadens. Zur Ermittlung der Reaktion R% wenden wir die Methode der 
Kinetostatik an. Wenn wir zu den Kräften B und WR die zentrifugale und die tangen. 
tiale Trägheitskraft %7 und 5 hinzufügen (Abb. 32), dann erhalten wir ein Kräftesystem, 
das sich im Gleichgewicht befindet. Die Summe der Komponenten dieser Kräfte in einer 

beliebigen Richtung muß gleich Null sein. Wenn wir auf die 
Richtung OM projizieren, erhalten wir 


Pcs$g+F—-N=I, 
woraus 
N=Pecosp+F 
folgt. Es ist aber 


oder auf Grund der Gleichung (1) 


| Fr =2P (cos P— cosa). 
Folglich ist 


N = Pecos® +2 P(cos$— cosa) = P(3 cos P — 2 cos«). 


Im Augenblick des Durchganges des Pendels durch die vertikale Lage (bei & = 0) ist 
die Spannung gleich 
N=P(3—2cosa). 
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Das Kraftfeld ist das Gebiet (oder der Teil des Raumes), in dem auf einen materiellen 
Punkt überall eine bestimmte Kraft wirkt. So ist z.B. der Raum in der Nähe 
der Erdoberfläche das Kraftfeld für die Schwerkraft; der Raum in der Nähe eines 
elektrisierten Körpers ist das Kraftfeld für die elektrischen Kräfte usw. 

Wir wollen uns ein Kraitfeld vorstellen und in diesem Felde den materiellen Punkt 
M unterbringen, auf den irgendeine Kraft % wirkt (Abb. 33). Das Kraitfeld heißt 
Potentialfeld, wenn die Kraft %, die in diesem Felde wirkt, folgende zwei Eigen- 
schaften besitzt: 

1. Größe und Richtung der Kraft % hängen nur von der Lage des Punktes M ab; 

2. die Arbeit der Kraft % bei Bewegung des Punktes M aus der Lage M, nach M, 
hängt nicht von der Bahnkurve ab, auf welcher die Bewegung des Punktes zwischen 
den Lagen M, und M, vor sich geht. 
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Wenn wir uns auf das in den $$ 16-und 17 Dargelegte besinnen, sehen wir, daß die 
Schwerkraft und auch jede Zentralkraft, die nur von der Entfernung des Punktes 
vom Kraftzentrum abhängt, die oben erwähnten beiden Eigenschaften besitzt. 
Folglich stellen das Feld der Schwerkraft und das Feld der Zentralkräft, die vom 
Abstand bis zum Kraftzentrum abhängt (insbesondere das Feld der Erdgravitation, 
das elektrostatische Feld usw.), Beispiele für ein Potentialfeld dar. 


Wir wollen uns mit einigen Eigenschaften des Potentialfeldes beschäftigen. Zuerst 
wollen wir den Begriff der potentiellen Energie eines materiellen Punktes festlegen, 
der sich im Potentialfelde befindet. Wir stellen uns ein 
Potentialfeld vor und setzen in dieses Feld den materiellen M} 

Punkt M (Abb. 34). Irgendeinen willkürlichen Punkt des 
Feldes bezeichnen wir mit M, und nennen ihn die Null-Lage. 
Die potentielle Energie des materiellen Punktes M ist die 
Arbeit, die durch die am Punkte M angreifende Kraft % 
beim Übergang des Punktes aus der gegebenen Lage in die 7 M 
Null-Lage geleistet wird. 2 


Wenn wir an einer bestimmten Wahl der Null-Lage fest- 
halten, so wird die potentielle Energie des Punktes M (wir 
bezeichnen sie mit V) nur von der Lage des Punktes M abhängen. In jedem 
Punkte des Feldes wird die potentielle Energie V einen ganz bestimmten Wert 
haben. Wenn wir die Lage des Punktes M durch seine Koordinaten x, y und zin 
bezug auf irgendein rechtwinkliges Koordinatensystem bestimmen, dann läßt sich 
die potentielle Energie V als eine Funktion, und zwar 
als eine eindeutige, der Koordinaten x, y und 2 dar- 
stellen: 


‚Abb. 35 


V=V(x,y,2). 


Selbstverständlich ist die potentielle Energie in der 
Null-Lage M, gleich Null. 


Wir wollen uns klarmachen, wie die Werte der. 
potentiellen Energie in den verschiedenen Punkten 
des Feldes verteilt sind. Wir nehmen an, daß die 
potentielle Energie im Punkte M den Wert C hat. Abb. 34 
Gibt es nun noch andere Punkte im Felde, wo die po- 
tentielle Energie den gleichen Wert hat? Um auf diese Frage zu antworten, setzen 
wir den Ausdruck der potentiellen Energie, als Funktion der Koordinaten, dem 
gegebenen Wert © gleich: 


Vz, y, )=C. 


Wir haben damit die Gleichung einer Fläche erhalten. In allen Punkten dieser Fläche 
hat die potentielle Energie ein und denselben Wert ©. Diese Fläche heißt die Niveau- 
fläche oder Aquipotentialfläche; die Konstante C heißt der Parameter dieser Fläche. 

Wenn wir dem Parameter © verschiedene Werte geben, erhalten wir eine un- 
endliche Anzahl von Äquipotentialflächen, Durch jeden Punkt des Feldes geht eine 
Äquipotentialfläche. Die Äquipotentialfläche mit dem Parameter © = 0 (die „‚Null“- 
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Äquipotentialfläche) geht durch die Null-Lage M,; an allen ihren Punkten ist die 
potentielle Energie gleich Null. Indem wir eine unendliche Anzahl unendlich naher 
Äquipotentialflächen ziehen, teilen wir damit das ganze Feld in eine Reihe unendlich 
dünner Schichten. In jeder dieser Schichten kann man die potentielle Energie als 
konstant annehmen. Eine solche „Schichten“ oder „Platten“-Ver- 
teilung der Werte, der potentiellen Energie hat W. Tuomson veranlaßt, 
das Potentialfeld das „Platten‘“-Kraftield zu nennen. 


Wie wir gesehen haben, hängt die im Potentialfelde geleistete 
Arbeit der Kraft nicht von dem Wege ab, auf dem die Bewegung 
ihres Angriffspunktes abläuft. Diese Arbeit kann leicht durch die 
Werte der potentiellen Energie ausgedrückt werden, die den Lagen, 
zwischen denen die Bewegung des Punktes vor sich geht, entsprechen. 


Nehmen wir an, daß der Punkt M in dem Potentialfeld aus der 
Lage M, in die Lage M, übergeht (Abb. 35), und bezeichnen wir die 
| Null-Lage mit M,, dann ist die von der Krait % im Felde geleistete 

Abb. 35 Arbeit auf dem Wege M,M, (wir bezeichnen diese Arbeit mit R) gleich 

der Differenz der Arbeiten derselben Kraft auf den Wesen M,M,M, 

und M,M ,. Diese Arbeiten sind aber gleich der Differenz der Werte der potentiellen 
Energie in den Punkten M, und M,. Folglich erhalten wir, wenn wir die Werte der 
potentiellen Energie in. den Punkten M, und M, mit V, und V, bezeichnen: 


BEULEV. fe) 


Diese Gleichung ist die Grundlage der Theorie des Potential- 
feldes. Wir führen einige Fälle ihrer Anwendung an. 


Wir werden zeigen, daß in jedem Punkte des Potentialfeldes 
die im Felde wirkende Kraft normal zu der Aquipotentialfläche 
gerichtet ist, die durch den gegebenen Punkt geht. 


Nehmen wir an, daß der Punkt M auf der Äquipotential- 
fläche mit dem Parameter C liegt (Abb. 36). Wir wählen den 
Punkt M,, der unendlich nahe dem Punkte M ist und gleich- 
falls auf derselben Äquipotentialfläche liegt. Wir geben dem 
Punkte M die elementare Verschiebung MM, und drücken die 
elementare Arbeit der am Punkte M angreifenden Kraft‘% bei 
dieser Verschiebung nach der Gleichung (1) aus. Bezeichnen wir MM, =? und 
beachten, daß die potentielle Energie in den Punkten M und M, gleich € C ist, so 
erhalten wir: 


F.e.cs%E)=C—-(C= 
woraus 


cos (%, €) = 0 oder (3,8) = > 
folgt. 
Somit ist die Kraft % senkrecht zu jeder elementaren Verschiebung 2 gerichtet, -die 
auf der Äquipotentialfläche liegt. Also ist auch die Kraft % normal zu der Äquipoten- 
tialfläche gerichtet. 
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Die Punkte, deren potentielle Energie größere Werte als C hat, liegen auf der einen 
Seite der Äquipotentialfläche mit dem Parameter C, auf der anderen Seite hat die 
potentielle Energie kleinere Werte als C. Wir werden zeigen, daß die Kraft % nach 
der Seite der abnehmenden Werte der potentiellen Energie gerichtet 1st. 


Wir erteilen dem Punkte M die elementare Verschiebung MK = ö in der Richtung 
der Kraft % (Abb. 36) und drücken die Arbeit der Kraft % nach der Gleichung (1) 
aus. Bezeichnen wir den Wert der potentiellen Energie im Punkte K’ mit (”, so 
erhalten wir: 

F6=0—-(. 


Es ist aber #>0 und 5 >0. Folglich st C— 0’ >0 
oder 0’< CO, d. h., im Punkte K hat die potentielle. Energie 
einen kleineren Wert als im Punkte M. Also ist die Kraft % 
nach der Seite der abnehmenden-Werte der potentiellen 
Energie gerichtet. 

Gleichfalls verwenden wir noch die Gleichung (1) zur 
Errechnung der Komponenten der im Potentralfelde wirkenden Abb. 37 
Kraft auf den Koordinatenachsen. 


Wir bezeichnen die Koordinaten des Punktes M in bezug auf die rechtwinkligen 
Koordinatenachsen mit &, y und z und die Komponenten der Kraft % auf denselben 
Achsen mit X, Y und Z (Abb. 37). Wir geben dem Punkte M die elementare Ver- 
schiebung d«, die parallel zur x-Achse verläuft, und drücken die elementare Arbeit der 
Kraft % bei dieser Verschiebung einerseits nach der Gleichung 


dk=Xdx«+Ydy+Zde 


aus und andererseits nach der Gleichung (1). 


Wenn wir beachten, daß im gegebenen Fall dy=0 und de =0 ist, erhalten 
wir: 


Xdxz= V(w,y.2)—- Ve +da,y2). 


Ferner ist 
09V 
Vz,y,2)—- Va +ds,y,2)=—-[V(x +da,y2)— V(x, y,2)]= — nn de. 
1 T 
Folglich erhalten wir 
5 oV 
Xde=—- —dı’ 
0% 
und. daraus 
oV 
= — 
x 
Entsprechend ergibt sich 
SCHE 2 | 000 Vv 
u day’ u 02 


5 Nikolai II 
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Die Komponenten der vum Potentialfelde wirkenden Kraft auf den Koordinatenachsen 
sind also gleich den negativen partiellen Ableitungen der potentiellen Energie nach den 
entsprechenden Koordinaten. 


Das Minuszeichen in den obigen Gleichungen ist die Veranlassung zur Einführung 
einer weiteren Funktion in die dargelegte Theorie: Die negative potentielle Energie 
heißt die Kräftefunktion. Bezeichnen wir die Kräftefunktion mit U (x, y, 2), so gilt: 


U(z, y,2)= — V(2,y,2). 


Führen wir in die Gleichungen für die Komponenten X, YundZ anstatt der potentiel- 
len Energie die Kräftefunktion ein, so erhalten wir: 


Le, Ya, Zei; (2) 


d. h., die Komponenten X, Y und Z sind gleich den partiellen Ableitungen der Kräfte- 
funktion nach den entsprechenden Koordinaten. 


Die potentielle Energie V wird auch das Potential der Kraft % genannt. Wir sagen, 
daß die im Potentialfelde wirkende Kraft % das „Potential V““ hat. 


Die Gleichungen (2) geben die Möglichkeit, das analytische Kriterium zu formu- 
lieren, bei dessen Erfüllung das Kraftfeld sich als Potentialfeld erweist. 
Wir stellen uns irgendein Kraftfeld und die in ihm wirkende Kraft % vor. 


Dieses Feld ist ein Potentialfeld, wenn die Komponenten folgende Bedingungen er- 
füllen: 


U e U OU 
9% oy d2 


wobei U (x, y, z) eine beliebige eindeutige Funktion der Koordinaten des Angriffspunktes 
der Kraft % ist. 


Es läßt sich tatsächlich leicht zeigen, daß, wenn die Bedingungen (2) erfüllt sind, 


die Kraft % die zwei Eigenschaften besitzt, von denen am Anfang dieses Paragraphen 
die Rede war und bei deren Vorhandensein das Kraftfeld als Potentialfeld erscheint: 


1. Da U eine Funktion der Koordinaten des Angriffspunktes der Kraft % ist, 
sind auch die Komponenten X, Y und Z Funktionen derselben Koordinaten. Folglich 
hängen die Größe und die Richtung der Kraft % nur von der Lage ihres Angriffs- 
. punktes ab. 


2. Wir werden zeigen, daß die Arbeit der Kraft % bei einer beliebigen Verschiebung 
M,M, ihres Angrifispunktes nieht von der Kurve abhängt, auf der die Bewegung 
erfolgt. | 


Die elementare Arbeit der Kraft % ist gleich 
oU OU 


OU 
dR=Xds+Ydy+Zd2= — de+ —dy+ — d2=dU, 3 
+Ydy+ ee 3, er | (3) 
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wobei dU das totale Differential der Funktion U ist. Wenn wir die elementaren 
Arbeiten summieren und die Koordinaten der Punkte M, und M, mit &,, Yı, 2, und 
%,, Y, und 2, bezeichnen, erhalten wir für die Arbeit der Kraft % bei der Ver-. 
schiebung M,M, den Ausdruck 


M, 
R — fa U —— U(x,, Yo» 2,) Zr U (2, Yı; 21), 
M, 


der nieht von der Kurve abhängt, auf der sich der Angriffspunkt der Kraft zwischen 
den Lagen M, und M, bewegt. 


Behalten wir die Gleichung (3) im Auge, so können wir die Bedingung, bei der das 
Kraftfeld ein Potentialfeld ist, auch folgendermaßen formulieren: Wenn die elementare 
Arbeit der Kraft % das totale Differential irgendeiner eindeutigen Funktion der Koordi- 
naten ihres Angriffspunktes ist, dann ist das Feld der Kraft % ein Potentialfeld. 


Es sind Fälle möglich, wo die elementare Arbeit der Kraft % ein totales Differential 
irgendeiner Funktion U (x, y, 2) ist, die aber mehrdeutig ist. In solchen Fällen wird 
das Feld der Kraft % gleichfalls ein Potentialfeld genannt, aber man sagt dann, daß 
die Kraft % ein mehrdeutiges Potential hat. Als Beispiel für ein Potentialfeld mit einem 
mehrdeutigen Potential kann der Raum angesehen werden, der einen geradlinigen 
elektrischen Leiter umgibt. In diesem Felde wirkt auf den Magnetpol eine Kraft, 
die das mehrdeutige Potential 


Y 
—k te — 
U ee 


hat, wobei k ein konstanter Koeffizient ist!. 


Wir werden uns nicht weiter mit der Untersuchung der Eigenschaften des Potential- 
feldes mit einem mehrdeutigen Potential beschäftigen. Wir wollen nur bemerken, dab 
in einem solchen Felde die Eigenschaft der Unabhängigkeit der Arbeit einer Kraft 
vom Wege, auf dem die Bewegung ihres Angriffspunktes vor sich geht, nicht mehr 
besteht. 


S 23. Die Bewegung eines materiellen Punktes im Potential. 
Der Energieerhaltungssatz 


Wir wollen die Bewegung untersuchen, die der materielle Punkt im Potential aus- 
führt. 


Wir nehmen an, daß auf den materiellen Punkt M im gegebenen Feld die Kraft % 
wirkt (die ein eindeutiges Potential besitzt). Die Bewegung des Punktes M geht 
unter der Wirkung der Kraft % vor sich. Wir nehmen zwei beliebige Lagen M, und M, 
des Punktes M auf seiner Bewegungsbahn an (Abb. 38) und wenden das Gesetz der 
kinetischen Energie auf die Bewegung des Punktes M im Abschnitt M,M, an. Be- 


t Der Stromleiter wird mit der z-Achse des geradlinigen x, y, z-Systems zusammenfallend angenommen. 


5% 
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zeichnen wir die Geschwindigkeiten des Punktes M in den Lagen M, und M, mitpv, 
und v, und die Arbeit der Kraft % auf der Bahn M,M, mit R, so gilt: 


EIER 2 
MV, u MV, 


2 2 


=; 
Andererseits gilt: 
R=V,-W,, 


wobei V, und V, die Werte der potentiellen Energie des Punktes M in den Lagen 
M, und M, sind. Folglich erhalten wir: 


9 - 5) _ v,-%, 
Hieraus folgt, daß 
mv. mv" 
ihn ed 


ist, d. h., daß in den Lagen M, und M, die Summe der kinetischen und der potentiellen 
Energie des Punktes M ein und denselben Wert hat. 


Die Lagen M, und M, waren aber von uns auf 
Mg der. Bewegungsbahn des Punktes M ganz willkürlich 
gewählt worden. Wir können also schließen, daß 


M 7 während der ganzen Zeit der Bewegung des Punk- 
tes M im gegebenen Felde die Summe seiner kinetr- 
E94 schen und potentiellen Energie den konstanten Wert 
MI 
mv® 
Abb. 38 Be 


bewahrt. 


Wir wollen die Summe der kinetischen und potentiellen Energie des materiellen 
Punktes seine mechanische Energie nennen. Wir sehen, daß bei der Bewegung des 
materiellen Punktes unter der Wirkung der Kraft, die ein eindeutiges Potential hat, 
seine mechanische Energie eine konstante Größe bewahrt. Dieses Resultat ist ein Spezial- 
fall des allgemeinen Energieerhaltungssatzes, der durch die Arbeiten von R. MAYER 
und HELMHOoLTz als Universal-Naturgesetz aufgestellt wurde. Nach diesem Gesetz 
werden alle in der uns umgebenden Welt auftretenden Erscheinungen vom Über- 
gang der Energie von der einen Form in eine andere begleitet (z. B. der mechanischen 
in die Wärmeenergie, der elektrischen in die mechanische Energie usw.). Der Über- 
gang erfolgt dabei so, daß der allgemeine Energievorrat, der in einem geschlossenen 
System vorhanden ist, konstant bleibt. Die Bewegung der materiellen Körper wird 
gleichfalls vom Übergang der mechanischen Energie in andere Formen der Energie 
und umgekehrt begleitet. Ein solcher Übergang findet nicht bei Bewegung des 
materiellen Punktes im Potentialfelde statt; in diesem Spezialfall behält die 
mechanische Energie den konstanten Wert bei, ohne in andere Energieformen überzu- 
gehen. 
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KAPITELV 
DER KRAFTSTOSS UND DER IMPULSSATZ 


$ 24. Der Kraitstoß 


Wir wollen den Begriff des Kraftstoßes zuerst für einen Spezialfall festlegen, bei 
dem die Kraft nach Größe und Richtung konstant ist. Wir stellen uns eine der Größe 
und der Richtung nach konstante Kraft % vor, wählen zwei Zeiten i, und t, und 
bezeichnen den Zeitraum t, — t, mitr. Der Vektor 


S=F 


heißt der Krafistoß von % im Zeitraum r. 

Die Größe des Impulses! © ist gleich $ = Fr, die 
Richtung des Impulses S fällt mit der Richtung der 
Kraft % zusammen. x 

Wir wollen nun den Begriff des Impulses für den Fall Abb. 39 
einer variablen Kraft bestimmen. 

Wir stellen uns die variable Kraft {% vor und wählen zwei Zeiten i, und i,. Um den 
Begriff des Impulses der Kraft % in der Zeit t, — t, festzulegen, führen wir den Begriff 
des elementaren Impulses ein. Wir wählen zwei unendlich nahe. Zeiten t und t + dt, 
die zwischen den Zeiten t, und t, liegen, und bezeichnen die Größe und die Richtung 
der Kraft %, die der Zeit t entsprechen (Abb. 39). Man nennt den unendlich kleinen 
Vektor dS, dessen absoluter Betrag gleich 

(dS|= Fat 
ist und der die Richtung der Kraft % hat, den elementaren Impuls der Kraft % im 
unendlich kleinen Zeitraum dt. 

Wir wollen uns nun vorstellen, daß wir den Zeitraum t, — t, in eine Reihe elemen- 
tarer Zeiträume di zerlegen und die elementaren Impulse d& der Kraft % zusammen- 
stellen, die diesen unendlich kleinen Zeiträumen entsprechen. Die Summe aller 
elementaren Impulse d& 

S=- YiS=- Tat 


nennt man den Impuls © der Kraft % in der Zeit , — h.. 
Die aus einer unzähligen Menge unendlich kleiner Summanden bestehende Vektoren- 
summe I% di in das Vektor- „Integral des Vektors‘ % mit dem Skalar-Argument : 


und wird durch j % dt bezeichnet. Also ist 


S- [rar 
d.h., der Impuls der variablen Kraft % ist gleich dem Vektor-Integral der Kraft % 
über der Zeit t. 


! Man beachte, daß sowohl der Kraftstoß a f Fd:) als auch die Bewegungsgröße (mv) mit Impuls bezeichnet 
werden (Anm. d. Redakt.). 


& 
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Für die Berechnung des Impulses der variablen Kraft kann die Projektionsmethode 
angewandt werden. Wir wählen die zueinander senkrechten Achsen x, y und z 
(Abb. 39) und errechnen die Komponenten $,, S, und S, des Impulses © auf diesen 
Achsen. Da der Vektor © gleich der Summe der Vektoren d& ist und da die Projek- 
tion der Summe gleich der Summe der Projektionen der Komponenten ist, gilt 


5,= 48, 
wobei d,S, die Projektion des elementaren Impulses d&S auf die x-Achse ist. 
Andererseits gilt 
dS,„=|dS|cos(dS, x2)= Fdt-.cos(%,x)= Xdt, 
wobei X =F cos (%, &) die Projektion der Kraft % auf die x-Achse ist. Folglich ist 
S,= YXat. 


Die im rechten Teil dieser Gleichung stehende Summe besteht aus einer unzähligen 
Menge von unendlich kleinen Summanden, sie ist das bestimmte Integral mit der 
Variablen # in den Grenzen von t, bis t,: 


2 
S,=/[Xdt. 

bi 
Durch analoge Beziehungen werden die Projektionen des Impulses S auf die 
Achsen y und z bestimmt: 
t, 
s,=/[Yaı, S,= [Zat, 

7 x 


wobei Y und Z die Komponenten der Kraft % auf den Achsen y und sind. 
Wenn wir nach diesen Formeln die Komponenten des Impulses S,, 8, und 8, 
errechnen, finden wir die Größe des Impulses © nach der Gleichung 


S=VS, +5,+8%- 
Die Richtung des Impulses S& wird jedoch aus den Gleichungen 
Ss 


v4 


S 


S $ 
085,0), (Sy),  c()= 
S Ss 
bestimmt. 
Als Impulseinheit im technischen Maßsystem erscheint Kilogramm-Sekunde, d.h. 


der Kraftimpuls der Kraft 1 Kilogramm in der Zeit von 1 Sekunde. 


$ 25. Der Impuls der Resultierenden 


Wir wollen zeigen, daß der Impuls der Resultierenden mehrerer Kräfte gleich der 
Summe der Impulse der Komponenten ist. 

Es sind die Kräfte %,, I» - - - ‚ % gegeben, die im Punkte M (Abb. 40) angreifen. 
Wir bezeichnen ihre Resultierende mit %. 
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Wir wählen zwei Zeiten i, und i, und bezeichnen die Impulse der Kräfte %,%2 -- - 
%, und der Resultierenden % in der Zeit , — I, mit ©, ©, ..., ©, sowie ©. Es 
soll bewiesen werden, daß 

S=-&+6&,+--- +6, 


ist. 
Wir wählen die zueinander senkrechten Achsen &, y und 2. Bezeichnen wir die 
Komponenten der Kräfte %,, S2 - - - , 3, und der Resultierenden % auf der z-Achse 


mit X, Xg,..., X, und X, so gilt: 5 


KEN ER Bene, 


Wir multiplizieren nun beide Teile dieser Gleichung 
mit dem unendlich kleinen Zeitraum dt und inte- 
grieren in den Grenzen von h, bis tz: 


Abb. 40 


t, t, t, t, 
[xar= [xdt+ [R,dat+..- + [xX,dt. 
i, i, th, L, 


Die hier gewonnenen Integrale sind die Komponenten der Impulse ©, ©, ©... , 
©, auf der w-Achse. Bezeichnen wir diese Komponenten mit 5, Sıa, San - 
S 2, so erhalten wir: 


= 


S Dr DE Fr 


HR 


Genauso finden wir, wenn wir die Komponenten der Impulse ©, ©,, SS» : - - , & 
auf den Achsen y und 2 mit S,, Sy, 8  Iny und 8, Sn Say - 3 nz be- 
zeichnen: 


2y? + 


Sy = 81, = See + Buy; 
FE} Pe U > PP En + Snz- 


Somit haben wir gefunden, daß die Komponenten des Impulses S auf den Achsen 
x, y und z entsprechend gleich den Summen der Komponenten der Impulse ©,, ©, 
.., ©, auf denselben Achsen sind. 
Wir nehmen nun die längs der Achsen x, y und z gerichteten Einheitsvektoren i, 
j, £, multiplizieren die gewonnenen Gleichungen entsprechend miti, j, fund addieren 
sie gliedweise. Wenden wir auf unsere Impulse die Formel zur Zerlegung des Vektors 
in Komponenten an, d. h., beachten wir, daß 


Si+syi+s,t=G, 
Sy + S1y1 + S1,1= S,, 


Dep Er ya Var Yaer ar Yo ar er Sr Ser Sr Sr Zr Zr Ze Zr Zr Ser er Br er 7 


Inzt 7 Snyl ua St ©, 
ist, so erhalten wir 

S=-&+4&,4.+.+6€,, 
was zu beweisen war. 
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Das bewiesene Theorem vom Impuls der Resultierenden hat man oftmals bei 
Projektionen auf beliebige Achsen zu benutzen. Wir sehen, daß die Projektion des 
Impulses der Resultierenden auf eine beliebige Achse gleich der Summe der Projektionen 
der Impulse der Komponenten auf dieselbe Achse ıst. | 


8 26. Die Bewegungsgröße. Der Impulssatz 


Wir stellen uns den sich bewegenden materiellen Punkt M vor (Abb. 41) und wollen 
seine Masse mit m und die Geschwindigkeit mit » bezeichnen. Den Vektor mv nennt 
man Bewegungsgröße des materiellen Punktes m. 


Im weiteren werden wir Beziehungen für die Komponenten der Bewegungsgröße 
auf den zueinander senkrechten Koordinatenachsen &, y und 2 benötigen. Wir wollen 
diese jetzt angeben. 


Die Komponenten der Bewegungsgröße mv auf den Achsen x, y und z sind gleich 
‚Mdz; MO,; MV,, 


wobeiv,,v,undv, dieKomponenten der Geschwindig- 
keit » auf den Achsen x, y und sind. Die Kompo- 
nenten der Geschwindigkeit v» auf den Koordinaten- 
achsen sind aber gleich den ersten Ableitungen der 
Koordinaten x, y und z des Punktes M nach der 
Zeit t. Indem wir diese Ableitungen mit &, y und 3 
bezeichnen, schreiben wir für die Komponenten der 
Bewegungsgröße auf den Koordinatenachsen: 


Abb. 41 


ME, MY, m2. 


Wir wenden uns nun der Frage zu, wie sich die Bewegungsgröße des materiellen 
Punktes im Laufe der Zeit verändert. 


Wir denken uns einen materiellen Punkt M, der sich im Raum unter der Ein- 
wirkung der angreifenden Kräfte %,, %2 -.- - » %„ bewegt (Abb. 42), und bezeichnen 
die Resultierende dieser Kräfte mit %. Wir stellen die Differentialgleichung der Be- 
wegung des Punktes M unter Benutzung der Komponenten auf den Koordinaten- 
achsen x, y und z auf. Bezeichnen wir die Komponenten der Resultierenden % auf 
diesen Achsen mit X, Y und Z, so gilt: 


mi=.\X, mMü=Y, m2=Z. 


Wir wählen zwei Zeiten, und t,, multiplizieren beide Seiten der ersten Gleichung 
mit dem unendlich kleinen Zeitraum dt und integrieren über die Variable t in den 
Grenzen von t, bis t,: 


t, t, 
/m& ai=/|xat. (1) 


1 
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Das auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Integral ist nichts anderes als 
die Komponente des Impulses der Resultierenden % in der Zeit t, — t, auf der x-Achse. 
Das Integral aber, das auf der linken Seite der Gleichung (1) steht, kann nach 


t, 

“t, 
mat — [Im &j, 
errechnet werden. 

Wir bezeichnen die Geschwindigkeiten des Punk- 
tes M zu den Zeiten, und t, mit v, bzw. v,. Die 
Werte der Ableitungen & zu den Zeiten t, und t, 
sind gleich den Komponenten der Geschwindig- 
keiten v, und v, auf der x-Achse. Bezeichnen wir 
diese Komponenten mit v,„ und v, „, so erhalten 


eu , Abb. 42 


\ [m& dt = Mg, — Miliz» 
, 


Wir bezeichnen den Impuls der Resultierenden % in der Zeit t, — t, mit S und 
die Komponente dieses Impulses auf der x-Achse mit S,. In diesem Fall kann die 
Gl. (1) auf folgende Art umgeschrieben werden: 


MV; MV, = I: 
Ebenso werden die analogen Gleichungen 
Mögy— Mvıy— Dy; 


MV — Mi, = N 
aufgestellt. . oe 
Multiplizieren wir die gewonnenen Gleichungen entsprechend mit den Einheits- 
vektoren i, j und £, die längs der Achsen x, y und z gerichtet sind, und addieren sie 
gliedweise, so erhalten wir 


md; —- mı=6©. (2) "N 
Wenn wir uns daran erinnern, daß der Impuls S dr % % 
Resultierenden % gleich der Summe der Impulse ©,, ©, . . - , 
©, der Komponenten %, %» -- - , %, In der Zeit t, — 1, ist, 
dann kommen wir endlich zu folgendem Resultat: MEZ 
Abb. 43° 


My —- my = 5, +&9+''+5,. 


Wir sehen, daß der Zuwachs der Bewegungsgröße eines materiellen Punktes in einem 
gewissen Zeitraum gleich der Summe der Impulse der angreifenden Kräfte für denselben 
Zeitraum ist. Dieses Theorem heißt der Impulssatz. 

Aus der Gl. (2) schließen wir, daß der Vektor mo, gleich der Summe der Vektoren 
mov, und & ist. Mit anderen Worten, der Vektor mv, kann als abschließende Seite des 
Dreiecks dargestellt werden, das aus den Vektoren mv, und © konstruiert ist (Abb. 43). 
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Bei der Anwendung hat man häufiger den Impulssatz nicht in der Vektorform zu 
benutzen, sondern in der Komponentenform bezüglich beliebiger Achsen. Mit den 
Komponenten auf der x-Achse erhalten wir , 


MU — MU dt dt + 


‚wobei S14 Sag - - - » Snz die Komponenten der Impulse S,, S,, ..., S, auf der 
x-Achse sind. Wenn wirim Auge behalten, daß mv, die Komponente der Bewegungs- 
größe auf der x-Achse und die Differenz mv, , — mv,, der Zuwachs dieser Komponente 
in der Zeit t, — ti, ist, dann können wir den Sachverhalt folgendermaßen darstellen: 
Der Zuwachs der Komponente der Bewegungsgröße in einem gewissen Zeitraum ist gleich 
der Summe der Komponenten der in demselben Zeitraum wirkenden Impulse der an- 
greifenden Kräfte. Das ist die Formulierung des Impulssatzes bei der Projektion auf 
irgendeine Achse. 


$ 27. Beispiele für die Anwendung des Impulssatzes 


Wir wollen das im vorhergehenden Paragraphen aufgestellte Theorem auf einige 
Beispiele anwenden. Der Impulssatz muß in den Fällen angewandt werden, in denen 
es sich in der Aufgabe um die Ermittlung der Abhängigkeit zwischen der Geschwindig- 
keit des materiellen Punktes und der Zeit handelt. 


Beispiel 8. Der Körper M (der als materieller Punkt betrachtet wird) 
fällt aus der Höhe H ohne Anfangsgeschwindigkeit zur Erde. Die Fall- 
zeit des Körpers M ist zu bestimmen. 


Die Bewegung des Punktes M geschieht unter der Einwirkung der 
Schwerkraft ® (den Luftwiderstand vernachlässigen wir). Wir wählen 
den Beginn der Bewegung des Punktes M als Anfang der Zeitzählung? = 0; 
den Augenblick des Aufprallens auf die Erde bezeichnen wir mit t. Wir 
richten die x-Achse vertikal nach unten (Abb. 44) und wenden bei der 
betrachteten Bewegung den Impulssatz in der Projektionsform bezüglich 
der x-Achse an. Bei Beginn ist die Geschwindigkeit des Punktes M gleich 
Null, zur Zeit # hat der Punkt M eine Geschwindigkeit, deren Größe 

Abb. 44 v— y2gH (siehe $ 21, Aufgabe 1) ist und die vertikal nach unten 

gerichtet ist. Andererseits hat der Impuls der Kraft ® zur Zeit t die 

Größe Bit und ist vertikal nach unten gerichtet. Der Impulssatz führt in der Projektions- 
form bezüglich der x-Achse auf die Gleichung 


” my2gH=Pt, 
woraus 


‚_YsH Y” 
folgt. i I 


Im $ 9 wurde dieses Resultat auf einem anderen Wege gewonnen. 

Beispiel 9. Ein Hammer vom Gewicht P = 3t fällt aus der Höhe H = 1,5 m auf einen 
Rohbarren, der geschmiedet werden soll. Die Deformation des Rohbarrens erfolgt im Laufe 
von z = 0,01 Sekunden. Die mittlere Kraft des Hammers soll gefunden werden. 
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Wir wenden den Impulssatz auf die Bewegung des Hammers im Zeitraum vom Beginn 
seines Fallens bis zu dem Augenblick an, in dem die Deformation des Rohbarrens beendet 
ist und die Geschwindigkeit des gefallenen Hammers zu Null wird. 

Wir bezeichnen die Fallzeit des Hammers mit t. In der Zeit { + r wirkt auf den Hammer 
die Schwerkraft ®B. Außerdem wirkt in der Zeit r auf denselben die Reaktion des Roh- 
barrens, die gleich dem Druck des Hammers und vertikal nach oben gerichtet ist. Die 
Reaktion des Rohbarrens ist eine variable Kraft, die sich sehr schnell im Laufe des kleinen 
Zeitraumes 7 verändert. Wir vertauschen diese variable Kraft mit irgendeiner konstanten 
Kraft %, d. h., wir ersetzen die wirkliche Reaktion durch eine mittlere Reaktion. Die ge- 
suchte mittlere Kraft des Hammers ist gleich R. 

Der Impuls der Schwerkraft ® in der Zeit {= r ist der Größe nach gleich ® (t + r) 
und vertikal nach unten gerichtet Der Impuls der Reaktion N in derselben Zeit ist der 
Größe nach gleich Nr und vertikal nach oben gerichtet. Da die Geschwindigkeiten des 
Hammers bei Beginn und am Ende gleich Null sind, erhalten wir nach dem Impuls- 
satz in Projektionsform bezüglich der vertikalen Achse (der wir die Richtung von oben 
nach unten zuschreiben): 

Pi+J)—Nr=0. 

Hieraus folgt 


' 
OR 

T 
Substituieren wir hier (s. die vorhergehende Aufgabe) 


/2H 


t= |/ — 


9 


1ıRH 
v-r(t I +) 
a 


Wenn wir hier P=3t, H= 1,5 m, = 0,01 einsetzen, dann finden wir 


N = 3(55,8 +1)= 168,9t. 


so erhalten wir endgültig 


KAPITELVI 


DER MOMENTENSATZ 


$ 28. Die Momente des Impulses in bezug auf einen Punkt und in bezug 
auf eine Achse 


Im I. Teil des Lehrbuches haben wir uns mit den Begriffen des Kraftmomentes in 
bezug auf einen Punkt und des Kraftmomentes in bezug auf eine Achse bekannt- 
gemacht (siehe Teil I, Kapitel IX). Diese Begriffe sind Grundbegriffe der Statik eines 
starren Körpers. Die Begriffe des Momentes in bezug auf einen Punkt und des .Mo- 
mentes in bezug auf eine Achse können auf beliebige Vektorgrößen angewandt werden. 
Wir wollen dieselben auf die Bewegungsgröße eines materiellen Punktes anwenden. 
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Wir wollen uns den sich bewegenden materiellen Punkt M vorstellen (Abb. 45), 
bezeichnen seine Bewegungsgröße mit mv, wählen einen beliebigen Punkt O und 
fällen von diesem Punkte aus eine Senkrechte auf die Wirkungslinie der Bewegungs- 
größe mv. Die Länge dieser Senkrechten bezeichnen wir mit p. 

Man nennt den Vektor I das Moment der Bewegungsgröße! in bezug auf den Punkt O. 


Dieser hat den Betrag 
l=.mvp 


und steht im Punkte O senkrecht auf der Fläche, die durch diesen Punkt und die Be- 
wegungsgröße mv festgelegt ist. Die Richtung des Momentes I ist die einer Rechts- 
schraube, die durch den Drehsinn von m» um den Punkt O 
gebildet wird. 

Mit anderen Worten: Das Moment I der Bewegungsgröße 
kann als Vektorprodukt der Vektoren r und mv bestimmt 
werden: 

I=rxmp», 


wobei r der von dem Punkte O nach dem Punkte M 
gezogene Radiusvektor ist (Abb. 46). 

Wir bezeichnen wieder die Bewegungsgröße des ma- 
teriellen Punktes M mit mp (Abb. 47), nehmen eine 
beliebige 2-Achse an und projizieren die Bewegungsgröße m» auf eine zur z-Achse 
senkrechte Ebene «. Die Projektion der Bewegungsgröße auf die Ebene & bezeichnen 
wir mit mv, (v, ist die Projektion der Geschwindigkeit v auf die Ebene «). Von dem 
Punkte O, aus, in dem die z-Achse die Ebene « schneidet, fällen wir das Lot auf 
die Wirkungslinie der Projektion mv,. Die Länge dieses Lotes bezeichnen wir mit p.. 


Die Größe 
Ä „= + mvıPı 


heißt das Moment der Bewegungsgröße in bezug auf die 
2- Achse. 

Das eine oder das andere Vorzeichen in dieser Formel 
wird nach der bekannten Regel bestimmt: Dreht die 
Bewegungsgröße entgegen dem Uhrzeigersinn um die 
2-Achse (von der .Seite der positven 2-Achse aus 
gesehen), so wird im Ausdruck des Momentes I, das 

Abb. 46 Pluszeichen genommen, im entgegengesetzten Fall nimmt 
man das Minuszeichen. 

Das Moment I, tragen wir vom Punkte O, aus auf der z-Achse nach der positiven 
‚Seite ab, wenn I, — 0 ist, und nach der negativen Seite, wenn |, < 0 ist. 

Die Kraftmomente in bezug auf einen Punkt und in bezug auf eine Achse sind 
durch die bekannte Wechselbeziehung verbunden, die in der Statik dargelegt wurde 
.(siehe Teil I, $ 50). Natürlich bleibt diese Wechselbeziehung auch in bezug auf die 
Momente der Bewegungsgröße gültig. Wir stellen uns die Bewegungsgröße mv des 


Abb. 45 


MIO 


2 Deutsche Bezeichnung auch: Impulsmoment, Drehimpuls oder Drall (Anm. d. deutschen Redaktion). 
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materiellen Punktes M vor (Abb. 48) und wählen einen beliebigen Punkt O sowie 
gleichfalls die z-Achse, die durch den Punkt O geht. Wir bezeichnen die Momente der 
Bewegungsgröße mv in bezug auf den Punkt O mit I und in bezug auf die z-Achse 
mit l,. Diese Momente sind durch die Gleichung 


l,= lcos (l, 2) 


miteinander verbunden, d. h., das Moment I, ist gleich der Projektion des Momentes | 
auf die z-Achse. 


‚Wir vermerken noch die Ausdrücke der Mo- 
mente der Bewegungsgröße in bezug auf die 
Koordinatenachsen. Diese Ausdrücke können 
leicht aus den entsprechenden Ausdrücken für 
die Momente einer Kraft in bezug auf die Ko- 
ordinatenachsen gewonnen werden, die in der 
Statik ermittelt wurden. Für die Kraftmomente 
in bezug auf die zueinander senkrechten Achsen 
x, y und 2 (wir bezeichnen diese Momente mit 
M,. M,, M;) gelten die bekannten Gleichungen 


Abb. 47 


M„=y2-eY, 


M,„=?X— ıZ, “2 

nW 
M,„=2Y-—-yX, 

wobei X, Y, Z die Komponenten der gegebenen [2 

Kraft auf den Koordinatenachsen sind und z, £ 

y und 2 die Koordinaten des Angriffspunktes der 

Kraft. | | M 


Um die entsprechenden Gleichungen für die 
Momente der Bewegungsgröße in bezug auf die 0 
Koordinatenachsen zu erhalten, muß man nur 
in den soeben dargestellten Ausdruck anstatt Abb. 48 
der Komponenten der Kraft X, Y und Z die 
Komponenten der Bewegungsgröße einsetzen. Im $ 26 haben wir gesehen, dab die 
Komponenten der Bewegungsgröße des materiellen Punktes M auf den Koordinaten- 
achsen gleich m&, my und m2 sind, wobei &, y und 2 die Ableitungen der Koordinaten 
x, y und 2 des Punktes M nach der Zeit t sind. Wenn wir diese Größen anstatt der 
Komponenten der Kraft X, Y und Z in die oben dargestellten Gleichungen ein- 
setzen und die Momente der Bewegungsgröße des materiellen Punktes M in bezug 
auf die Koordinatenachsen mit 1,, l,, I, bezeichnen, dann erhalten wir die Beziehungen 


,=m(2&— x), 


W=em(e} — yä). 
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S 29. Der Momentensatz 


Bei der Bewegung eines materiellen Punktes verändert sich das Moment seiner 
Bewegungsgröße in bezug auf irgendeine feste Achse mit der Zeit. Die Veränderung 
dieses Momentes ist einem Gesetz unterworfen, das der Momeniensatz genannt wird. 
Wir wollen dieses Gesetz jetzt ableiten. 


Wir stellen uns den materiellen Punkt M vor, der sich unter dem Einfluß der an- 
greifenden Kräfte %,,%2 . . - , %„ bewegt (Abb. 49), und bezeichnen die Resultierende 
dieser Kräfte mit %. Wir wählen das kartesische Koordinatensystem x, y,2 und stellen 
die Differentialgleichung der Bewegung für den Punkt M auf. Wenn wir die Kom- 
ponenten der Resultierenden % auf den Achsen x, 
yundz mit X, Y und Z bezeichnen, gilt: 


mäö=X, 
m2=Z,. 


Wir multiplizieren die erste Gleichung mit — y 
und die zweite mit x. Addieren wir die gewonnenen 
Gleichungen, so finden wir: 


Abb. 49 


m(df—yi)=2Y-—yX. 


Der auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Ausdruck ist das Moment der 
Resultierenden % in bezug auf die z-Achse; wir bezeichnen dieses Moment mit M,. 
Was jedoch die linke Seite unserer Gleichung anbetrifft, so kann man sich leicht davon 
überzeugen, daß sie gleich der Ableitung des Momentes der Bewegungsgröße /, des 
materiellen Punktes M in bezug auf die z-Achse nach der Zeit ist. Wir haben am 
Ende des vorhergehenden Paragraphen die Gleichung 


„=m(@J— y f) 
dargestellt. 
Hieraus folgt: 
dl, 


ra u yi)=m(h — yE). 


Also kann die gewonnene Gleichung auf folgende Art umgeschrieben werden: 


Wir rufen uns ins Gedächtnis zurück, daß das Moment der Resultierenden in bezug 
auf eine beliebige Achse gleich der Summe der Momente der Komponenten in bezug 
auf dieselbe Achse ist (s. Teil I, $ 57). Wir bezeichnen die Momente der Kräfte 
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SV --- > %, die auf den Punkt M einwirken, in bezug auf die 2-Achse mit M,,, 
M a2 ---» Mn, und erhalten endgültig 


=M.+Mz+°' + Mass 


d. h., die Ableitung des Momenites der Bewegungsgröße in bezug auf irgendeine Achse 
nach der Zeit ist gleich der Summe der Momente der angreifenden Kräfte in bezug auf 
dieselbe Achse. Dieses Theorem heißt der Momentensatz. Durch ihn wird die Verände- 
rung des Momentes /, im Laufe der Zeit bestimmt. 

Man kann dem Momentensatz auch eine andere Formulierung geben, die sich 
auf das Moment der Bewegungsgröße [in bezug auf den festen Punkt O bezieht. 

Bezeichnen wir den von dem Punkte O nach dem sich bewegenden materiellen 
Punkte M gezogenen Radiusvektor mit rt, so gilt 


I=rxm». 
Wir leiten den Vektor [ nach der Zeit ab und erhalten: 


dl dr SEE dv 
ee mM ——. 
de «a rt 


Hieraus folgt, wenn wir beachten, dab 


de dp er 
u” m 
ist (wobei w die Beschleunigung des Punktes M ist), 
dl 


— —-opxmp-trxmmw. 
di 


Nach der Definition des Vektorproduktes ist jedoch 
vxmm=(0 


(da die Vektoren v und mv dieselbe Richtung haben). Wenn wir gemäß der Grund- 
gleichung der Dynamik | 
mo=h+S+'+% 


substituieren, erhalten wir endgültig: 


N al 
Pa u nn 
oder 
dl 
MM Mn: 


wobei Mı,M;, ..., M,, die Momente der angreifenden Kräfte %, So -- - » I, in 
bezug auf den Punkt O sind. 

Die Vektorableitung des Momentes einer Bewegungsgröße in bezug auf den Punkt O 
nach der Zeit ist gleich der Summe der Momente der angreifenden Kräfte in bezug auf 
‚denselben Punkt. Das ist die zweite Formulierung des Momentensatzes. 


a 
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8 30. Die Differentialgleichung der Schwingung eines mathematischen 
Pendels 


"Der Momentensatz ist ein bequemes Werkzeug zur Untersuchung der Rotations- 
bewegungen. In der Dynamik des materiellen Systems werden wir wichtige Anwen- 
dungen dieses Gesetzes bei den Rotationsbewegungen eines starren Körpers kennen- 
lernen. Hier werden wir uns auf die Anwendung des Momentensatzes beim Auf- 
stellen der Differentialgleichung der Schwingungen eines mathematischen Pendels 
beschränken. 

Im $ 21 (Beispiel 7) nannten wir ein Pendel, das aus dem materiellen Punkt M 
vom Gewicht ? besteht, der an einem undehnbaren und masselosen Faden von der 

Länge | an dem festen Punkt O aufgehängt ist, ein 
08 mathematisches Pendel (Abb. 50). Wir nehmen an, 
daß das Pendel aus der vertikalen Gleichgewichtslage 
ausgelenkt wurde und sich dann selbst überlassen wird. 
Es wird schwingen, d. h., es wird sich bald nach der 
einen, bald nach der anderen Seite um die Achse 
drehen, die durch den Aufhängungspunkt O geht und 
senkrecht zu der Schwingungsebene steht (wir nehmen 
an, daß die Schwingungsebene des Pendels in der Zeich- 
nungsebene liegt). Die Lage des schwingenden Pendels 
Abb. 50 kann in jedem gegebenen Augenblick durch den Wert 
des Winkels » bestimmt werden, der durch den Faden 
OM und die durch den Punkt O gehende Vertikale gebildet wird. Dieser Winkel 
verändert sich im Laufe der Zeit. Wir wollen die Differentialgleichung für die 
Veränderung des Winkels 9 aufstellen. 

Dazu wenden wir den Momentensatz auf die Bewegung des materiellen Punktes M 
an, indem wir als Momentenachse die Drehachse des Pendels wählen (d. h. die Achse, 
die durch den Punkt O senkrecht zur Zeichnungsebene verläuft). Wir werden diese 
Achse die z-Achse nennen. An dem materiellen Punkt M greifen zwei Kräfte an: die 
Schwerkraft ® und die Reaktion N des Fadens. Bezeichnen wir die Momente dieser 
Kräfte in bezug auf die z-Achse mit M,, und M,, und das Moment des Impulses m» 
in bezug auf dieselbe Achse mit !,, so erhalten wir nach dem Momentensatz 


al, 
di 


= Mız + M:;- (1) 


Nunmehr errechnen wir das Moment des Impulses 1,. Es ist: 
l,= mvl, 
wobei I die Länge des Fadens OM ist. 
Die Geschwindigkeit » des Punktes M als Drehgeschwindigkeit um die z-Achse ist 
gleich dem Produkt aus dem Radius OM =! und der Winkelgeschwindigkeit des 


Pendels. Die Winkelgeschwindigkeit ist aber gleich der Ableitung des Drehwinkels 
nach der Zeit. Somit ist» = Io und folglich 


,=m®o. 
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Andererseits gilt: 
M,ı,= -Plsing, Msz2==0; 


Setzen wir die Werte der Momente I,, M,,, M,, in die Gl. (1) ein, so erhalten wir 
m®ö= — Plsin®. 


Wenn wir das rechts stehende Glied nach links überführen und die Gleichung durch 
mi? dividieren, folgt .endgültig: 


64T sino=0. (2) 


Dies ist die Differentialgleichung der Schwingung eines mathematischen Pendels. 
Würden wir diese Gleichung integrieren, d. h.,würden wir den Winkel als Zeit- 
funktion bestimmen, so würden wir die Schwingungsart des Pendels finden. Die 
Gl. (2) kann jedoch nicht mit Hilfe der elementaren Funktionen integriert werden, ihre 
Integration erfordert die Anwendung von elliptischen Funktionen, die zu der Ordnung 
der höheren transzendenten Funktionen gehören. In Anbetracht dessen werden wir 
uns hier nicht mit dieser Frage befassen. 

In einem Spezialfall kann die Differentialgleichung der Schwingung des mathe- 
matischen Pendels annähernd mit Hilfe von Elementarfunktionen integriert werden: 
Das ist der Fall bei kleinen Schwingungsamplituden des Pendels. Wir wollen voraus- 
setzen, daß das Pendel schwingt, indem es nur unbedeutend aus seiner vertikalen 
Gleichgewichtslage ausgelenkt wird. In einem solchen Fall wird der Winkel p während 
der ganzen Zeit ein kleiner Winkel bleiben. Für den kleinen Winkel » aber können 
wir annähernd sing = o setzen. Auf diese Art erhalten wir für den Fall der kleinen 
Schwingungsausschläge des Pendels die angenäherte Differentialgleichung 


8+Ip=0. 


Diese Gleichung kann mit Hilfe von Elementarfunktionen integriert werden, wie 
das im folgenden Kapitel gezeigt werden wird. 


KAPITEL VII 


DIE SCHWINGUNG 
EINES MATERIELLEN PUNKTES 


$ 31. Die harmonische Schwingung 


Nachdem wir in den. vorhergehenden Kapiteln die allgemeinen Gesetze der Be- 
wegung eines materiellen Punktes kennengelernt haben, wenden wir uns nun dem 
ausführlichen Studium einer Spezialaufgabe zu, nämlich der Aufgabe der Schwingung 
eines materiellen Punktes. Schwingungen begegnen wir sehr häufig auf verschiedenen 
Gebieten der Technik. Alle Werkstoffe (Metall, Stein, Holz usw.) irgendeiner 
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Anlage oder Maschine sind mehr oder weniger elastisch und sind daher imstande, zu 
schwingen. Unter gewissen Bedingungen können diese Schwingungen Ausmaße an- 
nehmen, die für die Dauerfestigkeit der Anlage gefährlich oder für das richtige 
Funktionieren der Maschine schädlich sind. Eine der Aufgaben, die sich der Tech- 
niker beim Studium der Theorie der Schwingungen stellt, ist die Ermittlung dieser 
Bedingungen und die Feststellung, auf welche Art die unvermeidlichen Schwin- . 
gungen der Teile einer Anlage oder Maschine in den zulässigen Grenzen gehalten 
werden können. 


In den Fällen, von denen hier die Rede ist, haben wir es natürlich nicht mit den 
Schwingungen eines materiellen Punktes zu tun, sondern mit Schwingungen von mehr 
oder weniger komplizierten Systemen. Es ist jedoch am bequemsten, die Grund- 
züge der Erscheinung am Beispiel der Schwingung 
eines materiellen Punktes kennenzulernen. Man muB 
auch im Auge behalten, daß viele praktisch wichtige 
Fälle unmittelbar auf die Aufgabe der Schwingungen 
eines materiellen Punktes zurückgeführt werden 
können. In Anbetracht dessen werden wir in diesem 
Kapitel recht ausführlich auf die Theorie der 
Schwingungen eines .materiellen Punktes eingehen. 


Der einfachste und wichtigste Schwingungstyp 
ist die sogenannte harmonische Schwingung. Bevor wir 
uns der Darlegung der dynamischen Schwingungs- 
theorie eines materiellen Punktes zuwenden, wollen 
wir in diesem Paragraphen einige kinematische 
Eigenschaften der harmonischen Schwingung be- 
trachten. 

Wir wollen uns einen Kreis. vom Radius a vorstellen (Abb. 51) und ziehen durch 
das Zentrum O dieses Kreises zwei zueinander senkrechte Durchmesser A’A und B’B 
sowie den Radius ON und fällen von dem Punkte N aus das Lot NM auf die Gerade. 
4A’A. Wir stellen uns vor, daß sich der Radius ON gleichförmig um den Punkt O mit 
einer konstanten Winkelgeschwindigkeit K dreht. Dann wird sich der Punkt M längs 
der Geraden A’A bewegen, und zwar führt er um den Punkt O herum : Schwingungen 
aus. Diese Bewegung des Punktes M wird harmonische Schwingung genannt. 

Wir wollen jetzt die Gleichung der harmonischen Schwingung aufstellen. 

. Wir wählen die Gerade A’A als x-Achse und als ihren Ursprung den Punkt O; in 
diesem Falle ist OM = x. Die Koordinate x soll als Funktion der Zeit t ausgedrückt 
werden. 

"Wir bezeichnen den Winkel, der durch den sich drehenden Radius ON mit dem 
festen Radius OB’ gebildet wird, mit @, legen die Lage ON, des Radius ON zur Zeit 
t = 0 fest und bezeichnen &' B’ON, mit ß. Dann gilt: 


Andererseits ergibt sich aus dem Dreieck ONM 


ct=asingp. 
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Setzen wir hier den Wert für o ein, so erhalten wir: 
«= asin(kt +Bß). 


Das ist die Gleichung der harmonischen Schwingung. 

Die Konstante «a ist die Größe der größten Abweichung des Punktes M von seiner 
mittleren Lage 0. Diese Größe heißt die Amplitude der Schwingungen des Punktes M. 
Wir bemerken, daß die Amplitude stets eine positive Größe ist. 

Der Winkel $=kt+ß heißt Phase der Schwingungen des Punktes M. Der: 
Winkel $# (d.h. der Wert der Phase o für i = 0) heißt die Anfangsphase. 

Die Konstante k heißt die Kreisfreguenz der Schwingungen. Die Schwingungsdauer 
T ist die Zeit, während der der Punkt M zwei Schwingungsbogen ausführt. Wir 
finden die Schwingungsdauer des Punktes M, wenn wir bemerken, daß der sich 
drehende Radius ON in der Zeit 7 eine volle Umdrehung ausführt, d. h., sich um den 
Winkel 2 » dreht. Da sich der Radius ON gleichförmig mit der Winkelgeschwindig- 
keit k dreht, erhalten wir | 


kT=2x 

und daraus 
7 2a 
BZ 


Die Anzahl der Schwingungen des Punktes M in einer Sekunde oder die Frequenz 
der Schwingungen ist gleich 


Daraus ist zu ersehen, daß die Kreisfrequenz %k gleich der Schwingungszahl multi- 
pliziert mit 2 x ist. Im weiteren werden wir der Kürze halber die Kreisfrequenz ein- 
fach Frequenz nennen. 


$S 32. Die freien Schwingungen eines materiellen Punktes 


Wir wollen uns einen materiellen Punkt M vorstellen (Abb. 52), der sich gerad- 
linig unter der Einwirkung einer Kraft % bewegt, die den Punkt M an das feste Zen- 
trum O heranzieht, das auf der geradlinigen Bewegungsbahn des Punktes M liegt. Die 
Größe der Kraft % sei proportional dem Ab- | 
stand des Punktes M vom Zentrum O, so daß 0 EM 


Ze 
F=c:OM | zZ 


Abb. 52 
ist, wobei c ein konstanter Koeffizient ist. 

Fällt der materielle Punkt M mit dem Punkt O zusammen, so verschwindet die 
Kraft %. Folglich ist der Punkt O die Gleichgewichtslage des materiellen Punktes M. 
Wenn der Punkt M aus der Gleichgewichtslage O gebracht ist, wirkt auf ihn die 
Kraft %, die bestrebt ist, den Punkt M in die Gleichgewichtslage zurückzuführen, das 
Gleichgewicht wiederherzustellen. Wir wollen vereinbaren, die Kraft % der Kürze 
halber die Rückstellkraft zu nennen. 


6* 
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Wir wollen uns vorstellen, daß der materielle Punkt M aus der Gleichgewichtslage O 
gebracht und darauf sich selbst überlassen ist, d. h. der Wirkung der Rückstellkraft % 
überlassen ist, und untersuchen, wie die Bewegung des Punktes M sein wird. Nehmen 
wir an, daß der Punkt M nach rechts aus der Gleichgewichtslage O gelenkt ist. 
Unter der Einwirkung der nach links gerichteten Kraft % beginnt der Punkt M sich 
nach links zu bewegen. Hat der Punkt M die Gleichgewichtslage O erreicht, so bleibt 
er hier nicht stehen; denn er besitzt eine gewisse Geschwindigkeit und bewegt sich 
weiter nach links. Da aber die Kraft % nun schon nach rechts gerichtet ist, verlang- 
samt sich unter der Einwirkung dieser Kraft die Bewegung des Punktes M. In einem 
gewissen Augenblick. wird seine Geschwindigkeit zu Null, und danach fängt der 
Punkt M an, sich nach rechts zu bewegen. Beim Erreichen der Gleichgewichtslage O 
bleibt der Punkt M wiederum nicht stehen, er setzt seine Bahn fort, bis seine Ge- 
schwindigkeit unter der Einwirkung der wieder nach links gerichteten Kraft % ver- 
schwindet. Darauf wiederholt sich der ganze beschriebene Prozeß von Anfang an. 
Wir’ sehen, daß unter der Einwirkung der Rückstellkraft % der materielle Punkt 
M eine Bewegung von schwingendem Charakter um die Gleichgewichtslage O aus- 
führt. Diese unter der Einwirkung der Rückstellkraft ausgeführten Schwingungen 
nennt man freie Schwingungen des matervellen Punktes. | 

Wir wenden bei der Untersuchung dieser freien Schwingungen die Integrations- 
methode für die Differentialgleichung der Bewegung eines materiellen Punktes an. 

‚Wir wählen die geradlinige Bewegungsbahn des Punktes M als x-Achse und legen 
als Koordinatenursprung die Gleichgewichtslage O fest, so daß OM = x ist. Die 
Differentialgleichung der Bewegung des Punktes M lautet dann: 


mäi=—F. 
Es ist aber F = cz, folglich ist 
mME=—C%. 
Wir bringen das im rechten Teil der Gleichung stehende Glied nach links hinüber 
und dividieren die Gleichung durch m. Führen wir die Bezeichnung 


AR 
. [ Mm 
ein, so erhalten wir: 


Z+ktı=0. (1) 

Das ist die Differentialgleichung der freien Schwingung des materiellen Punktes. 
Wir wenden uns ihrer Integration zu. 

Wir haben eine lineare homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizien- 
ten gewonnen. Die Integrationsmethode für eine solche Gleichung ist aus dem Lehr- 
gang der Integration von Differentialgleichungen bekannt. 

Die charakteristische Gleichung 


2-- MR—=0( 
hat die beiden Wurzeln 2, = + tk, 2, = — tk. Folglich ist die allgemeine Lösung 
der Gl. (1) BEE 
x = Cjcoskt + (ysinkt, (2) 


wobei 0, und C, die Integrationskonstanten sind. 
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Um uns klarzumachen, welche Bewegung die gewonnene Gl. (2) aus drückt, 
wollen wir dieser Gleichung eine andere Form geben. Wir führen an Stelle der Kon- 
stanten 0, und C, zwei neue willkürliche Konstanten a und £ ein, indem wir 


Cı=asinß, C,=acosß 
setzen. ' 
Setzen wir die Werte für ©, und (, in Gl. (2) ein, so erhalten wir 


= asin(kt-+P). (3) 


Das ist die Gleichung der harmonischen Schwingungen. Die freien Schwingungen 
des materiellen Punktes, die unter der Einwirkung einer Rückstellkraft ausgeführt werden, 
sind also harmonische Schwingungen!. | 

Die Amplitude a und die Anfangsphase ß dieser Schwingungen werden als willkür- 
liche Konstanten aus den Anfangsbedingungen bestimmt. Wir nehmen an, daß zur 
Zeit t = 0 die Koordinate x und ihre Ableitung & die Werte x, und &, haben. Damit 
sind die Anfangslage und die Anfangsgeschwindigkeit des Punktes M bestimmt. 
Durch Differentiation der Gl. (3) erhalten wir: 


i=ak cos (kt +). 
Mit # = 0 in der soeben gewonnenen Gleichung und der Gl. (3) ergibt sich: 


x, = asinß, &,=akcosß. 


:2 
#9 
2 0 
Ad = nu x Ss, 
| a 


Die Anfangsphase ß wird eindeutig durch die Gleichung 


Daraus folgt: 


gß= 


To 


und die Vorzeichen von sin ß und cos ß bestimmt. 

Es ist sehr wichtig, festzustellen, daß die Frequenz k und folglich auch die Schwin- 
gungsdauer T der freven Schwingungen nicht von den Anfangsbedingungen abhängen. 
Die Frequenz hat den Wert | 

k= y: 5 
M 


während die Schwingungsdauer nach 


bestimmt wird. 


'1 Wir erinnern daran, daß wir die Größe der Rückstellkraft % als proportional dem Abstand OM voraus- 
setzten. Bai einer anderen Abhängigkeit zwischen der Rückstellkraft und dem Abstand OM wären die freien 
Schwingungen nicht harmonisch. 
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Wie ersichtlich, hängen die Frequenz und die Schwingungsdauer der freien Schwin- 
gungen nur von der Masse des materiellen Punktes und vom Koeffizienten c der 
Rückstellkraft ab. Die Schwingungsdauer vergrößert sich bei Vergrößerung der Masse 
und verringert sich bei Vergrößerung des Koeffizienten c. 
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Bei der Untersuchung von freien Schwingungen wird die Aufgabe gewöhnlich auf die 
Errechnung der Frequenz oder der Schwingungsdauer dieser Schwingungen zurück- 
geführt. Bei einer solchen Aufgabenstellung erfordert die Lösung nur die Aufstellung 

der Differentialgleichung der Bewegung eines materiellen Punktes 

DL und ihre Überführung in die Form 


A 
i+Rxe=0, 


Hieraus findet man unmittelbar die Frequenz %, während sich 
die Schwingungsdauer nach der Gleichung 


Ds) 
DD 
a 


0 
errechnet. 
zE 


M Beispiel 10. Die Masse M vom Gewicht P ist mit einer elastischen 
Schraubenfeder an dem festen Punkt A aufgehängt (Abb. 53). 
2 Wenn sich die Masse in Ruhe befindet, ist die Verlängerung der 
Feder gleich f. Es soll die Schwingungsdauer der Schwingungen der 
= Masse bei kleinen Ausschlägen aus der Gleichgewichtslage ermittelt 
| werden. 
Abb. 53 Wir nehmen an, daß der Abschnitt AB (Abb. 53) die Länge der nicht 
gedehnten Feder darstellt und daß der Punkt O die Gleichgewichtslage 
der an der Feder hängenden Masse M ist, so daß BO = [ ist. Wir stellen uns vor, daß 
die Masse M aus der Gleichgewichtslage gebracht und sich dann selbst überlassen wird. 
Unter der Einwirkung der elastischen Reaktion der Feder wird sie Schwingungen um 
die Gleichgewichtslage ausführen, deren Differentialgleichung wir aufstellen wollen. 

Wir wählen die vertikale geradlinige Bewegungsbahn des Punktes M als x-Achse und 
legen als Koordinatenursprung die Gleichgewichtslage O fest (es ist bei der Aufstellung 
der Differentialgleichung der freien Schwingungen immer zweckmäßig, den Koordinaten- 
ursprung in die Gleichgewichtslage zu legen). In diesem Falle ist OM =. Auf die Masse M 
wirken zwei Kräfte: die Schwerkraft ® und die elastische Reaktion %. Die Differential- 
gleichung der Bewegung der Masse M ist 


mi=P-F, 
Die Größe der elastischen Reaktion der Feder F ist proportional der Verlängerung der 
Feder BM, so daß 
F=c-BM 


ist, wobei c ein konstanter Koeffizient ist. - 
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Wenn wir diesen Ausdruck in die vorhergehende Gleichung einsetzen und beachten, 
daß BM = f + xist, erhalten wir 


mäö=P-—-.c(f+e). 


Der Koeffizient ce im Ausdruck der elastischen Reaktion der Feder läßt sich leicht 
bestimmen, wenn das Gewicht der Masse P und die Verlängerung / der Feder bekannt sind, 
die der Gleichgewichtslage der Masse entsprechen (wir werden diese Verlängerung / die 
statische Verlängerung nennen). 


Wenn die Masse M sich in der Gleichgewichtslage O befindet, müssen die angreifenden 
Kräfte P und F sich gegenseitig aufheben, d. h., sie müssen der Größe nach gleich sein. 
Da die Verlängerung der Feder in diesem Fall BO = fist, hat die elastische Reaktion 
der Feder in der Gleichgewichtslage den Wert F = cf, und die Gleichgewichtsbedingung 
der Masse nimmt die Form 


Peel 
an, woraus wir 
P 
= — 
f 


finden. 


Setzen wir diesen Wert c in die Differentialgleichung der Bewegung der Masse M ein, 
so erhalten wir: 


ma=P- Z(l+a)=- 3. 


Bringen wir das auf der linken Seite der Gleichung stehende Glied nach rechts hinüber 
und dividieren die Gleichung durch m, so finden wir 


| 9 
+ Zr. 
i 


Wir haben damit eine Gleichung von der Form erhalten, die im vorhergehenden Para- 
graphen betrachtet wurde. Hieraus schließen wir, daß die Schwingungen der Masse M 
harmonische Schwingungen sind. Die Frequenz k dieser Schwingungen hat den Wert 


k— V+ 
} 


während die Schwingungsdauer T durch 


bestimmt wird. 
Wenn z.B. {= 5emist, dann ist 


T=2 > 0.449 
= FR — S er 
"Va 


Die von uns gegebene Gleichung für die Schwingungsdauer 


7-22) 7 
g 
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hat nicht nur für das gegebene Beispiel eine Bedeutung. Sie ist auch in allen den Fällen 
anwendbar, wo die durch eine elastische Verbindung gehaltene Masse Schwingungen um 
ihre Gleichgewichtslage herum ausführt. Der Buchstabe f bezeichnet dabei die statische 
Deformation, die der Gleichgewichtslage entspricht. 

Wenn z. B. die statische Dürchbiegung von Waggonfedern {= 5cm beträgt, dann ist 
die Schwingungsdauer des Waggonkastens auf den Federn! gleich 


Wenn die auf einem Träger liegende Masse eine statische Durchbiegung des Trägers / = 
1 mm hervorruft, dann ist die Schwingungsdauer des mit dieser Masse belasteten Trägers 
gleich en 
T=2 2 0,0634 

u u 1 981 = Ss. 


Wir erhalten dieses Resultat, indem wir die auf dem Träger liegende Masse als einen 
materiellen Punkt betrachten und die Masse des Trägers selbst vernachlässigen. Im Ab- 
schnitt II des Lehrbuches wird gezeigt werden, auf welche Art man den Einfluß der 
Masse des Trägers auf die Schwingungsdauer berücksichtigen kann. 


Beispiel 11. Schwingungen eines mathematischen Pendels bei kleinen Ausschlägen. 
Im $ 30 wurde die annähernde Differentialgleichung des mathematischen, Pendels für 
kleine Ausschläge aufgestellt: 
q 
ee. 
wobei @ der Abweichungswinkel des Pendels von der vertikalen Gleichgewichtslage und 
I! die Länge des Pendels ist. Wie wir sehen, haben wir es hier mit einer Gleichung von der- 


selben Form wie bei der Gleichung der freien Schwingungen zu tun, die wir im vorher- 
gehenden Paragraphen integrierten. Wir schließen daraus, daß die Schwingungen Ss 


mathematischen, Pendels für kleine Ausschläge harmonische Schwingungen sind, daß n 


das Quadrat ihrer Frequenz ist und daß die Schwingungsdauer 7 dieser Schwingungen 


durch die Gleichung 
I 
7-22} (1) 
bestimmt wird. 

‚Die Differentialgleichung ist unter der Voraussetzung aufgestellt, daß die Schwingungs- 
ausschläge des Pendels äußerst klein sind. Es zeigt sich jedoch, daß durch die Gl. (1) die 
Schwingungsdauer des Pendels auch in den Fällen hinreichend genau bestimmt wird, in 
denen die Amplitude seiner Schwingungen nicht sehr klein ist. Wenn die Schwingungs- 


amplitude des Pendels nicht klein ist, dann werden seine Schwingungen durch die Diffe- 
rentialgleichung 


+ = sin 9 = 0 
bestimmt (siehe $ 30). 


ı Wir betrachten hier senkrechte Schwingungen des Waggonkastens ohne Rotation. DerWaggonkasten 
kann auch Schwingungen rotierenden Charakters ausführen. Die Bestimmung der Periode solcher Schwin- 
gungen erfordert Erwägungen, die zur Dynamik des mechanischen Systems gehören. 
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Die Integration, dieser Gleichung führt zu der folgenden genauen Formel für die 
Schwingungsdauer des Pendels: 


IT 
er 2 
I du 
:g a 
1 — sin? — sin? u. 
2 j 
0 


wobei « der größte Ausschlagswinkel. des Pendels aus der Vertikalen, d.h. seine Schwin- 
gungsamplitude ist. Wir bemerken, daß wir im Fall eines kleinen «& die Größe sin? z sin? u 
unter dem Integralzeichen in der Gl. (2) vernachlässigen können. Das Integral geht dann 
in, — über, und wir kehren zu der annähernden Gl. (1) zurück. 


Das in der Gl. (2) enthaltene Integral ist ein elliptisches Integral erster Gattung. Wenn 
man, dieses Integral mit Hilfe der vorhandenen Tabellen! errechnet, kann man sich 
leicht überzeugen, daß für eine 30° nicht übersteigende Amplitude & der nach der an- 
nähernden Gl. (1) ermittelte Wert der Schwingungsdauer sich von dem nach der genauen 
Gl. (2) errechneten um nicht mehr als 2% unterscheidet. Für Amplituden «, die 10° nicht 
übersteigen, überschreitet der Fehler der annähernden Gl. (1) nicht 0,2%. 
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Wir wollen uns einen materiellen Punkt M vorstellen, der sich unter der Wirkung 

der angreifenden Kräfteim Gleichgewicht befindet. Das Gleichgewicht des Punktes M 
heißt stabil, wenn bei einer genügend kleinen Abweichung des Punktes M von der 
Gleichgewichtslage die angreifenden Kräfte bestrebt sind, den Punkt in die Gleich- 
gewichtslage zurückzuführen. Wenn aber bei einer beliebig kleinen Abweichung des 
Punktes M von der Gleichgewichtslage die angreifenden Kräfte bestrebt sind, ihn 
von dieser Lage zu entfernen, dann heißt das Gleichgewicht des Punktes M labil. 
. Im $ 32 haben wir angenommen, daß, wenn der Punkt M aus der Gleichgewichts- 
lage O gebracht ist, auf denselben die Rückstellkrait % wirkt, die bestrebt ist, den 
Punkt M in die Gleichgewichtslage O zurückzubringen. Folglich war die Gleich- 
gewichtslage O in diesem Fall die Lage des stabilen Gleichgewichts. Wir haben ge- 
sehen, daß der materielle Punkt, nachdem er aus der stabilen Gleichgewichtslage 
gebracht und der Wirkung der Rückstellkraft überlassen war, eine schwingende Be- 
wegung um die Gleichgewichtslage herum ausführt. Wenn man aber den materiellen 
Punkt aus der labilen Gleichgewichtslage bringt und der Einwirkung der angreifenden 
Kräfte überläßt, wird der materielle Punkt sich so bewegen, daß er sich immer mehr 
von der Gleichgewichtslage entfernt. 

Hieraus folgt, daß man den Charakter des Gleichgewichts nach dem Charakter 
der Bewegung beurteilen kann, die der materielle Punkt ausführt, wenn er aus der 
Gleichgewichtslage gebracht ist. Wenn diese Bewegung eine schwingende ist, haben 


! Die Tabellen der elliptischen Integrale befinden sich in der Tabellensammlung von E. Jahnke und 
F, Emde: ‚Tafeln höherer Funktionen“, Leipzig 1948, und in anderen Nachschlagewerken. 
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wir es mit dem stabilen Gleichgewicht zu tun, wenn aber der aus der Gleichgewichts- 
lage gebrachte materielle Punkt sich so bewegt, daß er sich von dieser Lage entfernt, 
dann ist das untersuchte Gleichgewicht labil. 

Wir wollen die Bewegung des aus der labilen Gleichgewichtslage gebrachten mate- 
riellen Punktes etwas näher betrachten. 

Wir setzen voraus, daß auf den materiellen Punkt M (Abb. 54) die Kraft %, ein- 
wirkt, die. den Punkt M vom festen Zentrum O abstößt und die der Größe nach 
proportional dem Abstand des Punktes M vom Zentrum O ist, so daß 


I c,OM 


ist, wobei c, ein konstanter Koeffizient ist. 
Wenn der Punkt M sich in der Lage O befindet, ist die Kraft %, gleich Null 
Folglich ist der Punkt O die Gleichgewichtslage des materiellen Punktes M. Wenn 
der Punkt M aus der Gleichgewichtslage O ge- 
D M 5 bracht ist, dann ist die Kraft %, bestrebt, ihn 


B x „ 7 yon dieser Lage weiter zu entfernen. Folglich 


haben wir hier einen Fall des labilen Gleich- 
nn: gewichtes. 


Wir stellen uns vor, dab der materielle Punkt M aus der Gleichgewichtslage O 
gebracht und der Wirkung der Kraft %, überlassen ist. Wir setzen voraus, daß sich 
der Punkt M unter der Einwirkung. dieser Kraft geradlinig bewegt (auf der Geraden, 
die durch den Punkt O geht) und stellen die Differentialgleichung dieser geradlinigen 
Bewegung auf. 


Wir wählen die geradlinige Bewegungsbahn des Punktes M als x-Achse und legen 
den Koordinatenursprung in die Gleichgewichtslage O, so daß OM = x ist. Damit 
ergibt sich die Differentialgleichung der Bewegung 


oder, wenn wir f} = 6, ' UM = cz annehmen, 
mm 6X. 


Wir übertragen das Glied c,x”auf die linke Seite der Gleichung und dividieren 
durch m. Führen wir die Bezeichnung 


ein, so erhalten wir 


Das ist eine homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. 
Die ihr entsprechende charakteristische Gleichung lautet 


2—-M=0, 


sie 'hat die Wurzeln, = +k,2 = — k. 
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Folglich ist die allgemeine Lösung der Gleichung (1) 


t — kt 
= (yet +(,e a ’ 


wobei C, und O, willkürliche Konstanten sind. 

Im gewonnenen Ausdruck nähert sich das zweite Glied, das den Faktor e” 
enthält, mit anwachsendem i dem Wert Null, das erste Glied aber vergrößert sich im 
Laufe der Zeit unbegrenzt. Folglich wächst auch die Koordinate x im Laufe der Zeit 
unbegrenzt. Der Punkt M entfernt sich unbegrenzt aus seiner Gleichgewichtslage. 


Wenn wir die Gleichung (1) mit der Differentialgleichung M 
der freien Schwingungen G 


kıt 


£+Mx=0 


vergleichen, die im $ 32 aufgestellt wurde, bemerken wir, daß 
diese Gleichungen sich nur durch das Vorzeichen des Ko- 
effizienten von x unterscheiden. Daraus geht folgendes Ver- 
fahren zur Lösung der Frage nach dem Charakter des Gleich- 
gewichtes eines materiellen Punktes hervor: 


Um zu untersuchen, ob das Gleichgewicht des materiellen Ans. 55 
Punktes stabil ist oder nicht, stellen wir uns vor, daß der 
materielle Punkt aus seiner Gleichgewichtslage gebracht ist, und stellen die Differential- 
gleichung der Bewegung des gegebenen Punktes auf. Wenn diese Gleichung die Form 


&+br=0 


hat, wobei x die von der Gleichgewichtslage aus zählende Koordinate und 5 ein 
konstanter Koeffizient ist, dann wird durch das Vorzeichen des Koeffizienten b die Ant- _ 
wort auf die gestellte Frage bestimmt. Wenn b > 0 ist, haben wir es mit dem stabilen 
Gleichgewicht zu tun. Zugleich bestimmt die Größe b das Quadrat der Schwingungs- 
frequenz in der Nähe der Gleichgewichtslage. Ist aber b < 0, so ist das untersuchte 
Gleichgewicht labil. 

Wir wollen die geäußerte Erwägung auf den Fall des sogenannten astatischen Pen- 
dels anwenden. Das gewöhnliche Pendel, das aus der schweren Masse M vom Gewicht 
P und dem Stabe OM von der Länge I besteht und die feste Drehachse O besitzt, ist 
umgekehrt aufgestellt und wird in dieser Stellung von zwei gleichen Federn gehalten, 
deren äußere Enden unbeweglich. befestigt sind (Abb. 55); ein Pendel dieser Kon- 
struktion heißt ein astatisches Pendel. Es soll die Stabilitätsbedingung der vertikalen 
Gleichgewichtslage des Pendels klargestellt und die Schwingungsdauer bei kleinen 
Ausschlägen in der Nähe der Gleichgewichtslage bestimmt werden. 


Wir stellen uns vor, daß das Pendel aus der vertikalen Gleichgewichtslage um einen 
kleinen Winkel ausgelenkt wird und dann sich selbst überlassen ist. Wir 
wollen seine Bewegung untersuchen und werden dabei voraussetzen, daß der durch 
den Stab OM und die Vertikale gebildete Winkel während der ganzen Zeit der Be- 
wegung klein bleibt. Natürlich wird sich dieser Winkel im Laufe der Zeit vergrößern, 
wenn die vertikale Gleichgewichtslage des Pendels labil ist. In jedem Fall bleiben die 
weiteren Berechnungen richtig, solange der erwähnte Winkel klein bleibt. 
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In der Abb. 56 ist das Pendel in einem gewissen Augenblick während seiner Be- 
wegung dargestellt. Wir bezeichnen den durch den Stab OM mit der Vertikalen 
gebildeten variablen Wınkel mit @ und stellen uns ihn klein vor. Der Körper:M, den 
wir als materiellen Punkt betrachten (die Masse des Stabes OM vernachlässigen wir), 
wird durch die Schwerkraft B und die Resultierende % der elastischen Reaktionen 
der beiden Federn beansprucht, von denen die eine zusammengedrückt, die andere 
gedehnt ist. Zum Aufstellen der Differentialgleichung der Bewegung des Pendels 
benutzen wir den Momentensatz, indem wir die Momente auf die Drehachse O be- 
| ziehen. Die Geschwindigkeit des Punktes M ist gleich Io, seine 

M DBewegungsgröße mio; das Moment der Bewegungsgröße in bezug 
auf die Achse O ist gleich ml?$. Die Momente der Kräfte B und % 
| in bezug auf dieselbe Achse (bei einem kleinen Winkel 9) sind gleich 
x Plo und —Fl. Nach dem Momentensatz erhalten wir 


mPö=Plpy-—Fl. 


Die Abweichung des Punktes M von der Gleichgewichtslage ist 
gleich Ip. Diese Abweichung ist gleich der Verkürzung der einen 
Abb. 56 Feder und der Verlängerung der anderen. Die elastische Reaktion 

der Feder ist proportional der Verkürzung oder der Verlängerung 
der Feder, d. h., sie ist gleich clo, wobei c ein konstanter Koeffizient ist. Da die 
Reaktionen beider Federn nach einer Seite gerichtet sind, ist die Resultierende % 
dieser Reaktion der Größe nach 


0 


F=2clvp. 
Setzen wir diese Größe F in die vorhergehende Gleichung ein, so erhalten wir: 
mMEö=Plo-2clp. 


Bringen wir alle Glieder auf die linke Seite der Gleichung und dividieren die Glei- 
chung durch ml?, so finden wir: 


Hieraus schließen wir, daß die vertikale Gleichgewichtslage des Pendels stabil. ist, 
wenn 


2 
m D 
oder p 
CD 
9] 


ist1, 
Durch diese Bedingung werden die Abmessungen und die Konstante der Federn 
bestimmt, die zur Gewährleistung der Stabilität des Pendels notwendig sind. Wenn 


ı Anm. der deutschen Redaktion: Im deutschen Sprachgebrauch benutzt man ‚‚astatisches Pendel‘ 


nur für.den Grenzfallc = 37 
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wir diese Bedingung als erfüllt voraussetzen, gilt für die Schwingungsdauer des 
Pendels bei kleinen Schwingungsamplituden die Gleichung 


27 nl 
T= —— 2% Eee ent 
Ic g 2ch— P 


m I 


Bei entsprechender Wahl des Koeffizienten ce können wir die Schwingungsdauer T 
beliebig groß machen. 

Dieser Eigenschaft des astatischen Pendels bedient man sich in der Seismometrie 
(WıEoHErT-Pendel), worüber ausführlicher im 8 41 berichtet wird. 


$ 35. Die erzwungenen Schwingungen eines materiellen Punktes. 
Die Resonanz 


Wir haben gesehen, daß freie Schwingungen eines materiellen Punktes dann statt- 
finden, wenn auf den materiellen Punkt, nachdem er durch irgendeine äußere Ur- 
sache aus der stabilen Gleichgewichtslage gebracht ist, eine Rückstellkraft einwirkt. 


Wenn die das Gleichgewicht störende Ursache 
während der ganzen Zeit der Bewegung des 0 BE AR 
materiellen Punktes nicht aufhört zu wirken, 
haben wir es mit erzwungenen Schwingungen 
des materiellen Punktes zu tun. 


Wir stellen uns den materiellen Punkt M vor (Abb. 57), der eine geradlinige Be- 
wegung unter der Einwirkung zweier angreifender Kräfte ausführt: der Rückstell- 


kraft %, deren Größe F=c-OM ist und die nach der Gleichgewichtslage O hin 
gerichtet ist, und der Kraft ©, welche die Größe und die Richtung periodisch ver- 
ändert, indem sie den Punkt M bald nach der einen, bald nach der anderen Seite 
bewegt. Diese Kraft S, die ununterbrochen das Gleichgewicht des Punktes M stört, 
werden wir der Kürze halber die Erregerkraft! nennen. 

Wir wählen die geradlinige Bewegungsbahn des Punktes M als x-Achse und legen 
den Koordinatenursprung in die Gleichgewichtslage O, so daB OM = z ist. 

Die Größe und die Richtung der Rückstellkraft % hängen von der Lage des Punktes M 
ab. Die Größe und die Richtung der Erregerkraft © setzen wir als unabhängig von 
der Lage des Punktes M voraus. Die Kraft © verändert im Laufe der Zeit periodisch 
ihre Größe und ihre Richtung nach einem im voraus gegebenen Gesetz. Dieses Gesetz 
der Veränderung der Kraft S kann sehr verschiedenartig sein. Wir beschränken uns 
hier auf die Betrachtung des einfachsten Falles: Wir setzen voraus, daß sich die 
Kräft © im Laufe der Zeit nach der einfachsten periodischen Funktion verändert, und 
zwar nach der Sinusfunktion, so daß die Projektion der Kraft © auf die z-Achse 
gleich 


$= Hsin(pt + ö) (9) 
ist. 


I Deutscher Ausdruck auch ‚‚Störkraft‘“ (Anmerkung der deutschen Redaktion). 
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Hierin sind 7,» und ö gegebene konstante Größen. Wir werden 7 > 0 annehmen. 
Es ist klar, daß 7 der Maximalwert der Kraft © ist. Der Betrag der Kraft © ver- 
ändert sich gemäß der Gl. (1) in den Grenzen von — H bis + H. Die Größe pt + 6 
kann als Phase der veränderlichen Kraft © bezeichnet werden; 6 ist die Anfangsphase. 
Die Konstante p werden wir die Kreisfrequenz der veränderlichen Kraft © nennen; 
die Schwingungsdauer x dieser Veränderung ist 

27 


De 


P 


Wir wollen die durch den materiellen Punkt M ausgeführte Bewegung bei gleich- 
zeitigem Wirken der Rückstellkraft % und der Erregerkraft S& untersuchen. 


Es gilt die Differentialgleichung der Bewegung 
mö=-—-F-+S 
oder, wenn wir die Werte für F und S substituieren, 
mäö=— ex + Hsin (pt + ö). 


Wir bringen das Glied cx auf die linke Seite der Gleichung und dividieren die 
Gleichung durch m. Führen wir die Bezeichnungen 


H 
Er | eu 


Mm M 


ein (wobei wir bemerken, daß, da ZH > 0,.auch h > 0 ist), so erhalten wir: 
+2 =hsin(pt +6). (2) 


Das ist die Differentvalgleschung. der erzwungenen Schwingungen eines materiellen 
Punktes. 

Wir haben hier eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 
und einer Störfunktion vor uns. Es ist bekannt, daß sich die allgemeine Lösung einer 
solchen Gleichung zusammensetzt aus: 1. irgendeiner Partikulärlösung der ge- 
gebenen Differentialgleichung und 2. der allgemeinen Lösung der entsprechenden 
homogenen Differentialgleichung. 

Der Gl. (2) entspricht die homogene Differentialgleichung 


2+Rı=0. 
Die allgemeine Lösung dieser Gleichung ist uns bekannt. Sie kann in der Form 
2z=Cıjcoskt + O,sinkt 


oder 
<= asin(ki+ ß) 
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dargestellt werden, wobei O, und C, oder a und £ beliebige Konstanten sind. Die 
Lösung. wird auf die Ermittlung irgendeiner Partikulärlösung der Gl. (2) zurück- 
geführt. Wir werden diese Lösung (2) in folgender Form suchen: 


x = Bsin (pt +). 


Wir wollen sehen, ob es nicht möglich ist, die Konstante 5 so zu wählen, daß dieser 
Ausdruck die Gl. (2) befriedigt, d. h., daß sich bei seinem Einsetzen in die Gl. (2) 
diese in eine Identität verwandelt. | 


Setzen wir den obigen Ansatz anstatt x in die Gl. (2) ein, so erhalten wir 
— Bp2sin(pt +6)+k? Bsin(pi + ö)= hsin(pi + ö) 
oder | 
B(k2 — p2%)sin(pt. +6)=hsin(pt +). 


Diese Gleichung verwandelt sich in eine Identität, wenn 


B(k®— p2)=h 
ist, woraus 
h 
B= — 
| k2 — p% 
folgt. & 
Somit haben wir die folgende Partikulärlösung der Gl. (2) gefunden: 
ch 
- Rz (pt +). (3) 


Auf Grund des obigen Theorems aus der Theorie der linearen Differentialglei- 
chungen schließen wir,.daß die allgemeine Lösung der Gl. (2) in der Form 


z=(ıcoskt+C(, sinkt + By 


sin (pt + 6) (4) 
oder 


z=asin(kt+ß)+ sin (pt + ö) (5) 


h 
k2 — p2 


dargestellt werden kann, wobei C, und C, oder a und ß beliebige Konstanten sind. 

Die gewonnene Gl. (5) zeigt, daß der Punkt M eine zusammengesetzte Schwingungs- 
bewegung ausführt, die sich aus zwei harmonischen Schwingungen zusammensetzt. 
Das erste Glied der rechten Seite der Gl. (5) entspricht den uns bereits bekannten 
freien Schwingungen des Punktes M. Die dem zweiten Gliede dieser Gleichung ent- 
sprechenden harmonischen Schwingungen heißen erzwungene Schwingungen. 

Somit kommen wir zu dem folgenden Theorem: Bei gleichzeitigem Wirken der 
Rückstell- und der erregenden Kraft führt der materielle Punkt eine zusammengesetzte 
Schwingungsbewegung aus, die sich durch Überlagerung von freien und erzwungenen 
Schwingungen darstellt. 
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Die freien Schwingungen haben wir bereits im $ 32 untersucht. Wir wollen nochmals 
bemerken, daß die Amplitude a und die Anfangsphase ß dieser Schwingungen will- 
kürliche Konstanten sind und folglich aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden 
können. Die Schwingungsdauer der freien Schwingungen 7 wird durch die Frequenz k 
dieser Schwingungen nach 

oz 
berechnet. | 
Wir wenden uns dem erzwungenen Schwingungsanteil zu, der durch die Gleichung 


I 


h 
mp sin (pt + ö) (3) 
dargestellt wird. 

Wir bemerken zuvor, daß diese Gleichung keine willkürlichen Konstanten enthält. 
Daraus schließen wir, daß der erewungene Schwingungsanteu nicht von den Anfangs- 
bedingungen abhängt. 

Die Frequenz dieser Schwingungen p ist gleich der Frequenz der veränderlichen 
Erregerkraft ©. Folglich ist auch die Schwingungsdauer der erzwungenen Schwingungen 
gleich der Schwingungsdauer der veränderlichen Erregerkraft. 


Diese ist 


Aus Gl. (3) ist zu ersehen, daß die Amplitude der erzwungenen Schwingungen (wir 
bezeichnen sie mit A) bei p <k den Wert 


h 
Aero 2 
k2 Er p* er 
annımmt. 


Ist aber » > k, so sehen wir, wenn wir Gl. (3) in der Form 


h : 
ee (6) 


darstellen, daß in diesem Fall die Amplitude A durch 


h 


DEREN 
p2 — k2 


ausgedrückt wird. 


Wir vergleichen die Phase der erzwungenen Schwingungen mit der Phase der ver- 
änderlichen Erregerkraft. Wenn p<k, dann ist aus Gl. (3) zu ersehen, daß die Phase 
der erzwungenen Schwingungen pt -+ ö mit der Phase der Kraft S zusammenfällt. Wenn 
jedoch » > k, dann zeigt Gl. (6), daß sich in diesem Fall die Phase der erzwungenen 
Schwingungen pt + 6 — r von der Phase der Veränderungen der Kraft S um die 
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Größe m unterscheidet. Bezeichnen wir die Differenz zwischen der Phase der erTegen- 
den Kraft und der Phase der erzwungenen Schwingungen mit e, so erhalten wir für 
diese Differenz der Phasen folgende Werte: 


ee —=0 bei v<k, 
e=n bi p>Kk. 


Das bedeutet, daß im Fall» < %k die Projektion der Kraft S und die Verschiebung x, 
die durch die Gl. (1) und Gl. (3) bestimmt werden, stets dasselbe Vorzeichen haben. 
Im Fall» > k jedoch haben die Projektion der Kraft © und die Verschiebung x immer 
verschiedene Vorzeichen. Mit anderen Worten, wenn » < k, dann ist die Verschiebung 
des Punktes M stets nach der Seite gerichtet, nach welcher auch die Kraft © verläuft. 
Wenn aber p > k, dann ist die Richtung der Verschiebung des Punktes M stets ent- 
gegengesetzt zu der Richtung der Kraft ©. 

Wir vereinbaren, erzwungene Schwingungen, deren Frequenz p kleiner als die 
Frequenz % der freien Schwingungen ist, der Kürze halber ‚‚unterkritische erzwun- 
gene Schwingungen‘ zu nennen. Erzwungene Schwingungen mit der Frequenz p, 
die größer als die Frequenz k der freien Schwingungen ist, werden wir 
„überkritische erzwungene Schwingungen“ nennen. Wenn wir diese Ausdrücke 
einführen, können wir die soeben festgestellte Eigenschaft der erzwungenen Schwin- 
gungen auf folgende Art formulieren: Im Falle unterkritischer erewungener Schwin- 
gungen haben die erzwungenen Schwingungen und die erregende Kraft stets gleiche 
Phase, im Fall überkritischer erewungener Schwingungen dagegen haben die erzwunge- 
nen Schwingungen und die erregende Krait stets entgegengesetzte Phase. 

Wichtig ist die Betrachtung der Amplitude der erzwungenen Schwingungen. Wir 
haben gesehen, daß sie durch die Gleichungen 

h | 
A= TE bei p<k, | 
5 & 
A= er bi p>k | 
bestimmt wird. . 


Hieraus ist zu ersehen, daß die Amplitude A nicht nur von dem größten Werte Z 
abhängt, den die erregende Kraft © erreicht (wir wollen uns daran erinnern, dab | 


ZH. 
h = — ist), sondern auch von der Frequenz p dieser Kraft. Wir wollen untersuchen, 
Mm 


wie sich die Amplitude Ain Abhängigkeit von der Frequenz p verändert. 
Wir wollen der Frequenz p verschiedene Werte von O bis oo geben. Bezeichnen wir 


den Wert der Amplitude A beip = 0 mit A,, so ist 
| h 
A) = nr" 


Wir bemerken, daß die Größe A, nichts anderes ist, als die Auslenkung vom 
Punkte O, die der materielle Punkt M erhalten würde, wenn er sich im Gleichgewicht 
unter der Wirkung der Rückstellkraft % und der konstanten Kraft befände, deren 


7 Nikolai II 
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Größe gleich H ist, d. h. gleich dem größten Werte der variablen Kraft ©. Das Gleich- 
gewicht der Kräfte % und 9 verlangt, daß F=H oder cx = H ist, daher gilt 


Die erste der Gl. (7) zeigt, daß für O<p<k (d.h. im Fall [unterkritischer] 
erzwungener Schwingungen geringerer Frequenz) A > A, ist. Mit der Vergrößerung 
von p wächst die Amplitude A an. Bei p = k wird die Amplitude A unendlich groß. 

Bei p>k, also bei überkritischen erzwungenen Schwingungen, wird die Am- 
plitude A durch die zweite der Gln. (7) ausgedrückt. Mit der Vergrößerung von» 
nimmt die Amplitude A ab. Bei p = 0 haben wir A’= 4A,. Beip = © verschwindet 


A die Amplitude A. Es ist sehr wichtig, zu bemer- 
SCTLLIMILIIIIITI] ken, daß fürp = % der Wertfür A = ooist. Das 


KANN bedeutet, daß die Amplitude der erzwungenen 
I - TTT7 Schwingungen unbegrenzt anwächst, wenn p 
2 4 sich dem Werte k von unten oder oben her 


1} } nähert. Dieser Umstand wird so ausgedrückt, 
J daß man beip = k von Resonanz spricht. 
In der Tabelle 2 sind die Werte der Größe 


A F ; 
7 angeführt, die verschiedenen Werten — 


Abb. 58 


0 
entsprechen. Die Veränderung der Amplitude A in Abhängigkeit von der Ver- 
änderung der Frequenz i ist graphisch in der Abb. 58 dargestellt; auf der horizontalen 


Achse sind die Werte — — „ abgetragen, auf der vertikalen Achse die entsprechenden 
A 

Werte der Größe rn Die Punkte dieses Diagramms, die links von dem kritischen 

Werte 2 = 1 liegen, bei dem Resonanz stattfindet, entsprechen den unterkritischen 


erzwungenen Schwingungen; rechts von diesem Werte liegen die überkritischen er- 
zwungenen Schwingungen. 


Tabelle 2 

D 4 p 4 P 4 

k As k | A, % | A, 

0 1 | 0,9 5,263 1,6 0,641 
0,1 1,010 0,95 10,256 17 0,529 
0,2 1,042 1 % 1,8 0,446 
0,3 1,099 1,05 9,756 1,9 0,383 
0,4 1,190 1,1 4,762 2 0,333 
0,5 1,333 1,2 2,273 3 0,125 
0,6 1,562 1,3 1,449 5 0,042 
0,7 1,961 | 1,4 1,042 10 0,010 
0,8 2,778 1,5 0,800 0 0 
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Beip=k kann man die Differentialgleichung (2) schon nicht mehr befriedigen, 
wenn man 


x == Bsin (kt +6) 
setzt. 


In diesem Fall muß man die Partikulärlösung der Gl. (2) in der Form 
x = Bteos(kt +6) 
ansetzen. Setzen wir diesen Ausdruck anstatt x in die Gl. (2) ein, so erhalten wir: 


— 2 Bksin(kt + ö)= hsin(kt +8). 
Daraus folgt 
B— h 
Se 
Daher hat die allgemeine Lösung der Differentialgleichung der Bewegung folgende 
Form: 


h 
x = Cıeoskt + Oysin kt — a eos (kt +6). 


Dem Gliede, das den Ausdruck 2. cos (kt + 6) enthält, entspricht eine schwingende 
Bewegung mit ununterbrochen anwachsenden Ausschlägen. Die gewonnene Gleichung 
zeigt, daß im Resonanzfalle die Schwingungsausschläge des Punktes M unbegrenzt 
anwachsen. 


$S 36. Der Einfluß der Dämpfung auf freie Schwingungen. Die abklingenden 
Schwingungen 


Die in den $$ 32 und 35 dargelegte Theorie der freien und der erzwungenen Schwin- 
gungen stimmt im wesentlichen gut mit den Resultaten der Erfahrung überein. Doch 
erweist sich diese Theorie in zwei Beziehungen als unvollständig. 


Erstens zeigt die Erfahrung, daß sich die freien Schwingungen um die stabile 
Gleichgewichtslage herum, die unter der Einwirkung der Rückstellkraft entstehen, 
nicht endlos fortsetzen, vielmehr verringert sich nach und nach die Schwingungs- 
amplitude, die Schwingungen erlöschen allmählich. Diese Erscheinung des Erlöschens 
der Schwingungen ist in der im $ 32 dargelegten Theorie nicht vorgesehen. 

Zweitens, obgleich die Beobachtung eine sehr bedeutende Verstärkung der er- 
zwungenen Schwingungen im Resonanzfalle bestätigt, d. h., wenn die Frequenzen der 
freien und der erzwungenen Schwingungen zusammenfallen, wird bei Versuchen 
niemals jenes unbegrenzte Anwachsen der Schwingungsausschläge beobachtet, das 
wir im Resonanzfalle im $ 35 erhalten haben. 

Die soeben angeführte Abweichung obiger zwei Punkte zwischen der Theorie und 
der Praxis weist darauf hin, daß wir in der dargelegten Theorie irgendeinen Faktor 
‚nicht in Betracht gezogen haben, dessen Einfluß man die festgestellten Abweichungen 
der gegebenen Beobachtungen von den Ergebnissen der Theorie zuschreiben muß. 


Tr 
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Ein solcher Faktor ist die Dämpfung der Bewegung, die von einer Kraft herrührt, 
die der Bewegung entgegengesetzt gerichtet ist. Bei den beobachteten Verhältnissen 
der Schwingungen ist das Vorhandensein einer solehen Dämpfung unausbleiblich. Sie 
tritt in Form der Reibungskraft des Luftwiderstandes usw. auf. Wir wollen die oben 
dargelegte Theorie der Schwingungsbewegung durch die Untersuchung des Einflusses 
einer solehen Dämpfung vervollständigen. 

In diesem Paragraphen wollen wir den Einfluß der Dämpfung auf. die freien 
Schwingungen des materiellen Punktes untersuchen. 

Wir stellen uns den materiellen Punkt M vor (Abb. 59), der eine geradlinige Be- 
wegung unter der Einwirkung der Rückstellkraft % ausführt, die der Größe nach 
"F = c-OM ist und denselben nach der Gleichgewichtslage O hinzieht, und des Wider- 
standesR, der nach der Seite gerichtet ist, die der Bewegung des Punktes M entgegen- 

gesetzt ist. Die Abb. 59 ist unter der Voraus- 


N ERM setzung aufgebaut, daß sich der Punkt M im 

er gegebenen Augenblick von links nach rechts 
I bewegt. 

Abb. 59 Die Größe des Widerstandes R kann ver- 


schieden sein, je nach der physikalischen Natur 
dieser Kraft. Die Größe der Reibungskraft kann man (auf Grund des Gesetzes von 
Coulomb) als konstant annehmen. Der Luitwiderstand ist, wie wir im $9 gesehen 
haben, in ziemlich weiten Grenzen proportional dem Quadrat der Geschwindig- 
keit des sich bewegenden Körpers. Bei kleinen Geschwindigkeiten (kleiner als 0,2 m/s) 
muß man den Luftwiderstand als proportional der Geschwindigkeit annehmen. Im 
weiteren werden wir uns auf die Voraussetzung beschränken, daß die Größe des Wider- 
standes R proportional der Geschwindigkeit v des Punktes M ist; wir wählen diese 
Voraussetzung, da sie zu einfacheren Berechnungen führt. 


Setzen wir also 
R=&aV; 


wobei @ ein konstanter Koeffizient ist. 

Wir wollen jetzt die Differentialgleichung der Bewegung des Punktes M aufstellen 
und wählen dazu die geradlinige Bahn des Punktes M als x-Achse und legen den Koordi- 
natenursprung in die Gleichgewichtslage O, so daß OM = x ist. Es ergibt sich die 
Differentialgleichung der Bewegung 


mi=—-F-R 
oder, wenn wir die Größen der Kräfte F und R einsetzen und beachten, daßv = xist, 
mi=—cxı ai. 


Wir bringen die im rechten Teil der Gleichung stehenden Glieder nach links und 
dividieren die Gleichung durch m. Wenn wir die Bezeichnungen 


C & 
— MM, —-2N 
mn i 
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einführen, erhalten wir: 
Z+2n2+MRı=0. (1) 
Das ist die Differentialgleichung der freien Schwingung, ergänzt durch das vom 


Widerstand abhängige Glied. 


Die Integration dieser Gleichung kann nach der allgemeinen Regel der Integration 
homogener linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ausgeführt 
werden. Wir stellen die charakteristische Gleichung auf: 


212n2+2=0. (2) 
Ihre Wurzeln sind: 


1=—n+ Ym= Re, ,=—n—- m. 


Betrachten wir getrennt folgende zwei Fälle: 

1. Wir setzen voraus, daß n <k (oder, was das gleiche ist, « <2 Yme), und 
vereinbaren, diesen Fall als Fall der kleinen Dämpfung zu bezeichnen. 

In diesem Falle stellen wir die Wurzeln der charakteristischen Gleichung in folgen- 
der Form dar: 


1=—n+iyeon; = —n -iye—n. 


Die allgemeine Lösung der Gl. (1) wird sein: 


2 = e-nt (GC: cos (Vi —n2f) + C, sin (jr? m? )) ) 


wobei C, und CO, beliebige Konstanten sind. Wenn wir an Stelle dieser Konstanten 
neue willkürliche Konstanten « und 8 mit Hilfe der Gleichungen 


Cı=esinß, C,=acosß 


einführen, können wir die gewonnene Lösung auch in folgender Form darstellen: 


x = ae-risin (YR2— n?t+ ß) i (3) 


Die Konstanten « und $ in dieser Gleichung werden natürlich aus den Anfangs- 
bedingungen bestimmt. Die der gewonnenen Gleichung entsprechende Bewegung hat 
Schwingungscharakter, da die Koordinate x periodisch ihr Vorzeichen mit der 
Veränderung der in dieser Gleichung enthaltenen Sinusfunktion verändert. Der 
Faktor e-nt verringert sich im Laufe der Zeit; das Vorhandensein dieses Faktors 
bedingt die allmähliche Verringerung der Schwingungsamplitude!. Die durch die Gl. (3) 
bestimmten Schwingungen heißen gedämpfte Schwingungen. 


! Amplitude nennt man im Fall der gedämpften Schwingungen die Größe des äußersten Ausschlages des 
sich bewegenden Punktes nach der einen oder anderen Seite von der Gleichgewichtslage. In diesem Fall 
werden wir mit Schwingungsdauer oder Zeit einer vollen Schwingung den Zeitraum zwischen zwei auf- 
einanderfolgenden Durchgängen des Punktes durch die Gleichgewichtslage nach ein und derselben Seite be- 
zeichnen. Man kann zeigen, daß der Zeitraum zwischen zwei aufeinanderfolgenden äußersten Ausschlägen 
des Punktes nach ein und derselben Seite ebenfalls gleich der Schwingungsdauer ist. 
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Also führt der Punkt M im Fall eines kleinen Widerstandes gedämpfte Schwin- 
gungen aus. 
Die Frequenz dieser gedämpften Schwingungen ist gleich Yk®— n2; folglich ist die 
Schwingungsdauer T7' gleich Bu 
n 27 


em 


Während der Zeit einer vollen Schwingung verringert sich die Amplitude um 
e-nT; die Größe —n T nennt man logartihmisches Dekrement; den Koeffizienten n 


werden wir die Dämpfungskonstante nennen. 

Wir wissen, daß bei Fehlen einer Dämpfung die Schwingungsdauer der freien 
y Schwingungen (wir bezeichnen sie mit 7) 
Tp—7 | durch die Gleichung 


ausgedrückt wird. 
Vergleichen wir die Ausdrücke T und 
T,, so sehen wir, daß die Dämpfung die 
Schwingungsdauer der freven Schwingungen 
vergrößert. 
Abb. 60 Man muß jedoch bemerken, daß bei 
| einem kleinen n, d. h. bei einer kleinen 
Dämpfung, die Vergrößerung der Schwingungsdauer durch Einwirkung der Dämpfung 
unbedeutend ist. Indessen verläuft das Abklingen der Schwingungen auch bei sehr 
kleinen Widerständen sehr energisch. 
Nehmen wir z.B. n = 0,05 k an. In diesem Fall erhalten wir: 
7: 
—_ —1,00125,  e-nT = 0,7301. 
Lo 
Folglich unterscheidet sich im gegebenen Fall die Schwingungsdauer 7 von der 
Schwingungsdauer 7, nur um 0,125%,. Indessen verringert sich die Amplitude 
während der Zeit einer vollen Schwingung um mehr als 0,25 ihrer Größe. Nach 
Ablauf von zehn vollen Schwingungen ist die Amplitude nur noch 0,04304 ihres ur- 
sprünglichen Wertes. | 
Hieraus folgt, daß man bei der Errechnung der Schwingungsdauer der freien 
Schwingungen den Widerstand vernachlässigen kann, wenn. er nicht groß ist. Der 
Einfluß des Widerstandes drückt sich hauptsächlich in der Erscheinung des Abklin- 
gens der Schwingungen aus. 
Wir wissen, daß beim Fehlen eines Widerstandes die freien Schwingungen harmo- 
nisch sind und durch die Gleichung 


z=asin(kt+ 4 
bestimmt werden. ß) (4) 
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In der Abb. 60 ist diese Schwingungsbewegung graphisch dargestellt. Auf der 
horizontalen Achse sind die Werte der Zeit i abgetragen, auf der vertikalen Achse 
die entsprechenden der Koordinate x. Die dargestellte Kurve ist eine Sinuskurve, 
die der Gl. (4) entspricht. 

In der Abb. 61 ist die Kurve der abklingenden (gedämpften) Schwingung dargestellt, 
die der Gl. (3) entspricht; diese Darstellung gilt für den Fall n = 0,05 k. In Abb. 61 sind 
die Kurven gestrichelt dargestellt, die den Gleichungen x = «e-nt und x = — ve-nt 
entsprechen. Es läßt sich leicht erkennen, daß die Kurve der abklingenden Schwin- 
gungen zwischen diesen zwei Kurven verläuft und dieselben abwechselnd berührt. 


Für beide Kurven (Abb. 60 und 61) ist $ = 45° angenommen. 

2. Wir betrachten nun den Fall 
n>k (oder, was dasselbe ist, 
«>2Yme). Diesen Fall werden 
wir den Fall der großen Dämpfung 
nennen. 

Die charakteristische Gl. (2) hat 
die Wurzeln: 


a=—n+ Ym—r, 


Abb. 61 


nu N— Yn2 — k2, 


Die allgemeine Lösung der Gl. (1) ist im gegebenen Fall 


= e-nt (c. BVr—nst +6, er), (5) 


wobei C, und ©, willkürliche Konstanten sind. 
Wir führen an Stelle der Konstanten CO, und C, zwei neue Konstanten B, und B, 
ein, indem wir 


a-Bt» BB, 


a ao) 75 


setzen. 
Setzen wir diese Werte für O, und C, in die Gl. (5) ein, so erhalten wirt: 


x = e-nt(B,Cof Yn— k2t + B, Sin Y— Hi). 


Man kann dieser Gleichung noch eine andere Form geben, indem man wieder neue 
willkürliche Konstanten « und $ durch 


BB=a-6Sinß, B,=a of ß 
einführt. 


1 Wir erinnern uns an die Formeln Cof u = I, A Sin u- ° 
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Wenn wir diese Werte für B, und B, in die vorhergehende Gleichung einsetzen, 
erhalten wir: 
x — ge-ni . Sin (Yn®— k?i+£). (6) 


Die dieser Gleichung entsprechende Bewegung hat keinen Schwingungscharakter; 
sie heißt aperiodisch. Der allgemeine Charakter dieser Bewegung wird dadurch be- 
stimmt, daß bei einem unbegrenzten An- 
zZ wachsen der Zeit # die Koordinate x sich 
asymptotisch Null nähert. 
Eine Kurve dieser Bewegung ist in der 
Abb. 62 dargestellt?. 
£ Wir sehen, daß sich im Fall einer großen 
Abb. 62 Dämpfung die freien Schwingungen als voll- 
ständig vernichtet erweisen. 


Im Falln =k (oder « = 2 Yme) hat die charakteristische Gl. (2) gleiche Wur- 
zeln: 2, = 2, = — n. Die allgemeine Lösung der Gl. (1) hat dann die Form | 


2 = e-nt(Ch+ (sb), 


wobei C, und C, willkürliche Konstanten sind. Die dieser Gleichung entsprechende 
Bewegung hat gleichfalls einen aperiodischen Charakter und heißt aperiodischer 
Grenzfall. 


5 37. Der Einfluß der Dämpfung auf erzwungene Schwingungen 


Wir gehen nun zu der Untersuchung des Einflusses der Dämpfung auf die erzwun- 
genen Schwingungen eines materiellen Punktes über. 


Wir stellen uns einen materiellen Punkt M vor (Abb. 63), der eine geradlinige Be- 
wegung unter der Einwirkung der Rückstellkrait % ausführt, die der Größe nach 
F = c-OM ist und den Punkt nach der Gleichgewichtslage O hinzieht, sowie der Er- 
regerkraft ©, die der Größe nach $S=H sin (pt + 6) ist, und des Widerstandes 
R, welcher der Bewegung des Punktes M entgegengesetzt gerichtet ist. Wir 

werden die Größe des Widerstandes R wieder 


als proportional der Größe der Geschwindig- 
a z keit v des Punktes M annehmen, so daß 
x 
Abb. 63 k=av 


ist, wobei « ein konstanter Koeffizient ist. 
Wir stellen die Differentialgleichung der Bewegung des Punktes M auf. Nehmen 
wir die geradlinige Bewegungsbahn des Punktes M als x-Achse an und legen den 
Koordinatenursprung in die. Gleichgewichtslage O, so daß OM = « ist, so ergibt sich 
die Differentialgleichung der Bewegung 
mö=-—-F—-R+S 


? Die Kurve in der Abb. 62 gilt für den Falln = 2 k,ß = 0,2. 
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oder, wenn wir die Größen der Kräfte F, R und $ substituieren und beachten, dab 
v=&lst: 
mäö=—-cx—ai+Hsin(pt +6). 
Wir bringen die Glieder cz und« & auf die linke Seite der Gleichung und dividieren die 
Gleichung durch m. Wenn wir die Bezeichnungen 


——k? ——2n, za 


? 


m m m 
einführen, erhalten wir 


E27 


&+2nä-+k?r=hsin(pt +6). (1) 
Das ist die Differentialgleichung der erzwungenen Schwingungen, ergänzt durch 


das Glied, das von der Dämpfung abhängt. 


Wir haben es hier mit einer linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffi- 
zienten und einer Störfunktion! zu tun. Die entsprechende Gleichung ohne Stör- 


funktion ist 
£12n&+kx=0. (2) 


Die allgemeine Lösung dieser Gleichung ist uns bekannt. Im Falle kleiner Dämp- 


fung (n < k) kann sie in der Form 


x —= ge-ntsin (ent +ß) 


dargestellt werden, wobei a und £ willkürliche Konstanten. sind. Im Falle großer 
Dämpfung (n > k) ist jedoch die allgemeine Lösung der Gl. (2) 


.2 = ae-rnt Sin (Yn®—k?t 7 ß) 


mit den Konstanten a und ß. 
Die vollständige Lösung wird auf die Ermittlung einer beliebigen Partikulärlösung 
der Gl. (1) zurückgeführt. Wir werden sie in der Form 


= Asin(pt+6— e) (3) 
ansetzen. 


Wir wollen sehen, ob es nicht möglich ist, die Konstanten A und e so auszuwählen, 
daß dieser Ausdruck die Gl. (1) befriedigt. Setzen wir anstatt x den Ansatz in die 
Gl. (1) ein, so ergibt sich a 

— Apsin(pt +6—e)+2nApcos(pt + 6— e) +Kk?Asin(pi + ö5— e)= 
= hsin(pi +0). 

Wir formen die rechte Seite dieser Gleichung auf folgende Art um: 


h sin(p&+ö6)=hsin(pi tö—e+te) 
— hceosesin(pt +6— e) + hsine-cos(pt +5—e). 
: Deutscher Ausdruck auch „Störkraft‘“ ( Anm. d. Redakt.). 
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Vereinigen wir nun in der vorhergehenden Gleichung die Glieder, die sin (pt + 6 — e) 
enthalten, und die Glieder, die cos (pt + ö— e) enthalten, so erhalten wir: 


I Alle — p2) — hcos et sin(pt +6— e)+ 
+(2np A— hsine)eos(pi Hö—e)=). 
Diese Gleichung wird zur Identität, wenn 
A(k?— p2)= hcose, 2npA=hsine. (4) 
Hieraus finden wir die verlangten Werte für A und e. Wir erhalten 


h 


Yr: — p2)? + 4n2p? i 
2np 
les rent (6) 


Die Größe e wird aus tg e auf eindeutige Art bestimmt, da aus der zweiten Gl. (4) 
ersichtlich ist, daß sin e > 0 ist (wir rechnen, daßh > 0, A>0 unde < 2x ist). 

Somit ist der Ausdruck (3), der die Konstanten A und e enthält, die durch die 
.Gln.(5) und (6) bestimmt werden, eine Partikulärlösung der Gl. (1). 

Addieren wir diese Pärtikulärlösung zu der allgemeinen Lösung der homogenen 
Gl. (2), so erhalten wir die allgemeine Lösung der Gl. (1). Im Fall einer kleinen 
Dämpfung (n <k) erhalten wir 


x = ae-ntsin (Ya®— nt +) + Asin(pt +6). () 


Im Fall einer großen Dämpfung (n > k) ergibt sich 
2 = ae-ntSin(Yn2— ki +B) + Asin(pt + 6-8). (8) 


Die Größen a und ß in den Ausdrücken (7) und (8) sind willkürliche Konstanten, 
während A und e durch die Gl. (5) und (6) bestimmt werden. 


Wenn wir uns der Gl. (7) zuwenden, sehen wir, daß sich im Falle einer kleinen 
Dämpfung die Bewegung des Punktes M aus zwei Schwingungsbewegungen zu- 
sammensetzt: aus freien Schwingungen, die allmählich im Laufe der Zeit erlöschen, 
und aus erzwungenen Schwingungen, die durch das zweite Glied der Gl. (7) dar- 
gestellt werden. Im Fall einer großen Dämpfung wird, wie die Gl. (8) zeigt, der 
erzwungenen Schwingung eine rasch abklingende aperiodische Bewegung über- 
lagert. Es ist sehr wichtig, zu bemerken, daß die erzwungenen Schwingungen, die den 
zweiten Gliedern in den GlIn. (7) und (8) entsprechen, harmonische Schwingungen 
sind. Folglich erlöschen erzwungene Schwingungen unter dem Einfluß des Wider- 
standes nicht. Dadurch unterscheiden sich die erzwungenen Schwingungen wesentlich. 
von den freien Schwingungen. 
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Wir sahen im vorhergehenden Paragraphen, daß bereits bei sehr kleinen Dämp- 
fungen (bei einem sehr kleinen Wert der Dämpfungskonstante n) die freien Schwin- 
gungen sehr rasch erlöschen. Die ersten Glieder in. den Gln. (7) und (8) haben im 
allgemeinen eine merkliche Größe nur bis kurz nach Beginn der Bewegung. Danach 
nähern sich diese Glieder im Laufe der Zeit infolge der raschen Verringerung des 
Faktors e-rt schnell dem Werte Null, und nach Ablauf eines gewissen Zeitraumes ist 
es möglich, sie im Vergleich zu den zweiten Gliedern in den Gln. (7) und (8) zu ver- 
nachlässigen. Hieraus folgt, daß man bei der Untersuchung von erzwungenen Schwin- 
gungen die freien Schwingungen im Vergleich zu den erzwungenen vernachlässigen kann. 
Dieser Umstand vereinfacht die ganze Frage bedeutend. Es können natürlich Aus- 
nahmen von dieser allgemeinen Regel in dem Fall vorkommen, wenn die Dämpfung 
einen äußerst kleinen Wert hat (die Konstante n ist dann sehr klein), oder dann, wenn 
die Konstante a in den Gln. (7) oder (8) einen äußerst großen Wert hat. Die Ent- 
scheidung der Frage, ob man die freien Schwingungen vernachlässigen kann, hängt 
in jedem gegebenen Fall auch von dem Genauigkeitsgrade der Untersuchung ab. 

Wir wenden uns den erzwungenen Schwingungen zu, die durch die Gleichung 


x= Asin(pt +ö6—e 3 
dargestellt werden. eur n 
Die Frequenz p dieser Schwingungen ist gleich der Frequenz der Erregerkraft ©; 
folglich ist auch die Schwingungsdauer der erzwungenen Schwingungen gleich der 
Schwingungsdauer der Erregerkraft. Wie wir sehen, wirkt sich der Einfluß der Dämp- 
fung nicht auf die Periode der erzwungenen Schwingungen aus. 
Die Amplitude der erzwungenen Schwingungen hängt dagegen wesentlich von 
der Dämpfung ab. Die Amplitude A dieser Schwingungen hat den Wert 


de m, (5) 
Ye = p2)? + 4n2p2 
Diese Formel zeigt, daß bei gegebenen h, k und p die Amplitude A um so kleiner 
ist, je größer die Dämpfungskonstante n ist. Die Dämpfung verringert also die 
Amplitude der erzwungenen Schwingungen. Nehmen wir in der Gl. (5) n=0 an, so 
kehren wir zu den in $ 35 gewonnenen Resultaten zurück, die unter der Voraussetzung 
des Fehlens der Dämpfung aufgestellt wurden: 


h h 
or (p<k), Am (>). 

Die Verringerung der Amplitude A unter dem Einfluß der Dämpfung ist beson- 
‚ders bemerkbar für die Werte von p, die nahe k liegen. Bei p = k wird bei Fehlen 
einer Dämpfung A = oo (Resonanz); wir erhalten indessen, wenn wrp=k in 
die Gl. (5) einsetzen, die endliche Größe 

h 
#7 2nk 


Man muß bemerken, daß die Größe A, die durch die Gl. (5) bestimmt wird, ihren 
srößten Wert nicht bei 9 = k erhält. Wenn wir bei gegebenen h, k undn das Maximum 
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der Größe A nach den Regeln der Differentialrechnung bestimmen, finden wir, dab 


die Amplitude A den größten Wert bei p = YR— 2n® hat; dieser größte Wert 
‘ist gleich 
h 


Ana ze a ao er ® 
an y% — nn? 


Bei kleinenWerten von n ist die Größe yi — 2n? sehr nahe derGröße k. Bein = 0,05 k 

haben wir z. B. ye— 2n2 = 0,9975 k. In diesem Fall ist Ayax = 10,015 — 
h i 

— 10,0125 4A, ni A, Er der Wert der Amplitude A für» =0 st) Folglich 


Abb. 64 


haben wir bei kleinen n-Werten eine scharf auftretende Vergrößerung der Amplitude 
A (d.h. eine scharf auftretende Resonanzerscheinung) für p-Werte, die nahe bei k _ 
liegen. Mit der Vergrößerung des Koeffizienten » verringert sich die Größe Amax 
(bei n = 025%k ergibt sich Anax = 2,066 A,); die Resonanzerscheinung wird 


weniger scharf. Wenn schließlich n > 2. ist, hört das Maximum der Amplitude A auf 
2 


zu existieren; mit der Veränderung der Frequenz p von 0 bis oo nimmt die Amplitude 
A ununterbrochen von A, bis 0 ab; die Resonanzerscheinung verschwindet. 


In der Abb. 64 sind die Kurven der Abhängigkeit der Amplitude A. von der Fre- 
quenz » fürn = 0,05 k,n = 0,25 k undn = k (aperiodischer Grenzfall) dargestellt. 


Auf der horizontalen Achse sind die Werte des Verhältnisses abgetragen, auf der 


4A 
vertikalen Achse die Werte der Größe 2 


In der Tabelle 3 sind auch die Zahlenwerte der Größe u angeführt, die verschie- 
0 


p 
denen Werten des Verhältnisses 7 entsprechen, und zwar für die Fällen = 0 (Fehlen 


der Dämpfung), n = 0,05 k,n = 0,25k und n = k (aperiodischer Grenzfall). 
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Wenn wir die Werte der Größe für n=0 und n = 0,05% vergleichen, dann 


0 
können wir schließen, daß bei kleinen Werten der Dämpfungskonstante n und bei 
"Frequenzen p, die nicht zu nahe dem kritischen Werte k = p sind, die ‘Verringerung 
der Amplitude A unter der Einwirkung der Dämpfung sehr gering ist. Hieraus folgt, 
daß bei kleinen n-Werten und bei Frequenzen p, die genügend weit von der Resonanz- 
stelle entfernt sind, bei der Berechnung der Amplitude die Dämpfung vernachlässigt 
werden kann, d.h., daß die Errechnung nach den im $ 35 gegebenen Gleichungen 


h h i 
| a Per (p<k), A (p>k) 
erfolgen kann. 
Tabelle 3 
N 
p k 
k 
0 0,05 0,25 1 

0 I I 1 1 

0,2 1,042 1,041 1,036 0,962 
0,4 1,190 1,183 0,158 0,862 
0,6 1,562 1,556 1,415 0,735 
0,8 2,778 2.712 1,858 0,610 
1 00 10 2 0,500 
1,2 2,273 2,193 1,344 0,410 
1,4 1,042 1,031 0,842 0,338 
1,6 0,641 0,638 0,570 0,281 
1,8 0,446 0,445 0,414 0,236 
2 0,333 0,333 0,316 0,200 
3 0,125 0,125 0,123 0,100 

10 0,0101 0,0101 0,0101 0,0099 

co 0 0 0 0 


Abb. 65 


Vergleichen wir die Gleichung der erzwungenen Schwingungen 
x x= Asin(pt -Hö— e) (3) 
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mit dem Ausdruck für die Erregerkraft $ = H sin (pt + 6), so sehen wir, daß die Phase 
der erzwungenen Schwingungen von der Phase der Erregerkraft um die Größe e 
abweicht. Die Differenz e der Phasen (die Größe e heißt Verschiebungswinkel der Phase 
oder auch Phasenverschiebung) wird durch die Beziehung 


- 


tg a Be Pr (6) 


und die Bedingung sin e > 0 bestimmt. Hieraus ersieht man: 


e=0 bi p=0, 


0<e<- bi 0<p<k, 
#14 

ee, bei —k, 

ar ei p 


14 j 
gen bi p>k, 


e=n beii p=mw.,. 


Die Abhängigkeit der Differenz der Phasen e von der Frequenz p ist graphisch 
in Abb. 65 dargestellt fürn =0,n = 0,05k, n = 0,25 k und n = k. Wir erinnern 
daran, daß wir fürn = 0 (Fehlen einer Dämpfung) e=0beip<kunds=r 
beip>k hatten; die Kurve, die in diesem Fall aus zwei Geraden besteht, weist 
eine Unterbrechung der Kontinuität beip = k auf. Unter dem Einfluß des Wider- 
standes gleicht sich diese Diskontinuität aus. 
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Bevor wir zu der Anwendung der in den vorhergehenden Paragraphen dargelegten 
Theorie der erzwungenen Schwingungen übergehen, wollen wir nochmals einige der 
Resultate festhalten, die wir beim Studium dieser Theorie erlangten. 

1. Eine große praktische Bedeutung hat die Resonanzerscheinung. Wir haben ge- 
sehen, daß bei kleinen Werten der Dämpfungskonstanten n (nur bei solchen Werten 
hat die Erscheinung der Resonanz einen scharf ausgeprägten Charakter) der Frequenz- 
wert p, bei dem die Resonanz auftritt, gleich % gesetzt werden kann, d. h. gleich der 
Frequenz der freien Schwingungen beim Fehlen einer Dämpfung. Somit wird die 
Erreehnung der „kritischen‘‘ Frequenz p, bei der Resonanz auftritt, auf die Errech- 
nung der Frequenz der freien Schwingungen k zurückgeführt. Die Berechnung der 
Frequenz k muß so ausgeführt werden, wie das im $ 32 erklärt und an Beispielen 
im $ 33 gezeigt ist. | 

2. Erzwungene Schwingungen sind stets von freien Schwingungen begleitet. Wir 
haben aber gesehen, daß freie Schwingungen unter dem Einfluß einer Dämpfung 
abklingen, infolgedessen kann man im allgemeinen diese im Vergleich zu den er- 
zwungenen Schwingungen vernachlässigen. 
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3. Bei kleinen Werten der Dämpfungskonstanten n und bei Frequenzen p, die 
nicht zu nahe der Resonanz liegen, hängt die Amplitude der erzwungenen Schwin- 
gungen nur ingeringem Maße von der Dämpfungab. Daher kann in diesen Fällen die 
Berechnung der Amplitude der erzwungenen Schwingungen nach den Gleichungen 


h h 
A= —— (p<k); a, (pP >k) 


ke —_ p? 2 _7%2 
erfolgen, die unter der Voraussetzung des Fehlens einer Dämpfung aufgestellt sind. 


Beispiel 12. Der Warrsche Indikator. Im $14 wurde erklärt, wie die Arbeit des Dampfes 
im Zylinder einer Dampfmaschine durch Ausmessen der Fläche eines Indikator-Diagramms, 
das die graphische Abbildung der Abhängigkeit zwischen dem Dampfdruck im Zylinder 
und der Lage des Kolbens darstellt, bestimmt werden kann. Das Indikator-Diagramm 
ergibt sich automatisch mit Hilfe des selbstschreibenden Apparates, der 
Indikator genannt wird (er wurde von Warrt erfunden). 


Wir wollen uns ein Blatt Papier vorstellen, das sich geradlinig in hori- 
zontaler Richtung bewegt, wenn es die Bewegung des Kolbens in ver- 
kleinertem Maßstabe aufzeichnet. Wir wollen uns ferner eine schreibende 
Spitze vorstellen, die sich gleichfalls geradlinig bewegt, aber in vertikaler 
Richtung, und zwar so, daß ihre Verschiebung, gezählt von irgendeiner 
Null-Stellung, dem Dampfdruck im Zylinder proportional ist. Die 
schreibende Spitze wird auf dem sich bewegenden Papierblatt eine 
Kurve zeichnen, die das Indikator-Diagramm darstellt. Dem Bogen |} — | 
Papier kann man die erforderliche Bewegung auf rein kinematischem A ATIIE 
Wege mitteilen; es genügt, ihn durch eine entsprechende Übertragung P . 
mit irgendeinem Punkte zu verbinden, der eine Bewegung ausführt, 
die mit der Bewegung des Kolbens identisch ist (z. B. mit einem Punkt 
des Kreuzkopfes). Was die schreibende Spitze anbelangt, so ist sie mit 
dem beweglichen Teil des Apparates verbunden, den wir hier sofort Abb. 66 
beschreiben werden und der Indikator genannt wird. 


zz 
cc 


Innerhalb eines kleinen vertikal gestellten Zylinders bewegt sich der kleine Kolben A 
(Abb. 66), an dem der vertikale Stab AB befestigtist; am Ende dieses Stabes befindet sich 
‚die schreibende Spitze B. Im oberen Teil des Zylinders befindet sich eine Schraubenfeder, 
die mit ihren Enden an dem kleinen Kolben und am oberen Deckel des Zylinders be- 
festigt ist. Der untere Teil des Indikator-Zylinders steht mittels eines Röhrchens mit dem 
Inneren des Dampfzylinders in Verbindung. Deshalb herrscht im unteren Teil des Indi- 
kator-Zylinders ein Dampfdruck, der gleich dem Dampfdruck im Dampfzylinder ist. 
Dieser Druck verschiebt den kleinen Kolben A zusammen mit der schreibenden Spitze B, 
indem er die Feder zusammendrückt. Die Verschiebung der Spitze B ist gleich der Zu- 
sammendrückung der Feder, ihre Größe wird auf dem Papier durch die schreibende Spitze 
aufgezeichnet. Es liegt auf der Hand, daß der Indikator nichts anderes ist als ein Feder- 
Dynamometer, mit dem der veränderliche Dampfdruck gemessen wird. 


Die Zusammendrückung der Feder ist proportional der zusammendrückenden Kraft. 
Wir nehmen an, daß der Apparat so eingeteilt ist, daß man weiß, welche Kraft der Zusam- 
mendrückung 1 cm der Feder entspricht (d.h. der Verrückung der Spitze B). Wenn der 
Dampfdruck konstant wäre und wenn der bewegliche Teil des Indikators (der kleine 
Kolben A mit dem Stabe AB) sich in Ruhe befände, wäre die Zusammendrückung der 
Feder proportional dem Dampfdruck, und aus der Lage der Spitze B könnten wir die 
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Größe des Dampfdruckes bestimmen. Der Dampfdruck ist jedoch eine variable Größe, 
auch befindet sich der bewegliche Teil des Indikators nicht in Ruhe, sondern führt eine 
schwingende Bewegung aus. Infolgedessen kann man diese Zusammendrückung der Feder 
nicht als proportional dem Dampfdruck ansehen. Um die Abhängigkeit zwischen der 
Größe des Dampfdruckes und der Verschiebung der Spitze B klarzustellen, ist es not- 
wendig, die Bewegungen der Spitze B näher zu betrachten. 


Auf den beweglichen Teil des Indikators (wir werden denselben als materiellen Punkt M 
betrachten und seine ganze Masse als in seinem Schwerpunkt konzentriert voraussetzen) 
wirken drei Kräfte: die Schwerkraft ®, die Dampikraft © und die elastische Reaktion % 
der zusammengedrückten Feder (Abb. 67). Wir bezeichnen die Lage des Punktes M bei 

nichtzusammengepreßter und nichtgedehnter Feder mit C; dann ist CM 
die Zusammendrückung der Feder, und folglich ist 


F=e-.CM, 


wobei c eine konstante Zahl ist (c ist die der Zusammendrückung der 
Feder um einen Zentimeter entsprechende Kraft). Wenn wir den Dampf- 
druck mit p bezeichnen! und die Fläche des kleinen Indikatorkolbens mit o, 
erhalten wir | 

od, 


Der Dampidruck p verändert sich im Laufe der Zeit periodisch. Die 
Periode r dieser Veränderungen ist gleich der Zeit, die für eine volle Um- 
drehung der Hauptwelle der Maschine benötigt wird. Wir nehmen an, daß 
die Hauptwelle sich gleichförmig mit der Winkelgeschwindigkeit » dreht. 


In diesem Falle ist tw — 2 x, daher 


Folglich ist die Frequenz der Veränderungen des Druckes p gleich der Winkelgeschwin- 
digkeit ® der Hauptwelle. | 

Der Dampfdruck p, der sich periodisch in den Grenzen zwischen Null und einem 
maximalen Wert verändert, ist eine ziemlich komplizierte Zeitfunktion. Wir setzen hier. 
voraus, daß der Druck p durch die einfache trigonometrische Funktion 


P=P, +P,sinowt 
ausgedrückt wird. 

Nach dieser Funktion verändert sich p periodisch zwischen Ound 27,; p, ist der mittlere 
Wert des Druckes p. Natürlich entspricht diese Funktion der Änderung des Druckes p 
längst nicht der Wirklichkeit; wir haben sie nur zur Vereinfachung der weiteren Rech- 
nung aufgestellt. Man muß jedoch im Auge behalten, daß auf Grund der Fourrer-Analyse 
eine beliebige periodische Funktion, wie z.B. die des Druckes p, als trigonometrische 
Reihe dargestellt werden kann, die ähnlich der von uns angenommenen ist, die aber nicht 
nur ein, sondern mehrere trigonometrische Glieder enthält. 

Wir wollen nun die Differentialgleichung der Bewegung des beweglichen Indikatorteiles 


auistellen. Wir nehmen die geradlinige Bewegungsbahn des Punktes M als x-Achse an 
und legen den Koordinatenursprung in die Gleichgewichtslage O (Abb. 67), in welcher 


1 Hier bezeichnet p den Arbeitsdampfdruck, d.h. den Dampfdruck, verringert um die Größe des Atmo- 
sphärendruckes, der auf der Rückseite des kleinen Kolbens wirkt. 
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der Punkt M sich bei einem konstanten Dampfdruck, der gleich dem mittleren Druck 7, 
ist, befinden würde. Es ergibt sich dann die Differentialgleichung der Bewegung: 


m&=S-P-F. 


Wir bezeichnen die Zusammenrdrückung der Feder, die der Gleichgewichtslage O ent- 
spricht, mit f, so daß CO = fist. Setzen wir in der soeben geschriebenen Gleichung 


F=c-CM=c(/+x), 


S=0pP=0Pp,+ 09,5 wi, 
so erhalten wir 
m&=0Pp+09%5inwt— P—-c/-—ex. 


Die Zusammendrückung f wird durch die Gleichgewichtsbedingung bestimmt: 
om—-P-c/=. 


Auf Grund dieser Bedingung werden die konstanten Glieder im rechten Teil der vorher- 
gehenden Gleichung gekürzt. Bringen, wir das Glied cz auf die linke Seite der Gleichung, 
so erhalten wir | 

mätctz= 0p,Sin wi. 


Wir dividieren diese Gleichung durch m, führen die Bezeichnung 


en 
m 
ein und erhalten endgültig 


; 0 ö 
& --Rı= Sr wt, 
Mm 


Damit haben wir die Differentialgleichung der erzwungenen Schwingungen gewonnen. 
Ihre allgemeine Lösung ist 
x = (Cıcoskt + C,sinkt+ I m ot. 
mr a) 


Wir bestimmen die willkürlichen Konstanten C, und C,,indem wir voraussetzen, daß 
zur Zeitt—= 0 der Punkt M sich in Ruhe in der Gleichgewichtslage O befand. In diesem 
Fall ergeben sich x = 0 und & = 0 für i= (0. Differenzieren wir den gewonnenen Aus- 
druck für x, so finden wir: 


ehe biphbzenki ie I 
mon) 


Wir setzen die Anfangsbedingungen in die Ausdrücke für x und # ein und erhalten 


0% w 
0, an er 
. 0 m (k? — w@°) k 


8 Nikolai II 
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Die Substitution dieser Ausdrücke für die willkürlichen Konstanten in dem Ausdruck 
für x führt zu der Gleichung 


. wo , 
= me 9) (sn wL— un kt) 


Das ist die Verschiebung des beweglichen Indikatorteiles, die hervorgerufen ist durch 
den veränderlichen Dampfdruck op, sin wi. Wenn wir die. beobachtete Verschiebung x mit 
der Konstanten c (die Kraft, die der Zusammendrückung der Feder um 1 cm entspricht) 
multiplizieren, erhalten wir 


C0%y 
m (k? = @*) 


w 
sin kt 
© sinke) 


v 


(sin wi — 


C Gh 
oder, da — = A? ist, 
m 


2 


k? — 


p | wa — — i ki) 
16] sın sin . 
a w* k 


Dies ist die Größe des veränderlichen Dampfdruckes, die aus der Indikatoranzeige 
hervorgeht. Die Differenz zwischen dieser Größe und dem wahren Wert des veränderlichen 
‚Druckes op, sin wtist ein Fehler der Indikatoranzeige. Bezeichnen wir diesen Fehler mit n, 
so ergibt sich: 


k2? of, wo... 
n= 090 (in ot- 2 sinkt) — oposin ot 
k2 j wow. k?— w* | 
= 0% (in ot Zain kt sin) 
k2 w . ww . 
—= 0% me (= sın IL — — sinkt), 


Wie ersichtlich, ist der Fehler 7 um so kleiner, je kleiner das Verhältnis w:k ist. Hieraus 
folgt, daß der Indikator in dem Fall den Dampfdruck mit genügender Genauigkeit an- 
zeigen wird, wenn die Frequenz k der freien Schwingungen seines beweglichen Teiles hin- 
reichend groß im Vergleich zu der Winkelgeschwindigkeit & der Hauptwelle ist. Gewöhnlich 
wird die Indikatorfeder so berechnet, daß das Verhältnis &:k nicht größer ist als 1:20. 
Je schnellaufender eine Maschine ist, desto höher muß die Frequenz der freien Schwin- 
gungen des Indikators sein. In den Fällen, wo ein Indikator von sehr hohen Frequenzen 
der freien Schwingungen benötigt wird, ist ein Indikator von der beschriebenen Kon- 
struktion nicht anwendbar, in solchen Fällen muß die Schraubenfeder des Indikators 
durch ein elastisches Plättchen ersetzt werden, das eine höhere Frequenz der freien 
Schwingungen besitzt. 


Beispiel 13. In einer Maschinenhalle, die auf vier vertikalen Stützen ruht, befindet sich 
eine liegende Dampfmaschine (Abb. 68). Die Stützen sollen so berechnet werden, daß die 
Schwingungen der Halle, die während des Ganges der Maschine entstehen, die vorher ge- 
gebenen Grenzen nicht übersteigen. Wir bezeichnen das Gewicht der fortschreitend sich 
bewegenden Maschinenteile (Kolben, Kolbenstange usw.) mit P. Das Gewicht der Maschi- 
nenhalle, in der sich die Maschine befindet, zusammen mit dem Gewicht der Maschinen- 
teile, die nicht an der fortschreitenden Bewegung teilnehmen, bezeichnen wir mit Q. Den 
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Weg des Kolbens bezeichnen wir mit 2a und setzen voraus, daß die Hauptwelle der 
Maschine gleichförmig mit der Winkelgeschwindigkeit & rotiert. Wenn das Verhältnis 
der Länge der Kurbel zu der Länge der Kurbelstange genügend klein ist, können wir die 
Bewegung des Kolbens als harmonische Schwingungsbewegung mit der Amplitude a und 


2 
der Schwingungsdauer 7 = — gleich der Dauer einer vollen Umdrehung der Maschinen- 


welle betrachten. 
Wir schematisieren die Aufgabe und stellen uns (Abb. 69) eine horizontale Platte 


vom Gewicht Q und der Masse M = — vor, die auf vier vertikalen Stützen ruht und auf 


die irgendein Körper vom Gewicht P und der Masse m — P/gsich hin und her bewegt 


Abb. 68 Abb, 69 


indem er harmonische Schwingungen mit der Amplitude a und der. Schwingungsdauer 
2 | 
T — ausführt. Es sollen die dabei entstehenden Schwingungen der Platte untersucht 


und die Stützen so berechnet werden, daß die Amplitude dieser Schwingungen die ge- 
gebene Größe nicht übersteigt. 


Wir wollen uns das Spiel der Kräfte in unserem System klarmachen. Auf die sich auf 
der Platte bewegende Masse m wirkt ihr Gewicht ®, die sich mit dem Gewicht ® 
ausgleichende vertikale Reaktion S der Platte und die horizontale Kraft R, die 
die Masse m veranlaßt, eine schwingende Bewegung auszuführen (Dampfdruck auf den 
Kolben). Auf die Platte wirkt ihr im Schwerpunkt C der Platte angreifendes 
Gewicht Q, die vertikalen und horizentalen Reaktionen N,, N, und % der zusammense- 
drückten und gebogenen Stützen, der vertikale Druck der Masse m, der gleichihrem Gewicht 
PB ist, sowie die horizontale Kraft R,, die gleich und entgegengesetzt der an der 
Masse m angreifenden Treibkraft ist (da die Wirkung gleich der Gegenwirkung ist; der 
im Dampfzylinder befindliche Dampf drückt nicht nur auf den Kolben, sondern auch in 
umgekehrter Richtung auf den Deckel des Zylinders). Wir werden die auf die Platte 
einwirkende Kraft R, als in ihrem Schwerpunkt C angreifend annehmen. Gerade diese 
Kraft ist es, die die kleine Platte während des Ganges der Maschine in Schwingungen 
versetzt, 

Wir stellen nun die Differentialgleichungen der Bewegung sowohl für die Platte 
als auch für die sich auf derselben befindende Masse m auf (wir betrachten die Platte 
und die Masse m als materielle Punkte). Wir richten die &-Achse wie in der Akb. 69 
angegeben und legen den Koordinatenursprung in die Gleichgewichtslage O des Schwer- 
punktes C der Platte. Bezeichnen wir die Abweichung OC des Schwerpunktes der 


8% 
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Platte von ihrer Gleichgewichtslage mit x und den Abstand (den veränderlichen 
Abstand) der Masse m vom Schwerpunkt C der kleinen Platte mit x,, so finden wir.für 
die Massen M und m die Differentialgleichung der Bewegung 


Mä=R-AF, A) 
m(£+&ä)=—R. (2) 


Um aus diesen Gleichungen die uns unbekannte Kraft R zu eliminieren, addieren wir 
die aufgestellten Gleichungen gliedweise: 


(M+m)ä+mäi= —AF. (3) 


Wir setzen voraus, daß die mittlere Lage der Masse m auf der Platte, um die 
herum diese Masse harmonische Schwingungen ausführt, mit dem Schwerpunkt C der 
Platte zusammenfällt; in einem solchen Falle erhalten wir: 


xı=asin wi. 


Was die horizontalen Reaktionen der Stützen % anbetrifft, so sind diese Kräfte propor- 
tional den Durchbiegungen x der Stützen; wir können daher 


F=cx 


schreiben, wobei c die Federkonstante einer Stütze darstellt. Aus der Festigkeitslehre 
ist bekannt, daß sich bei einem einseitig fest eingespannten Balken die Federkonstante c 
zu 

3EJ 


[3 


c 


at 


ergibt, wobei I die Länge der Stütze, E der Elastizitätsmodul, J das Trägheitsmoment des 
Querschnittes der Stütze (in bezug auf die Achse, die durch den Schwerpunkt des Schnittes 
geht und senkrecht zu der Ebene der Biegung verläuft) ist. 


Setzen wir den Wert der Größen x, und Fin die Gl. (3) ein, so erhalten wir 


(M + m)& — ma o"sin wot= — 4ca 
oder 
4c m 
+ — te —g o°sin wi. 4 
ee. Ze w (4) 


Das ist die Ditferentialgleichung, durch welche die Größe x und folglich die Schwingungen 
unserer Platte bestimmt werden. 

Die Gl. (4) ist die Differentialgleichung einer erzwungenen Schwingung. Die Amplitude 
der erzwungenen Schwingungen der Platte wird nach der Beziehung 


m 2 
M + m ma w* 4c 
A= —— 2, wenn w< |/ —— 
4.c „  te—-(M-+m)o .M +m 


M -+m 
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ist, oder nach 


ma @ Ace 
A= —, wen > 
(M + m) — 4c er 
ist, gefunden. ne; 


Nun können wir die Federkonstante c, die die Elastizität der Stützen charakterisiert, so 
ermitteln, daß die Amplitude der Schwingungen der Platte einen im voraus gegebenen 
Wert « hat. Nehmen wir A= «in der ersten der gewonnenen Gleichungen an, so er- 
halten wir: 


woraus 
w* w* 
e=—-|M +m +m—|)=—|P+Q+P — (5) 
4g & 
folgt. 
Auf die gleiche Art gibt die zweite Gl. (4) für c den Wert 
w* a 
.e= —|P — P—). 6 
j 49 ( 7. = (6) 


Wir bemerken, daß die Größe V vn = nichts anderes ist als die Frequenz der freien 


Schwingungen der kleinen Platte. Bei o= ist A= ©, was der Resonanz 


bc 
M-+m 
entspricht; bei dieser Winkelgeschwindigkeit w müssen wir sehr bedeutende Schwingungs- 
ausschläge erwarten, die gefährlich für die Dauerfestigkeit der Anlage sind. Analoge Er- 
scheinungen eines unruhigen Ganges der Maschine bei bestimmten Winkelgeschwindig- 
keiten treten recht häufig auf; die entsprechenden Winkelgeschwindigkeiten heißen 
kritische. Im gegebenen Fall ist die Winkelgeschwindigkeit eine kritische, die durch 


| 4c 12EJg 
" Met Tl Mm YRP+O 
bestimmt wird. 


Wir kehren zu den gewonnenen zwei Ausdrücken der Federkonstanten c (Gl. (5) urd (6)) 
zurück, bei welchen die Schwingungsamplitude der Platte den vorgegebenen 
Wert « hat, und bemerken, daß die Gl. (6) dem Fall » > w,,;, entspricht. Wenn die 


normale Winkelgeschwindigkeit der Maschine größer als die kritische ist, muB bei der 
Ingangsetzung der Maschine die kritische Winkelgeschwindigkeit durchfahren werden. In 
diesem Augenblick können gefährliche Erschütterungen der Anlage entstehen. Hieraus 
folgt, daß die Gl. (6) keine praktische Bedeutung hat; als Berechnungsgleichung gilt die 
Gl. (5). 
3 

Wenn wire = I in der Gl. (5) annehmen und die gewonnene Gleichung nach J auf- 

lösen, finden wir: en 


P 
J= ler + .). 


So groß muß also das Trägheitsmoment des Svützenquerschnittes sein, damit die 
Schwingungsamplitude des Gebäudes, in dem sich die Maschine befindet, gleich der 
gegebenen Größe « ist. 
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KAPITEL VIII 


DIE RELATIVE BEWEGUNG 
EINES MATERIELLEN PUNKTES 


8 39. Die relative Bewegung eines materiellen Punktes bei Translation. 
Die translative Trägheitskrait 


In der Kinematik (Teil I des Lehrbuches, Kapitel XVI) haben wir den Begriff der 
relativen Bewegung eines Punktes in bezug auf irgendein sich bewegendes unver- 
änderliches Medium kennengelernt. Nun wenden wir uns der Dynamik der relativen 
Bewegung zu. Wir werden uns folgende Aufgabe stellen: Es ist die relative Bewegung 
eines materiellen Punktes in bezug auf irgendein sich bewegendes Medium zu be- 
stimmen, wenn man die Kräfte kennt, die auf den materiellen Punkt einwirken, sowie 
die Bewegung des Mediums. Natürlich könnte man 
diese Aufgabe lösen, indem man zuerst die absolute 
Bewegung des materiellen Punktes bestimmt. Wenn 
uns die an diesem Punkt angreifenden Kräfte gegeben 
wären, könnten wir seine absolute Bewegung durch die 
uns schon bekannten Verfahren ermitteln; würden wir 
aber die absolute und translative Bewegung kennen, so 
könnten wir auch die relative Bewegung unseres Punk- 
tes bestimmen. Dieses Problem kann jedoch viel ein- 
facher gelöst werden, ohne vorher die absolute Bewegung 
des Punktes zu ermitteln. Das dabei angewandte Ver- 

Abb. 70 fahren, das wir nun darlegen werden, erweist sich in 
der Praxis häufig als nützlich. 

In diesem Paragraphen werden wir uns mit dem Fall beschäftigen, bei dem die trans- 
lative Bewegung, d. h. die des Bezugssystems, forischreitend ist. 

Wir wollen uns ein unveränderliches Medium und den materiellen Punkt M vor- 
stellen (Abb. 70). Die Bewegung des Mediums, die wir als fortschreitend voraussetzen, 
nehmen wir als bekannt an. Außerdem sind uns die im Punkte M angreifenden 
Kräfte %, %2, - - - , %,„ vorgegeben. Es soll die relative Bewegung des Punktes M 
in bezug auf das gegebene Medium bestimmt werden. 

Bezeichnen wir die Resultierende der Kräfte %,,%, - . - ‚3, mit % und die absolute 
Beschleunigung des Punktes M mit w, so gilt: 


mw—=%. 
Andererseits gilt nach dem Theorem der Addition der Beschleunigungen 
= W, + mw, ’ 


wobei w, und w, die relative und die translative Beschleunigung oder Führungs- 
beschleunigung des Punktes M sind. 
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Setzen wir diesen Ausdruck w in die vorhergehende Gleichung ein, so finden wir 


mw. Fmw=%; 
daraus folgt 
M=G— MU. 


Wir führen .nun den Vektor 7 = — mw, ein, der seinem Betrage nach gleich 
dem Produkt mw, und entgegengesetzt der Beschleunigung vo, gerichtet ist. Diesen 
Vektor werden wir die Trägheitskraft des Punktes M in der translativen Bewegung 
nennen, oder kürzer, die translative Trägheitskraft des Punktes M. Da wir die trans- 
lative Bewegung als gegeben annehmen, können wir auch die translative Be- 
schleunigung w, und folglich auch die translative Trägheitskraft %7 als bekannt 
voraussetzen. 


Die gewonnene Gleichung können wir nun folgendermaßen schreiben: 
Mr — T +% 85. 


Wenn wir uns daran erinnern, daß die a ee 3 gleich der Summe der an- 
greifenden Kräfte %, % - - - , In ist, erhalten wir endgültig 


nu ht+ht rt ++. 


Dies ist die Gleichung, die den Zusammenhang zwischen der Beschleunigung des 
Punktes M in seiner relativen Bewegung und den angreifenden Kräften angibt. Wir 
sehen, daß sich diese Gleichung von der Grundgleichung der Dynamik, die sich auf 
die absolute Bewegung des Punktes bezieht, nur durch das Vorhandensein des zusätz- 


lichen Gliedes 37 unterscheidet. 


Hieraus müssen wir schließen, daß die relative Bewegung des materiellen Punktes M 
unter der Wirkung der angreifenden Kräfte %,, Ss, - . . , %, genauso vor sich geht, 
wie‘ die absolute Bewegung desselben Punktes unter der Wirkung der angreifenden 


Kräfte %, 9%. - ; %, und der translativen Trägheitskraft %7 vor sich gehen würde. 
Wenn also die translatiwe Bewegung fortschreitend ıst, verläuft die relative Bewegung 
des materiellen Punktes wie die absolute Bewegung unter der Wirkung der angreifenden 
Kräfte und der translativen Trägheitskraft. 


Das gewonnene Resultat gibt folgendes einfache Verfahren für die Lösung der 
Frage der relativen Bewegung eines materiellen Punktes im Falle einer fortschreiten- 
den translativen Bewegung. Fügen wir in Gedanken zu den angreifenden Kräften 


die translative Trägheitskraft %7 hinzu und lösen danach die Frage der relativen 
Bewegung des gegebenen Punktes so, als ob es sich um die absolute Bewegung dieses 
Punktes handelte. Wenn: wir die translative Trägheitskraft einführen, haben wir 
das Recht, bei der relativen Bewegung des Punktes alle die Verfahren anzuwenden, 
die in den vorhergehenden Kapiteln in bezug auf die absolute Bewegung dargelegt 
sind. 

Wie wir sehen, liegt der Gedanke des dargelegten Verfahrens sehr nahe dem, der 
der Methode der Kinetostatik zugrunde liegt. Ähnlich wie wir durch Einführung der 
Trägheitskraft, die der absoluten Bewegung des Punktes entspricht, eine Aufgabe 
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der Dynamik in eine Aufgabe der Statik verwandeln, führen wir ganz ebenso hier 
durch die Einführung der Trägheitskraft, die der translativen Bewegung entspricht, 
die Aufgabe der relativen Bewegung auf die Aufgabe der absoluten Bewegung des 
Punktes zurück. 


Wir bemerken, daßw, = O und folglich auch %7 = 0 ist, wenn die fortschreitende 
translative Bewegung des Mediums geradlinig und gleichförmig ist. In diesem Falle 
unterscheidet sich die Gleichung, die die relative Beschleunigung des materiellen 
Punktes bestimmt, nicht von der Grundgleichung der Dynamik, die die absolute Be- 
schleunigung des Punktes bestimmt. Vom dynamischen Standpunkt aus unter- 
scheidet sich die relative Bewegung in diesem Spezialfall nicht von der absoluten 
Bewegung; die relative Bewegung in bezug auf das Medium, das sich geradlinig und 
gleichförmig bewegt, erfolgt genauso, als ob das Medium unbeweglich wäre. 


Hieraus ersehen wir, daß wir aus der Beobachtung der relativen Bewegungen, die 
in einem Medium vor sich gehen, das sich geradlinig und gleichförmig bewegt, keinerlei 
Schlußfolgerungen ziehen können, ob das Medium sich bewegt oder sich in Ruhe 
befindet. Keinerlei mechanische Erscheinungen, die im Medium vor sich gehen, können 
dessen geradlinige und gleschförmige Bewegung aufdecken. Dies ist das Relativitäts- 
prinzip der klassischen Mechanikt. 


Im $ 2 haben wir jene Koordinatenachsen als Grundkoordinatenachsen der Mecha- 
nik bezeichnet, auf welche die absolute Bewegung bezogen werden muß (d.h. die 
Bewegung, von der im ersten und im zweiten Axiom der Dynamik die Rede ist). Aus 
dem Gesagten geht hervor, daß es eine unzählige Menge von Systemen solcher Grund- 
achsen gibt: Jedes Achsensystem, das sich in bezug auf die Grundachsen geradlinig 
und gleichförmig bewegt, erscheint selbst als ein System von Grundachsen (diese 
Achsensysteme heißen ‚‚Trägheitssysteme‘‘ oder „Inertialsysteme«). Alle auf alle 
diese Achsensysteme bezogenen Bewegungen sind dynamisch gleichwertig, sie können 
alle in gleichem Maße mit dem Ausdruck „absolute Bewegung“ bezeichnet werden. 
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Wir wollen das dargelegte Verfahren auf mehrere Beispiele anwenden. 

'Im 86 (Beispiel 1) wurde das Verfahren von Devouvıs bei der Bestimmung der Be- 
schleunigung eines Zuges aus den Abweichungen eines in einem der Waggons auf- 
gehängten Pendels erklärt. An der erwähnten Stelle haben wir vorausgesetzt, daß 
die Beschleunigung w des Zuges eine konstante Größe ist und daß das Pendel sich 
in seiner Gleichgewichtslage befindet, wenn es mit der Vertikalen den konstanten 
Winkel « bildet. Für den Gleichgewichtswinkel der Abweichung « erhielten wir die 
Beziehung 


(1) 


'tga= 


a|s 


! Die Unmöglichkeit der Aufdeckung der geradlinigen und gleichförmigen Bewegung des Mediums nicht 
nur durch mechanische, sondern überhaupt durch irgendwelche physikalische Erscheinungen, die in diesem 
Medium vor sich gehen, bildet den wesentlichen Inhalt der sogenannten speziellen Relativitätstheorie von 
Einstein. 
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und daraus 
w=gtg«. (2) 


Indem wir vorläufig die Voraussetzung, daß der Zug sich mit einer konstanten 
Beschleunigung w bewegt, bestehen lassen, nehmen wir an, daß das Pendel aus seiner 
Gleichgewichtslage gebracht ist, und bestimmen die Bewegung des Pendels. 


Die im bewegten Waggon beobachtete Bewegung des Pendels ist nichts anderes 
als seine relative Bewegung in bezug auf den sich bewegenden Waggon. Da wir die 
Bewegung des Waggonkastens als fortschreitend annehmen können, so kann in der 
gegebenen Aufgabe das im vorhergehenden Para- 
graphen dargelegte Verfahren angewandt werden. 


Wir vermerken die Gleichgewichtsstellung des 
Pendels, die von der Vertikalen um den Winkel « 
abgelenkt ist, und setzen voraus, daß im ge- 
gebenen Augenblick das Pendel mit seiner Gleich- 
gewichtslage den Winkel 9 bildet (Abb. 71). Wir 
stellen die Differentialgleichung auf, die den 
Winkel & bestimmt. 


Auf. die kleine Last M (wir betrachten sie als 
einen materiellen Punkt) wirkt ihr Gewicht ® 
und die Reaktion N des Pendelstabes. Wir fügen 


jetzt die translative Trägheitskraft 7 = — mw 
zu diesen Kräften hinzu, wobei m die Masse der 
kleinen Last undw die Beschleunigung des Zuges 
(d. h. die translative Beschleunigung des Punk- 


tes M) ist. Diese Kraft %7 richten wir entgegen- 

gesetzt der Beschleunigung des Zuges (die Be- 

schleunigung w in der Abb. 71 nehmen wir als von rechts nach links gerichtet 
an, was durch einen Pfeil angegeben ist). Fügen wir zu den angreifenden Kräften die 
translative Trägheitskraft hinzu, so haben wir das Recht, die Bewegung des Pendels 
im bewegten Waggon als absolute Bewegung anzusehen. 


Abb. 71 


Wir bedienen uns des Momentensatzes und wählen als Momentenachse die Dreh- 
achse des Pendels (d. h. die Achse, die durch den Aufhängungspunkt O hindurch- 
geht und senkrecht zur Abbildungsebene gerichtet ist); wir wollen diese Achse die 
2-Achse nennen. Nach dem Momentensatz finden wir 


dlz 
dt 


=M;; = Mt Ma; (3) 


wobei !, das Moment der Bewegungsgröße des materiellen Punktes M in bezug auf 
“ die 2-Achse ist, M,., M,, und M,, dagegen bezeichnen die Momente der Kräfte ®, 
N und %s in bezug auf dieselbe Achse. Bezeiehnen wir die Länge des Pendels OM 
mit /, so erhalten wir: 

| „= mul, 
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wobei » die Größe der Geschwindigkeit des Punktes M ist. Da v = 19, gilt 
,=m!o. 
Setzen wir diesen Ausdruck !, und auch die Werte der Momente der Kräfte P, N 
und %7 in die Gleichung (3) ein, so erhalten wir 
m?ö= — P lsin (« +9) + Fl cos (« +P). 
Nehmen wir F7 = mw an und kürzen durch ml2, so finden wir: 


5 y Ww 5 
6+ sin (a +9) —o0s(@ + 9)=0. (4) 


Hier hat der Winkel « die durch die Gl. (1) bestimmte Bedeutung. Dies ist die 
Differentialgleichung, durch die der Winkel 9 bestimmt wird. Wir werden uns nicht 
mit der Integration der gewonnenen Gleichung aufhalten (diese wird nicht mit Hilfe 
elementarer Funktionen integriert), sondern setzen voraus, daß unser Pendel nur unbe- 
deutend von seiner Gleichgewichtslage abweicht; dementsprechend nehmen wir den 
Winkel 9 als einen kleinen Winkel an. In diesem Fall gilt annähernd: 


sin(@ + 9)= sinacos® +cosasin$ = sina« + Pcosa, 
cos(@ + P)= c05@ c08 9 — sinasin = c0Sa — Psine. 


Wenn wir diese Ausdrücke sin (x + 9) und cos (x + @) in die Gl. (4) einsetzen, 
erhalten wir die folgende Näherungsgleichung der Bewegung des Pendels im Falle 
kleiner Abweichungen von der Gleichgewichtslage: 


w 
7 + (in « + 9 cos«) — 7 (608 «— psina)=0, 


[9 


Re; w ww. 
6 + Leine oosa + plLoosa + Zone) =0. 


oder 


Setzen wir hier auf Grund der Gl. (1) 


1 g w 


1038 = Z———— = Ts inx = cosatga = 
yı+tgz?a Yg?’+w: 


Ve tw 
so finden wir 


[a2 2 
‚„‚Ye+w 


Damit haben wir die Differentialgleichung der freien Schwingungen gewonnen. 
Wir schließen, daß bei kleinen Abweichungen aus der Gleichgewichtslage das Pendel 
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harmonische Schwingungen um diese Lage herum ausführt. Die Frequenz dieser 


Schwingungen ist gleich 
Ye + w° 
a 


Die Schwingungsdauer 7 dieser Schwingungen wird durch die Gleichung 


T=2xn rs 
bestimmt. rm 
Wir wollen nun zu dem Fall übergehen, wo die Beschleunigung w des Zuges keine 
konstante Größe ist (denn dieser Fall besteht in Wirklichkeit). In diesem Fall kann 
man nieht von der Gleichgewichtslage des Pendels, vom Gleichgewichtswinkel der 
Abweichung « sprechen. Es fragt sich, wie jetzt der Zusammenhang zwischen der 
Beschleunigung des Zuges und dem Abweichungs- 
winkel des Pendels sein wird. 


Wir werden den Ausschlagswinkel & von der 
vertikalen Lage des Pendels aus zählen (Abb. 72). 
Stellen wir die Differentialgleichung für den 
variablen Winkel » auf. Wir führen wieder die 
translative Trägheitskraft %7 = — mw, ein, 
wenden den Momentensatz in bezug auf die Auf- 
hängeachse des Pendels an und erhalten die 
Gleichung 


m®’ö= — Plsin$ + mwlcos 9 
oder 
w 
8 + sin P= 008 9. (5) 


Hieraus finden wir 


Abb. 72 


I«+ 
v=gtep + —. (6) 
cos 9 


Durch diese Gleichung muB die elementare GI]. (2) bei variablen w und ersetzt 
werden. Wir sehen, daß sich die soeben gewonnene Gleichung von der Gl. (2) nur 


durch das zusätzliche Glied — unterscheidet. Wenn aus der Beobachtung der Ab- 


COS 
weichung des Pendels die Abhängigkeit des Winkels 9 von der Zeit bekannt ist, 
dann kann dieses Korrekturglied leicht errechnet werden. In dem Falle, wenn die Ab- 
hängigkeit des Winkels @ von der Zeit graphisch gegeben ist (in den Versuchen von 
Devovss wurde der Abweichungswinkel 9 automatisch durch die schreibende Spitze, 
die an der kleinen Last M befestigt ist, eingetragen), kann dasV erfahren der graphischen 
Differentiation angewandt werden. 


Es wäre natürlich wünschenswert, die einfache Gl. (2) auch im Falle einer variablen 
Beschleunigung des Zuges beizubehalten. Wir wollen untersuchen, in welchem Fall 
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diese Formel genügend genaue Resultate bei einem variablen w geben wird, d. h., unter 
welchen Bedingungen der Ausschlagswinkel des Pendels in jedem Augenblick nahe 
dem Gleichgewichtswinkel sein wird, welcher der Beschleunigung w entsprechen würde, 
wenn diese Beschleunigung konstant wäre. Um uns das klarzumachen, setzen wir 
der Einfachheit hälber voraus, daß der Ausschlagswinkel p die ganze Zeit über ein 
kleiner Winkel bleibt (was hinreichend genau der Wirklichkeit entspricht). In diesem 
Falle nimmt die Gl. (5) folgende Form an: 


(9) 


Wir erhalten den Gleichgewichtswert des Winkels o, der der gegebenen konstanten 
Beschleunigung w entspricht, wenn wir hier w = const und 9 = const annehmen. 


Es gilt dann: 


27 T (8) 


(was der Gl. (1) entspricht, in welcher « = @ gesetzt und tgY durch 9 ersetzt ist). 

Um den tatsächlichen Vorgang der Veränderung des Winkels & bei einer gegebenen 
variablen Beschleunigung w zu bestimmen, müssen wir die Gl. (7) integrieren. 

Wir wollen die einfachste Gesetzmäßigkeit der Veränderung der Beschleunigung w 
wählen: Wir nehmen an, daß die Beschleunigung w proportional der Zeit anwächst, 
indem sie sich von O bis zu einem Wert w, während der Zeit r verändert. 

Dementsprechend setzen wir 

wo 
ww —t. 
T 


Setzen wir diesen Ausdruck w in die Gl. (7) ein, so erhalten wir 


Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffi- 
zienten. Diese Gleichung hat die Partikulärlösung: 


ee 
gT 


Fügen wir zu dieser Partikulärlösung die allgemeine Lösung der entsprechenden 
homogenen Gleichung hinzu, so erhalten wir die allgemeine Lösung unserer Gleichung 


u Eu (9) 
T 


wobei k = V ist und C, und C, beliebige Konstanten sind. 
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i j : i W 8 
Wir setzen im ersten Gliede dieser Formel — t = w, dann ist 
T 


)) 
p en + (C1coskt + C,sin kt. 


Vergleichen wir dieses Resultat mit der Gl. (8), so sehen wir, daß der tatsächliche 
Ausdruck für den Winkel 9 sich von dem Ausdruck dieses durch die Gl. (8) bestimmten 
Winkels durch die beiden letzten Glieder unterscheidet, die den freien Schwingungen 
des Pendels entsprechen. Wir bestimmen die Amplitude dieser freien Schwingungen, 
indem wir voraussetzen, daß sich das Pendel im Anfangsaugenblick in vertikaler 
Lage in Ruhe befand. Nehmen wirt=0, 9 = 0 und ö = 0 in der Gl. (9) und in 
der Gleichung | 


= — — Oksinkti + Ö,kcoskt 
gr 


an, so erhalten wir 
gkr 


Wir setzen diese Ausdrücke O, und O, in die Gl. (9) ein und finden 


G=I0, G,= 


W _ Wo 


ga gkr 


sinkt. 


Wie man sieht, ist die Amplitude der freien Schwingungen des Pendels (wir be- 
zeichnen sie mit dem Buchstaben a) gleich 


wobei 7 die Schwingungsdauer der freien Schwingungen des Pendels ist. Aus dieser 
Formel folgt, daß die Amplitude « um so kleiner ist, je kleiner das Verhältnis 7: ist. 
Folglich wird die tatsächliche Größe des Winkels g in jedem Augenblick um so näher 
dem durch die Gl. (8) bestimmten Wert sein, je kleiner die Schwingungsdauer der 
freien Schwingungen des Pendels im Vergleich zu der Zeit der Beschleunigungs- 
steigerung des Zuges ist. | 

Hieraus kommen wir zu folgender Schlußfolgerung: Damit der Zusammenhang 
zwischen der Beschleunigung w des Zuges und dem Ausschlagswinkel @ des Pendels, 
der durch die Gl. (8) bestimmt ist, in’einem möglichst kleinen Maße durch die freien 
Schwingungen des Pendels verzerrt wird, ist es notwendig, daß das Pendel eine mög- 
lichst kleine Schwingungsdauer (oder eine möglichst große Frequenz) der freien 
Schwingungen hat. | 

Zu einem analogen Resultat gelangten wir, als wir die Frage der Genauigkeit 
des Indikatorstandes betrachteten (siehe $ 37). Eine hohe Eigenfrequenz ist überhaupt 
eine notwendige Bedingung in allen den Fällen, wo zum Messen einer variablen Kraft 
(des Dampfdruckes im Fall eines Indikators, der translativen Trägheitskraft in dem 
in diesem Paragraphen betrachteten Fall) ein Dynamometer verwendet wird, welches 
eigene oder freie Schwingungen ausführt. 
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S 41. Der Seismograph für die Aufzeichnung horizontaler Schwingungen 


Seismographen nennt man die Apparate, die in seismischen Stationen zum Auf- 
zeichnen von Erdschwankungen aufgestellt werden. Wir wollen den einfachsten Typ 
eines Seismographen betrachten, der zur Aufzeichnung von horizontalen Erdschwan- 
kungen dient. | 

Stellen wir uns ein gewöhnliches Pendel vor, das sich in einem unterirdischen Raum 
befindet (Abb. 73). Wenn es keine Erdschwankungen gibt, befindet sich das Pendel 
in seiner vertikalen Gleichgewichtslage OM,. Wenn nun der Boden horizontale 
Schwingungen ausführt, werden diese Schwingungen ein Schwingen des Pendels 
hervorrufen, das mit Hilfe der an dem Pendel 
befestigten schreibenden Spitze aufgezeichnet 
wird. Wir wollen sehen, wie der Zusammenhang 
zwischen den Schwingungen des Bodens und der 
Bewegung des Pendels ist. 


Die Schwingungen des Pendels, die auf diese 
Art aufgezeichnet werden, stellen nichts anderes 
dar als die relative Bewegung des Pendels in bezug 

auf den schwingenden Boden. Wir wollen die 
Abb. 73 Differentialgleichung der Schwingungen des Pen- 
| dels aufstellen. | 


Wir werden die Bewegung des Bodens als fortschreitend voraussetzen und an- 
nehmen, daß der Boden harmonische Schwingungen ausführt. Die Aufhängeachse 
des Pendels nimmt im gegebenen Augenblick, indem sie sich zusammen mit dem sie 
umgebenden Boden verschiebt, die Lage A ein. Bezeichnen wir-O A mit x, (die x-Achse 
ist in der Abb. 73 von links nach rechts gerichtet), so ist 


fı=esinpt, 


wobei « die Amplitude und p die Frequenz der Bodenschwingungen ist. 

Am Körper M (wir betrachten ihn als materiellen Punkt) greifen die Schwerkraft RB 
und die Reaktion N des Pendelstabes an. Wir fügen zu diesen Kräften die trans- 
lative Trägheitskraft %7 = — mw, hinzu, wobei m die Masse des Körpers M ist und 
w, die Beschleunigung der Bewegung des Bodens oder, was dasselbe ist, die Be- 
schleunigung des Punktes A. Wir wollen jetzt diese Beschleunigung bestimmen. 

Die Projektion der Beschleunigung w, auf die x-Achse ist gleich 


di= — «a p?sinpt. 


Hieraus folgt, daß w, = «p? sin pt ist, wobei die Beschleunigung w, nach der 
Seite der negativen x-Achse gerichtet ist, d. h. von rechts nach links (wenn sin pt > 0). 
Folglich ist 


Pe map?”sinpt, 


wobei die Kraft %7 von links nach rechts gerichtet ist (wenn sin pt > 0). 
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Wir wollen nun den Momentensatz benutzen, indem wir. als Momentenachse die 
Drehachse A des Pendels wählen; wir nennen diese Achse die z-Achse. Bezeichnen 
wir die Länge des Pendels AM mit ! und seinen Ausschlagswinkel von der Vertikalen 
mit @, so erhalten wir (wie im vorhergehenden Paragraphen) 


,=mlo. 
‘ Nach dem Momentensatz gilt: | 
m?ö= — Plsin o — F7lcos 17) 


oder, wenn wir den Ausdruck der Trägheitskraft F7 substituieren und durch mi? 
dividieren: 
a& 2 


sin ptcos o. 


6 + sing = 


Wir beschränken uns auf den Fall der kleinen Pendelschwingungen. 
Nehmen wir sing = o und cos =1.an, so finden wir 


2 
7) eat en 
Böse 
Wir führen anstatt des Winkels p die horizontale Abweichung x des Punktes M 
von der Vertikalen ein, die durch den Aufhängungspunkt A hindurchgeht. Neh- 
men wir (in Anbetracht der Kleinheit des Winkels@) x =! an, so ergibt sich 
die Gleichung | 
& + 0=aprsinpt. 
Dies ist die Differentialgleichung der kleinen Pendelschwingungen, sie ist die 
Differentialgleichung einer erzwungenen Schwingung. 
Wir integrieren diese Gleichung nach den im $ 35 dargelegten Regeln und erhalten: 


2 


z=asin(kt+Pß)+a« 5 sin pt, 


k2— p® 


wobeiik = r die Frequenz der freien Pendelschwingungen ist und a, £ willkür- 


liche, aus den Anfangsbedingungen bestimmbare Konstanten sind, 
Somit setzt sich die Bewegung des Pendels aus freien und erzwungenen Schwin- 
gungen zusammen. Wenn wir uns daran erinnern, daß die Bewegung des Bodens nach 


der Gleichung 


&ı = asinpt 


vor sich geht, sehen wir, daß die erzwungenen Schwingungen des Pendels die 
Bodensehwingungen kopieren, indem sie dieselben im Verhältnis 


vergrößern oder verringern. 
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Wenn es keine freien Schwingungen gäbe, würde die Aufzeichnung der Pendel- 
schwingungen eine richtige Registrierung der Bodenschwankungen ergeben. Die freien 
Pendelschwingungen verzerren jedoch diese Registrierung. Man kann sich überzeugen 
(ähnlich wie das im $ 38 bei der Untersuchung der Indikatorschwingungen geschah), 
daß die Verzerrung durch die freien Schwingungen in dem Fall unbedeutend se’n 
wird, wenn p:k eine kleine Größe ist, d. h., wenn das Pendel eine hohe Eigenfrequenz k 
hat. Wenn aber »:% klein ist, dann ist das Verhältnis 


1 
) 
Be 
p 
eine kleine Größe und folglich wird auch .die Amplitude der erzwungenen Pendel- 


schwingungen 
& 


De 

Ei! 

p 

unbedeutend sein, d. h., das Pendel wird wenig empfindlich gegen Bodenschwan- 
kungen sein. 


Daher muß der Kampf mit den freien Schwingungen anders geführt werden, und 
zwar wird ein großer Widerstand (Dämpfung) eingeführt, der, wie wir gesehen haben, 
die freien Schwingungen löscht. Nehmen wir den Widerstand als proportional der 
Geschwindigkeit an, so erhalten wir folgende Differentialgleichung der Pendel- 
schwingungen: 


x H2nd+—a=apsinpt, 


wobein die Dämpfungskonstante ist. In diesem Fall wird die Amplitude der erzwunge- 
nen Pendelschwingungen durch den Ausdruck (siehe $ 37) 


ap? & 


k2 — 2\2 .4 Pr le? 2 n2 
YR® — p9% + An? p VE-ı)+: 


2 2 
p 


dargestellt. 

Auf den Seismographenstationen der UdSSR haben die Seismographen eine beson- 
dere elektromagnetische Dämpfung, die bis zur Grenze der Aperiodizität geführt wird 
(n = k). In einem solchen Falle wird die Amplitude der erzwungenen Pendelschwin- 
gungen durch die Gleichung 


& [74 


TER RE: 
VG-: ee 
dargestellt. 
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Es ist leicht einzusehen, daß diese Größe in den Grenzen zwischen 0 und « ein- 
geschlossen ist; sie ist um so größer, je kleiner das Verhältnis k:p ist. Das Pendel 
wird daher um so empfindlicher sein, je kleiner die Eigenfrequenz k ist. 

Das ist der Grund, weshalb man bemüht ist, in den Seismographen die Eigen- 
frequenz des Apparates zu verringern (oder die Schwingungsdauer zu vergrößern). 
Dies wird dadurch erreicht, daß die.Drehachse des Pendels nicht horizontal, sondern 
fast vertikal angeordnet wird (das horizontale Pendel), oder dadurch, daß das Pendel 
umgekehrt aufgestellt wird (das astatische Pendel, siehe $ 34), oder auf andere Art!. 

Die hier dargelegten Erwägungen sind auf alle Apparate, die zur Aufzeichnung 
von Schwingungen dienen, anwendbar. 


S 42. Die Relativbewegung eines materiellen Punktes bei Rotation 
Die zentrifugale, die tangentiale und die Coriolis-Trägheitskraft 


Wir wenden uns nun der Betrachtung jenes Falles zu, wo die übertragene Bewegung 
eine Rotation um eine feste Achse ist. 

Wir wollen uns ein starres Bezugssystem, das um die 2-Achse rotiert, und. den 
materiellen Punkt M vorstellen (Abb. 74). Uns sind die rotierende Bewegung des 
Mediums (die Winkelgeschwindigkeit und die Winkelbeschleunigung des Mediums 
bezeichnen wir mit » und e) und auch die 
am Punkte M angreifenden Kräfte %,, 
2: %n gegeben; die Resultierende 
dieser Kräfte bezeichnen wir mit %. Es 
soll jetzt die Relativbewegung des Punktes 
M in bezug auf das gegebene Medium 
bestimmt werden. | 

Wir greifen wieder zu derGrundgleichung 
der Dynamik, die die absolute Beschleuni- 
gung w des Punktes M bestimmt: 


mw—=?%. 


Nach dem Theorem von der Addition 
der Beschleunigungen ergibt sich: 


Abb. 74 


wD=W +0, +%W,, 


wobei w,,w,undm, dierelative, die translative2 und die Coriolisbeschleunigung des 
Punktes M sind. Die übertragene Beschleunigung w,, als Beschleunigung des Punktes 
des rotierenden Mediums, ist ihrerseits gleich der Summe zweier Komponenten: der 
zentripetalen w,, und der tangentialen Beschleunigung w,;: 


w.= Won Tr Werts 


2 Ausführlichere Berichte über den Bau und die Theorie der Seismographen kann man im Buch: B. B. 
Golizyn, ‚Lektionen in der Seismometrie‘“, finden. B.B.ToluupIH, JIekIIamu I0 -ceücMmoMerpnn, 
1912. 

2 Die translative Beschleunigung wird im Deutschen auch als Führungsbeschleunigung bezeichnet. 
(Anm. d. Red.) 
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Folglich ist 
vn, 7 Won tWatW., 


Setzen wir diesen Ausdruck für w in die Grundgleichung der Dynamik ein, so 
erhalten wir: 
mw. +mMWn Fmwuat+mm,=% 
daraus folgt: | 
MO-— TE — MWen — M Wer — MW. 


Wir führen drei Vektoren ein: 


t 
7 = — mg: = - mw: 97 =—-muw,, 


die der Größe nach .gleich den Produkten mw,,, mw,, und mw, und entgegengesetzt 
den Beschleunigungen W.,, W.; und w, gerichtet sind. Diese Vektoren wollen wir die 
zentrifugale, die tangentrale und die Coriolis-Trägheitskraft nennen. Es gilt: 


mwu- IHN t+HrH- 


Wenn wir im Auge behalten, daß die Resultierende % gleich der Summe der an- 
greifenden Kräfte %,, %2, - - - » % ist, erhalten wir endgültig: 


my htrhtr HH HH. 


Durch diese Gleichung wird die Relativbewegung des Punktes M in bezug auf das 
‚Tutierende System bestimmt. Vergleichen wir diese. Gleichung mit der Grund- 
gleichung der Dynamik, so können wir schließen, daß die Relativbewegung des 
Punktes M genauso vor sich geht, wie die absolute Bewegung desselben Punktes 
unter der Einwirkung der angreifenden Kräfte %,, %,: . - ‚2%, und der drei Trägheits- 
kräfte 57, %; und %7 vor sich gehen würde. 

Wenn also das Bezugssysiem rotiert, verläuft die Relatwbewegung des materiellen 
Punktes wie eine absolute Bewegung unter der Einwirkung der angreifenden Kräfte und 
drei zusätzlicher Trägheitskräfte: der zentrifugalen, der tangentialen und der 
Corvolis-Trägheitskraft. 

Hieraus folgt, daß es genügt, zur Lösung der Frage der Relativbewegung eines 
materiellen Punktes in bezug auf das rotierende Medium in Gedanken zu den an- 
greifenden Kräften die drei Trägheitskräfte X7, %7 und %7 hinzuzufügen und danach 
die Aufgabe so zu lösen, als handelte es sich um die absolute Bewegung des Punktes. 

Was die Trägheitskräfte %7, %7; und %7 anbetrifft, so sind diese, wie bereits ge- 
sagt, der Größe nach gleich den Produkten mw,,, mw,, bzw. mw, und entgegengesetzt 
den Beschleunigungen w,,, w,: und w, gerichtet. Ferner gilt: 


Wr TE, 


wobei » und e die Winkelgeschwindigkeit und die Winkelbeschleunigung des Mediums 
sind, und r das von dem Punkte M auf die Rotationsachse des Mediums gefällte Lot. 
ist. Die Beschleunigung w,,, ist längs des Radius r zur Rotationsachse hin gerichtet; 
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die Beschleunigung w,; ist senkrecht zum Radius r (und senkrecht zur z-Achse) 
gerichtet, und zwar nach der positiven Seite, wenn e > 0, und nach der negativen 
Seite, wenn e <.0. Hieraus folgt: 


n 
Fı=mro, 

t 
Fı=mre, 


wobei die zentrifugale Trägheitskraft F7 längs des Radius r von der Drehachse 2 weg 
gerichtet ist, während die tangentiale Trägheitskraft F/ jedoch senkrecht zum Radius r 
nach der der Beschleunigung w,, entgegengesetzten Seite gerichtet ist. 

Die Coriolis-Beschleunigung w, wird durch die Gleichung (Teil I des Lehrbuches, 
$ 100) 


w=2u 


bestimmt, wobei u die Umfangsgeschwindigkeit eines Vektors um die 2-Achse ist, 
der von einem beliebigen Punkt dieser Achse abgetragen und gleich der relativen 
Geschwindigkeit v, des Punktes M ist. Dau = v, w sin (D,, 2) ist, gilt 


FT =2mu= 2mı, @ sin (d,, 2), 


wobei die Richtung der Coriolis-Trägheitskraft %7 entgegengesetzt der Richtung der 
Beschleunigung m, ist. 

Wir sehen, daß e = 0 und folglich Fj = 0 ist, wenn das Medium gleichförmig 
(® = const) rotiert. In diesem Fall (der am häufigsten bei der Anwendung vorkommt) 
müssen in die Betrachtung nur zwei Trägheitskräfte eingeführt werden: die zentri- 
fugale und die Coriolis-Trägheitskraft. 

Nach Einführung der Trägheitskräfte %7, 37, 37 haben wir das Recht, bei 
der Relativbewegung des materiellen Punktes alle Gesetze der absoluten Bewegung 
anzuwenden. Es ist noch wichtig, die Aufmerksamkeit auf einen. Umstand zu lenken, 
den man im Auge behalten muß, wenn man bei der Relativbewegung.das Gesetz der 
kinetischen Energie anwendet. Die Coriolis-Beschleunigung w, und folglich auch die 
Coriolis-Trägheitskraft 37 sind senkrecht. zu der relativen Geschwindigkeit v, ge- 
richtet. Hieraus folgt, daß die Arbeit der Coriolis-Trägheitskraft bei jeder Verschiebung 
des Punktes während seiner Relativbewegung gleich Null ist. Wenn wir das Gesetz 
der kinetischen Energie bei der Relativbewegung anwenden, müssen also außer 
der Arbeit der angreifenden Kräfte nur die Arbeiten der zentrifugalen und der tangen-. 
tialen Trägheitskraft berücksichtigt werden. . 


$ 43. Die Sehwingungen eines Zentrifugalregulators 


Wir wollen das im vorhergehenden Paragraphen dargelegte Verfahren auf einige 
Beispiele anwenden. | 

Im 86 (Beispiel3) wurde das Schema eines Zentrifugalregulators betrachtet. Wir 
bestimmten die Gleichgewichtslage des Regulators, die einer bestimmten konstanten 


9% 
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Winkelgeschwindigkeit entsprach. Indem wir die Kugeln M und M, (Abb. 8) als 
materielle Punkte betrachteten und die Massen der übrigen Teile des Mechanismus 
vernachlässigten, sahen wir, daß bei gleiehförmiger Winkelgeschwindigkeit & des 
Regulators die Stäbe AM und AM, des Regulators mit der vertikalen Achse AB 
den Winkel « bilden, der durch die Gleichung 


g 
1 w? 


cos@ = 


bestimmt wird, wobei / die Länge der Stäbe AM und AM, ist. (Die andere Lösung 
« = U lassen wir beiseite, da sie nur eine theoretische Bedeutung hat.) 

Wir setzen voraus, daß der gleichförmig mit der Winkelgeschwindigkeit & rotie- 
rende Regulator aus der Gleichgewichtslage gebracht und sich selbst überlassen ist. 
Es soll jetzt die Schwingungsdauer der kleinen 
Schwingungen um die Gleichgewichtslage be- 
stimmt werden. | 

In Abb. 75 sind durch eine punktierte Linie 
die Gleichgewichtslage des Regulators und 
durch ausgezogene Linien die Lage der Regu- 
latorteile in einem bestimmten Augenblick 
während der Schwingungsbewegung darge- 
stellt. Ebenso wieim $ 6 werden wir die Kugeln 
M und M, als materielle Punkte betrachten 
und die Massen der übrigen Teile des Mechanis- 
mus vernachlässigen. Dabei setzen wir voraus, 
daß der Regulator nicht die Maschine be- 
einflußt, Die Untersuchung der Schwin- 
gungen eines mit der Maschine verbundenen 
Regulators (der Schwingungen, die sich im Gang der Maschine widerspiegeln und 
ihrerseits Schwingungen der Winkelgeschwindigkeit des Regulators hervorrufen) 
stellt eine bedeutend kompliziertere Aufgabe dar. 

Wenn wir wie früher den in der Gleichgewichtslage durch die Regulatorstäbe mit 
der vertikalen Achse gebildeten Winkel mit « bezeichnen, setzen wir voraus, dab im 
gegebenen Augenblick die Stäbe AM und AM, mit ihren Gleichgewichtslagen den 
Winkel & bilden. Wir beschränken uns auf den Fall der kleinen Schwingungen und 
betrachten den Winkel 9 als einen kleinen Winkel. Wir stellen die Differentialgleichung 
auf, die den Winkel 9 bestimmt. 

‘Die absolute Bewegung des Regulators setzt sich aus der Rotation um die Achse AB 
und den uns interessierenden Schwingungen zusammen. Die Schwingungen des Regu- 
“ lators, die der Veränderung des Winkels p entsprechen, kann man als relative Be- 
wegung des Regulators in bezug auf das Medium betrachten, das um die Achse AB 
mit der Winkelgeschwindigkeit ® rotiert. Wir wollen nun die Bewegung des materiel- 
len Punktes M untersuchen und das im vorhergehenden Paragraphen dargelegte Ver- 
fahren benutzen. | 

An dem materiellen Punkt M greifen sein Gewicht ® und die Reaktion N des 
Stabes AM an. Wir fügen zu diesen Kräften zwei Trägheitskräfte hinzu: die zentri- 


$ 43. Die Schwingungen eines Zentrifugalregulators 121 


fugale und die Coriolis-Trägheitskraft (da die übertragene Bewegung eine gleich- 
förmige Rotation ist). Die zentrifugale Trägheitskraft %7 ist der Größe nach gleich 


FT= mr w? 
(wobei r die Länge des von dem Punkte M auf.die Achse AB gefällten Lotes ist) 


und verläuft in Richtung r von der Drehachse weg. 


Wenn wir berücksichtigen, daß r = 1 sin (@ + _) ist, wobei I die Länge der Stäbe 
AM und AM, ist, ergibt sich 


F= mlw?sin(« + 9). 


Was die Coriolis-Trägheitskraft %7 anbetrifft, so sehen wir, daß ihre Richtung 
senkrecht auf der Rotationsachse AB und der Relativgeschwindigkeit des Punktes M 
steht. Da sowohl die Achse AB als auch die relative Geschwindigkeit des Punktes M 
in der Abbildungsebene liegen, folgt hieraus, daß die Coriolis-Trägheitskraft senk- 
recht zu der Abbildungsebene gerichtet ist (d. h. senkrecht zu der Ebene, in der sich 
der Mechanismus befindet). | 


Wir wenden nun den Momentensatz an, indem wir als Momentenachse die durch 
den Punkt A gehende und senkrecht zu der Abbildungsebene gerichtete Achse 
wählen. Wenn wir beachten, daß das Moment der Bewegungsgröße des materiellen 
Punktes M in bezug. auf diese Achse gleich ml?$ und das Moment der Coriolis- 
Trägheitskraft in bezug auf dieselbe Achse gleich Null ist, erhalten wir die Gleichung 


m®’ö= — Plsin(« + 9) + Fjlcos(« +9), 
woraus wir, wenn wir den Ausdruck der Kraft F7 substituieren, 


mPö= — Plsin(« +9) +ml’o?sin(« + P)cos(x + ) 
oder 


+ I atcos(a + P)|sin(@ + 9)= 0 
finden. 
Bei kleinem erhalten wir annähernd: 
sin(« + @)=sin« +9@cosa, cos(@ +P)= cosa« — Ysin«. 


Wenn wir diese Ausdrücke für sin (« + @) und cos (@ + @) in die vorhergehende Glei- 
chung einsetzen und im Auge behalten, daß der Winkel « durch die Gleichung 


C0OS& = 


bestimmt wird, erhalten wir 


Ö+ wosina(sin« + 9Ycosa) = 0 
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oder, wenn wir in Anbetracht der Kleinheit von das Glied, das 92 enthält, ver- 
nachlässigen: ee | 
+ wosin«—=(. 

Damit haben wir die Differentialgleichung der freien Schwingungen erhalten. Hieraus 
folgt, daß die Frequenz der Regulatorschwingungen gleich o sin « ist. Die Schwingungs- 
dauer 7 wird‘ durch die Gleichung 

27 


wsin« 


bestimmt. 


S 44. Die Ostablenkung eines fallenden Körpers 


Infolge der Erdrotation bewegt sich .der ohne Anfangsgeschwindigkeit fallende 
Körper nicht entlang der Vertikalen, sondern wird ein wenig nach Osten. abgelenkt. 
Diese Ostablenkung des fallenden Körpers soll jetzt errechnet werden. Wir wollen 
uns zuerst mit der Klarstellung dessen beschäftigen, was die Vertikale an einer 
gegebenen Stelle der Erdoberfläche ist. Vertikale nennen wir die Richtung der lot- 
rechten Linie an der gegebenen Stelle. Wir wollen uns an irgendeiner Stelle auf der 
Erdoberfläche!, deren Breite wir mit & bezeichnen, 
den Körper M vorstellen, der an einem Faden auf- 
gehängt ist und sich im Gleichgewicht befindet 
(Abb. 76). Die Gleichgewichtsrichtung des: Fadens 
ist die lotrechte Linie oder die Vertikale an der 
gegebenen Stelle. 


Wir lenken die Aufmerksamkeit darauf, daß die 
Richtung der Vertikalen nicht mit der Richtung der 
Anziehungskraft zusammenfällt, die auf den Körper 
M von seiten der Erdkugel. einwirkt. Infolge: der 
Rotation der Erde ist das Gleichgewicht des Körpers 
M nur relativ in bezug auf die Erdkugel: Der Körper 
M beteiligt sich an der Bewegung zusammen mit 
der Erdkugel. 

Wir wenden auf den Körper M (den wir als materiellen Punkt betrachten) die 
Methode der Kinetostatik an. Auf den Körper M wirkt die Anziehungskraft % von 
seiten der Erdkugel und die Reaktion T des Fadens; nach der Methode der Kineto- 
statik müssen diese Kräfte mit der Trägheitskraft % , des Punktes M im Gleichgewicht 
sein. Da die Erde gleichförmig rotiert, ist die Trägheitskraft %, eine zentrifugale 
Kraft; ihre Größe ist 


Fr == mr w?, 


wobei » die Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation und r die Länge des Lotes ist, 
das von dem Punkt M auf die Rotationsachse der Erde gefällt ist, wobei die Kraft 
3, in Richtung r von der Achse der Erdkugel weg verläuft. 


1 Wir stellen uns die Erde in Form einer Kugel vor, wobei wir die Abplattung des Sphäroids vernach- 
ässigen. __ 
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Da die Kräfte %, T und %, sich gegenseitig aufheben müssen, muß die Resul- 
tierende der Kräfte % und %, mit der ReaktionT des Fadens im Gleichgewicht sein. 

Folglich ist diese Resultierende der Kräfte % und %, das von uns beobachtete 
Gewicht ® des Körpers. Die Richtung dieser Resultierenden liegt in der Richtung 
der Vertikalen an der gegebenen Stelle. 

Es. ist nicht schwer, sich davon zu überzeugen, daß die Größe der Zentrifugalkraft 
% , stets klein im Vergleich zu dem Gewicht des Körpers ® ist. Es gilt nämlich 

Fı mrw? R w* cos @ 


P mg g 


dar = R cos go, wobei R der Radius der Erdkugel ist. Das Verhältnis F,: P hat den 
größten Wert auf dem Äquator (bei 9 = 0). Wenn wir R = 6370 km, ® =1 U/ Tag 
2 1 1 
= 70 ——0D— 12 10°? — == d 
24. 60: 60 ! u, 
g = 9,78 m/s? annehmen, erhalten wir auf dem 
Äquator: 


Fı 


1 
—— — 0,00344 oder Ir — 
P RP 


290 


In Anbetracht der verhältnismäßigen Kleinheit der 
Zentrifugalkraft %, unterscheidet sich das beobach- 
tete Gewicht B wenig von der Größe der Anziehungs- 
kraft %, und die Richtung der Vertikalen bildet einen 
kleinen Winkel mit der Richtung dieser Kraft. 

Wir kehren nun zu der uns gestellten Aufgabe 
der Ostablenkung eines fallenden Körpers zurück. 

Wir wollen uns vorstellen, daß der materielle Abb. 77 
Punkt M (Abb. 77), der sich auf der Höhe 7 über 
dem Niveau der Erde in Ruhe befand (natürlich sprechen wir von der relativen 
Ruhe in bezug auf die Erdkugel), ohne Anfangsgeschwindigkeit zu fallen beginnt. 
Die von uns beobachtete Bewegung des fallenden Körpers ist nichts anderes als seine 
relative Bewegung in bezug auf die rotierende Erdkugel. Wir bestimmen diese 
Bewegung, indem wir das im $ 42 dargelegte Verfahren benutzen. Wir werden hier 
die angenäherte Lösung der Aufgabe darlegen, die sich auf die verhältnismäßige 
Kleinheit der Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation gründet. 


Auf den materiellen Punkt M wirkt während seiner Bewegung die Anziehungs- 
kraft % der Erde. Wir fügen zu dieser Kraft die zentrifugale Trägheitskraft %” und 


die Coriolis-Trägheitskraft %7 hinzu. Wir wissen bereits, daß die Resultierende der 


Anziehungskraft % und der Zentrifugalkraft %7 das Gewicht ®B des materiellen 
Punktes ist, das längs der Vertikalen gerichtet ist. Wir wollen die Größe und die 


Riehtung der Coriolis-Trägheitskraft %7 ermitteln. Wir wissen, daß 


5 Fr =2mu 


ist, wobei u die Umfangsgeschwindigkeit jenes Punktes der Erde ist, der mit dem 
Ende des Vektors zusammenfällt, der von irgendeinem Punkte. der Erdachse ab- 
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getragen wird und gleich der Relativgeschwindigkeit », des Punktes M ist. Die 
Richtung der Coriolis-Kraft %% ist der Richtung der Umfangsgeschwindigkeit u ent- 
gegengesetzt. 

Wir errechnen die Umfangsgeschwindigkeit u.! Zu dem Zweck trägen wir von einem 
beliebigen Punkt der Erdachse, z. B. vom Erdzentrum O, den Vektor v, der Relativ- 
geschwindigkeit des Punktes M ab. Die Relativgeschwindigkeit v, ist die von uns beob- 
achtete Geschwindigkeit des fallenden Körpers. Die Größe und Richtung der Geschwin- 
digkeit v, sind uns unbekannt, solange wir die Bewegung des Punktes M noch nicht 
bestimmt haben. Doch müssen wir erwarten (was auch durch die Beobachtung be- 
stätigt wird), daß in Anbetracht der Kleinheit der Winkelgeschwindigkeit der Erd- 
rotation die Bewegungsbahn des fallenden Körpers sehr wenig von der vertikalen 
Geraden abweicht. Hieraus folgt, daß die Richtung der Ge- 
schwindigkeit v, sich sehr wenig von der Richtung der Verti- 
kalen unterscheidet und folglich genau so wenig von der Rich- 
tung der Geraden, die die Beobachtungsstelle A mit dem 
Erdzentrum O verbindet. Bei der Errechnung der Umfangs- 
geschwindigkeit u können wir in erster Näherung an- 
nehmen, daß die Relativgeschwindigkeit», längs der Geraden AO 
gerichtet ist. 

Wenn wir den Vektor», vom Punkte O aus längs der Ver- 
längerung der Geraden AO abtragen und u als negative Um- 


fangsgeschwindigkeit des Endes dieses rotierenden Vektors 
bestimmen, finden wir: 


U=- 0,008 9, 


wobei u entgegen der Erdrotation verläuft und senkrecht zu der Ebene gerichtet 
ist, die durch die Erdachse und den Radius OA hindurchgeht (d.h. senkrecht zu 
der Ebene des Meridians an der gegebenen Stelle). 

Hieraus folgt, daß 


FT = 2mv,® cos @ 


ist, wobei die Richtung der Kraft %7 entgegengesetzt zur Richtung von u ist. Es 
ist leicht zu ersehen, daß die Corioliskraft %7 senkrecht zu der Meridianebene nach 
Osten gerichtet ist. Das Vorhandensein dieser Kraft ruft die Ostablenkung des 
fallenden Körpers hervor. | 

Wir wollen nun die Differentialgleichungen der Bewegung des Punktes M in 
Komponentenschreibweise in bezug auf die rechtwinkligen Achsen &, y und 2 
aufstellen, die mit der Erdkugel verbunden sind. Den Koordinatenursprung nehmen 
wir im Punkte A an, die z-Achse errichten wir längs der Vertikalen nach oben, die 

x-Achse in der Meridianebene nach Süden, die y-Achse senkrecht zu der Meridianebene 
nach Osten (die Achsen x, yundzsind in der Abb. 77 dargestellt und i in der Abb. 78 
herausgezeichnet). 


* Der Anschaulichkeit halber wird das Produkt v,, w cos @ als Umfangsgeschwindigkeit u des mit 
o& rotierenden Vektors v, dargestellt; u hat aber die Dimension einer Beschleunigung. |{Anm. d. Red.) 


2 
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Behalten wir im Auge, daß die Kräfte B und %7 wie die Achsen 2 und y gerichtet 
sind, so erhalten wir die Differentialgleichungen der Bewegung: 


mäi=ß, 
my = 2mv,@ 60859, (1) 
m2=—=P., 


Außerdem gelten die Anfangswerte: 
bei te: =, y=9, Zen; 
set, Ya; Be 


Integrieren wir die erste Gl. (1) und beachten wir die Anfangswerte (x #0 und 
&=0beiti=0), so finden wir 
Im 
d. h., die Bewegung des Punktes M vollzieht sich in der y-2-Ebene. 
Setzen wir P = mg in die dritte Gl. (1) ein, so haben wir 


end. 
WOTAaus 
a — gt +0}, 
ge | 
zart 
folgt. 


Wir bestimmen die Konstanten C, und C, aus den Anfangsbedingungen und 
finden CO; = 0, C, = AH. Folglich gilt: 


<= —4gl, 


2 
En (2) 


2 
Wir wenden uns der zweiten Gl. (1) zu. Im rechten Teil dieser Gleichung steht die 
uns unbekannte Größe v,. In Anbetracht dessen, daß die Richtung der Geschwindig- 
keit v, sich äußerst wenig von der Richtung der Vertikalen unterscheidet, d. h. von 
der Richtung der z-Achse, können wir in erster Näherung annehmen, daß die 
Größe der Geschwindigkeit v, gleich dem absoluten Betrage ihrer Projektion auf der 
z-Achse ist, d.h. 


In diesem Falle nimmt die zweite Gl. (1) die Form 


mÜ= 2mgtw cos o 
an, oder 


j=2gwtcosp. 
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Wir integrieren und erhalten 


Y=gwlcosp +C,, 
1 
Ve IE +6: +C,. 


Aus den Anfangswerten finden wir C, = 0 und C, = 0. Folglich ist 
Y=4gwil?cos®, 


(@) 


1 
ie = aEcH ®. 


Nun ist es nicht schwer, die Größe der Ostablenkung des aus der Höhe H fallenden 
Körpers zu ermitteln. Die Ostablenkung ist der Wert y, welcher der Zeit t entspricht, 
bei der z gleich Null wird. Nehmen wir 2 = 0 in der Gl. (2) an, so finden wir 

41/2H 
= = 
9 

Setzen wir diesen Ausdruck t in die Gl. (3) ein und bezeichnen die Ostablenkung 

des Punktes M mit e, so erhalten wir: 


1 8. H3 1 8 H? 
= — (10 Ze = 
el 7 cs9=..@ : cos @ 


Wir wollen nach dieser Formel die Größe der Ostablenkung eines aus der Höhe 
100 m auf der Breite von Leningrad fallenden Körpers errechnen. Nehmen wir 
H =100m, & = 60° an, so finden wir: 


e=1,lem. 


Wie zu erwarten war, erweist sich die Größe e als äußerst klein. 

Beobachtungen der Ostablenkung fallender Körper sind mehrfach durchgeführt 
worden. Zuerst sind diese Beobachtungen von Hooke auf Veranlassung von NEwToN 
im Jahre 1680 vorgenommen worden. | 

In der Tabelle 4 sind die von den verschiedenen Forschern gewonnenen Resultate 
angeführt. In der ersten Spalte der Tabelle sind die Fallhöhen 7 (in Metern) ange- 
geben, in der zweiten die beobachteten Ostablenkungen e (in Zentimetern). In der 
letzten Spalte sind gleichfalls Werte e angeführt, die nach der Gl. (4) errechnet 
wurden. 


Tabelie 4 
| Beob. e Errechn. e 
| Forscher H (m) (em) (em) 
GUGLIELMINI (1791) 78 1,9 1,13 
BENZENBERG (1802) 76,4 0,9 0,87 


BENZENBERG (1804) 85,1 1,15 .. 1,04 
Reıch (1831) 158,5 2,83 2,75 
Hors (1902) 23 0,15 0,18 


$ 45. Die Ermittlung der Bewegung des Bezugssystems 127 


S 45. Die Ermittlung der Bewegung des Bezugssystems aus einer 
gegebenen HRelativbewegung 


In den vorhergehenden Paragraphen dieses Kapitels haben wir uns mit der Be- 
stimmung der relativen Bewegung eines materiellen. Punktes aus den an ihm an- 
greifenden Kräften und aus der gegebenen Translativbewegung beschäftigt. Häufig 
wird die Aufgabe umgekehrt gestellt: Die Kräfte, die auf den materiellen Punkt 
wirken, sind gegeben und auch seine relative Bewegung; es soll die Translativ- 
bewegung des Punktes bestimmt werden. Die im vorliegenden Kapitel dargelegten 
Erwägungen gestatten es, auch diese umgekehrte Aufgabe zu lösen. 

Wir wollen anfangs voraussetzen, daß die Translativbewegung, von der die Rede 
ist, eine fortschreitende Bewegung ist. Bezeichnen wir die Resultierende der an dem 
materiellen Punkt angreifenden Kräfte mit %, so gilt die Grundgleichung der Dyna- 
mik: 

mw=%, 


wobei m die Masse des materiellen Punktes und w dessen absolute Beschleunigung 
ist. 
Andererseits erhalten wir nach dem Additionstheorem der Beschleunigungen: 


w=-w.,+1,; 


wobei w, und w, die relative und die Führungsbeschleunigung des gegebenen 
Punktes sind. | 


Wenn wir diesen Ausdruck w in die vorhergehende Gleichung einsetzen, finden wir 


mw, + mw, = % 
und daraus 
mw. — mw... 


Wir führen den Vektor %7 = — mw, ein, der der Größe nach gleich dem Produkt. 
m w, ist, aber entgegengesetzt der Beschleunigung w, verläuft. Diesen Vektor werden 
wir die Trägheitskraft des materiellen Punktes in seiner relativen Bewegung nennen, 
oder kürzer, die relative Trägheitskraft des gegebenen Punktes. Die von uns gewonnene 
Gleichung wird nun folgendermaßen umgeschrieben: 


MW,= %+% 


d. h., im Falle einer fortschreitenden Translativbewegung ist das Produkt aus der 
Masse und der übertragenen Beschleunigung gleich der Resultierenden der angreifenden 
Kräfte und der relativen Trägheitskraft. 

Hieraus folgt, daß, wenn wir zu den angreifenden Kräften die relative Trägheits- 
kraft hinzufügen, wir die Möglichkeit erhalten, die Aufgabe von der Translativ- 
bewegung des Punktes so zu lösen, als ob es sich um seine absolute Bewegung 
handeln würde. Durch die Einführung der relativen Trägheitskraft verwandeln wir 
die Aufgabe von der Translativbewegung in eine Aufgabe der absoluten Be- 
wegung des Punktes. | 
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Wir wollen nun voraussetzen, daß die Bewegung des Bezugssystems eine Rotation 
um eine feste Achse ist. | 


In diesem Fall erhalten wir nach dem Additionstheorem der Beschleunigungen: 
D=-WwW. W,tTW,, 


wobei w,, w, und w, die relative, die translative und die Coriolis-Beschleunigung des 
gegebenen Punktes sind. Setzen wir diesen Wert für die absolute Beschleunigung w 
in die Grundgleichung der Dynamik 


mw—% 
ein, so erhalten wir 
MW. mw. +mw.=%; 
woraus 
mw,=$—- mw, — mw, 
folgt. 
Führen wir die uns bereits bekannten Kräfte, die relative Trägheitskraft %7 und 


die Coriolis-Trägheitskraft %7, ein, die der Größe nach den Produkten mw, und mw, 
gleich sind, aber entgegengesetzt den Beschleunigungen 'w, und w, verlaufen, so 
können wir die letzte Gleichung folgendermaßen umschreiben: 


m.=+SH +87 


d. h., im Falle einer rotierenden übertragenen Bewegung ist das Produkt aus der Masse 
und der Translativbeschleunigung gleich der Resultierenden der angreifenden 
Kräfte und der zwei Trägheitskräfte 57 und 57. 


Wir schließen daraus, daß es in dem betrachteten Falle zur Lösung der Aufgabe 
von der übertragenen Bewegung eines Punktes genügt, zu den angreifenden Kräften 
zwei Trägheitskräfte — die relative und die Coriolis-Trägheitskraft — hinzuzufügen 
und darauf die Aufgabe so zu lösen, als handelte es sich um die absolute Bewegung 
des Punktes. 


$ 46. Die Schwingungen von Fundamenten 


Wir wollen die Anwendung des im vorhergehenden Paragraphen dargelegten Ver- 
fahrens am Beispiel einer Berechnung der Schwingungen eines Maschinenfunda- 
mentes erklären. 


Auf dem Fundament A ist ein vertikaler Einzylindermotor aufgestellt (Abb. 79). 
Während der Arbeit des Motors wird das Fundament ununterbrochen erschüttert. 
Diese Fundamentschwingungen sollen untersucht werden. 

Zur Lösung der Aufgabe brauchen wir Angaben, die den Motor, das Fundament 
und den Untergrund, auf dem das Fundament errichtet ist, charakterisieren. 

Was den Motor anbetrifft, so benötigen wir das. Gewicht P seiner hin- und her- 
gehenden Teile (im Gewicht P ist das Gewicht des Kolbens und ein gewisser Teil, 
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ungefähr !/, des Gewichts der Kurbelstange? enthalten), die Länge der Kurbel r 
und die Länge der Kurbelstange I. Wir setzen voraus, daß sich die Hauptwelle des 
Motors gleichförmig mit der Winkelgeschwindigkeit » dreht.? 


Wir bezeichnen das Gewicht des Fundamentes (zusammen mit dem Gewicht 
der Motorteile, die an der vertikalen Bewegung nicht beteiligt sind) mit @ und die 
Fläche der Fundamentsohle mit 8. Schließlich ist noch die Größe vorzugeben, die 
die elastischen Eigenschaften des Bodens charakterisiert. Bei Einsenkung des Funda- 
mentes in den Boden wirkt auf dasselbe die elastische Bodenreaktion %, die wir 
proportional der Sohlenfläche $ und der Größe der Einsenkung 
des Fundamentes in den Boden annehmen. Bezeichnen wir 
diese Senkung des Fundamentes mit 6, so erhalten wir 


F=ecSsö. 


Durch den Koeffizienten c charakterisieren wir in dieser 
Gleichung die elastischen Eigenschaften des Bodens (wir nennen c 
die Bettungsziffer des Bodens). Wir sehen, daß, wenn F in kg 
ausgedrückt ist, $S in cm2, ö in cm und der Koeffizient e in 
kg/cm? ausgedrückt werden muB. 


Also sind uns die Gewichte P und Q, die Fläche der Funda- Abb. 79 
mentsohle S, die Länge der Kurbelr und der Kurbelstange 1, 
die Bettungsziffer c des Bodens sowie auch die Winkelgeschwindigkeit » der Haupt- 
motorwelle gegeben. Nach diesen Angaben sollen die Fundamentschwingungen 
ermittelt werden. 


P 
Wir bezeichnen die Masse der sich hin und her bewegenden Motorteile mit m = ri 


Wenn das Fundament unbeweglich wäre, würde es leicht sein, nach den Angaben r, I 
und » die Bewegung der Masse m zu bestimmen (d. h. die Bewegung des Motorkolbens). 
In Wirklichkeit aber schwingt das Fundament, und zusammen mit diesem schwingt 
die ganze Maschine. Es setzt sich also die absolute Bewegung der Masse m aus ihrer 
relativen Bewegung in bezug auf das Fundament (das ist die Bewegung, die die 
Masse m unter Voraussetzung eines unbeweglichen Fundamentes ausführt) und der 
übertragenen Bewegung mit dem Fundament zusammen. Die erste dieser beiden Be- 
wegungen ist uns bekannt (sofern die Maße des Kurbelmechanismus und die Winkel- 
geschwindigkeit ® gegeben sind); die Translationsbewegung zusammen mit dem 
Fundament dagegen ist uns unbekannt, sie soll nun bestimmt werden. 


Wir werden voraussetzen, daß das Fundament Schwingungen in vertikaler Rich- 
tung: ausführt, wobei es sich ohne Rotation verschiebt. Da wir die übertragene Be- 
wegung als fortschreitend annehmen, erhalten wir, wenn wir das im vorhergehenden 
Paragraphen dargelegte Verfahren anwenden, das Recht, die übertragene Bewegung 
der Masse m zusammen mit dem Fundament als absolute Bewegung zu behandeln, und 


zwar unter der Bedingung, daß die relative Trägheitskraft%7 zu den auf die Masse m 


ı Die Frage, welcher Teil des Gewichtes der Kurbelstange zu dem Gewicht des Kolbens bei der Berechnung 
des Gewichtes der hin- und hergehenden Maschinenteile hinzugefügt werden muß, wird im Lehrgang der 
Maschinendynamik untersucht. Siehe z.B. E.L. Nikolai, ‚Das Regulieren von Maschinen“, 1930, $ 9. 


” Die rotierenden Motormassen setzen wir als vollständig ausgeglichen voraus. 
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wirkenden Kräften hinzugefügt wird. Nach Einführung dieser Trägheitskraft haben 
wir das Recht, von der Relativbewegung der Masse m abzusehen; wir erhalten das 
Recht, diese Masse als unveränderlich mit dem Fundament verbunden zu betrachten. 
Die Fundamentschwingungen während der Arbeitszeit des Motors gehen so vor sich, 
als ob die Maschine nicht arbeite, die Masse m aber unter Einwirkung der variablen 


Kraft %2 stünde. 


Wir wenden uns jetzt der Errechnung der relativen Trägheitskraft 97 zu. Diese 
Trägheitskraft ist der Größe nach gleich mw, und entgegengesetzt der Beschleuni- 
gung w, gerichtet. Wir errechnen zunächst die relative Beschleuni- 
gung w, der Masse m. 


Die Beschleunigung w, ist nichts anderes als die Beschleunigung 
des Punktes B (Abb. 80) unter der Voraussetzung eines unbeweg- 
lichen Fundamentes. Wir wollen die Bewegungsgleichung des Punk- 
tes B aufstellen. Deshalb richten wir die x-Achse längs der Zylinder- 
achse nach oben und setzen den Koordinatenursprung im Punkte O 
fest. 


Bezeichnen wirOB = x, so gilt: , 


z=rcosP+lcosß, 


wobei x der Drehwinkel der Kurbel und ß der von der Kurbel- 
stange mit der Zylinderachse gebildete Winkel ist. 


Der Winkel 8 ist mit dem Winkel 9 durch die Abhängigkeit 


Abb. 80 


rsino@=1sin ß 
verbunden, daher 


sinß=Asin®, 


wobei A -- ist. Folglich ist 
cos ß = yı— sin? ß = yı- A?sin?o. 


Wenn wir den Radikanden in eine Binomische Reihe entwickeln und in dieser Reihe 
‚alle Glieder abwerfen, die A in der vierten und höheren Potenz enthalten, dann 
erhalten wir annähernd: = 


ij? 
csf=1—- — sin’ p 


und folglich 
2 


A A 
= resp +11 Z sin) - "(05 9— Zsint p) +1. 


Setzen wir hier @ = ot, so erhalten wir die angenäherte Bewegungsgleichung des 
Punktes B: 


A | 
= rlwswi- sintai) +. 
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Wir differenzieren zweimal nach der Zeit und finden. 


Ä A 
= —ro(sin®t+Asinwicos wi) = -rolsin at+ Fin 20) 
i=—ro?(oswt+Acos2 wi). 


Die gewonnene zweite Ableitung & ist nichts anderes als die Projektion der Be- 
schleunigung w, auf die x-Achse. Wenn wir diese Projektion mit w,, bezeichnen, 
gilt 


Wr; — ro?(coswt +Acos2wti). 


Da die Trägheitskraft %7 der Größe nach gleich mw, 
und entgegengesetzt der Beschleunigung w, gerichtet ist, 


erhalten wir, wenn wir die Projektion der Trägheitskraft %] 
auf die x-Achse mit %7, bezeichnen: 


Fi = — mW; = mrw?(cos ot + Acos2wi). (2) 


Nachdem wir die Errechnung der Trägheitskraft %7 
beendet haben, wenden wir uns der Bestimmung der 
Fundamentbewegung zu. 

Auf die Masse M + m wirkt die SchwerkraftQ + Bund 
die elastische Reaktion % des Bodens; zu diesen Kräften 


fügen wir die relative Trägheitskraft %7 hinzu (Abb. 81). | 
Im Gleichgewichtszustand hat das Fundament. die statische Abb. 81 
Durehsenkung f, die aus der Gleichgewichtsbedingung 

zwischen der Schwerkraft Q-+ P und der elastischen Reaktion % des Bodens 
bestimmt wird, d. h. aus der Gleichung 


Q+P=eSf. (8) 


Wir vermerken die Gleichgewichtslage des Schwerpunktes des Fundamentes O, 
und seine Lage C in irgendeinem Augenblick während seiner Schwingungsbewegung. 
Wir richten die x-Achse senkrecht nach oben und bezeichnen C, C mit x, (die Größe x, 
nehmen wir dann positiv an, wenn sie oberhalb des Punktes CO, liegt). Da die 
Senkung des Fundamentes im gegebenen Augenblick gleich f — 2, ist, erhalten wir 
für die elastische Kraft F den Ausdruck 


F=eS(/— a). 


Die Differentialgleichung der Bewegung der Masse M + m in der Projektion auf 
die x-Achse ist: 


(M+m)i=—-(Q+P)+F+Fa=-(Q+P)+c8(f— m) + Fe: 
woraus wir, wenn wir die Wechselbeziehung (3) im Auge behalten und den Ausdruck 
Fi, aus der Gl. (2) einsetzen, 


halt (M + m) = — ce8S2ı + mrw?(cos w& 4- Acos2 wi) 
erhalten. 
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Wir führen die Bezeichnung 
cs 


— 0. f£2 
M-+m 


ein. 
Dann hat die gewonnene Gleichung folgende Form: 


i, + Km = A eos@i + Acos2 mi). (4) 


Das ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung. Die allgemeine Lösung der 
entsprechenden homogenen Gleichung 


An + 'k2 IT 0 
ist uns bekannt; sie ist gleich 


2 = Cıeoskt + Q,sin kt, (5) 


wobei 0, und 0, beliebige Konstanten sind. Wir suchen die Partikulärlösung der in- 
homogenen Gleichung in der Form 


&ı= Acoswi+ Beos?2wt 


mit bestimmten Koeffizienten A und. B. 
Setzen wir diesen Ausdruck x, in die Gl. (4) ein, so erhalten wir 


mr.w° 


(k? — w*) Acoswi + (KR? — 4w®)Bcos?2wt= Er 


(cos w& + Acos2 wi), 


woraus wir, wenn wir die Koeffizienten von cos wi und cos 2ot. links und rechts vom 
Gleichheitszeichen vergleichen, finden: 
mr w® mr w?i 


Ba Se a ET 


Somit ist die gesuchte Partikulärlösung 


mr w? ( cos wt en) 
%ı R 


 M+m \e-ao®  M_— 40: 


Wenn wir zu dieser Partikulärlösung die allgemeine Lösung (5) der homogenen 
Gleichung hinzufügen, erhalten wir die allgemeine Lösung unserer Gl. (4): 


N : Le mr wo [cos wt Acos2>wt 
BCE a ae Tan): 


Die Glieder, welche die willkürlichen Konstanten C, und CO, enthalten, entsprechen 
den Eigen- oder freien Schwingungen des Fundamentes; die Frequenz dieser Schwin- 
gungen ist gleich k. Das letzte Glied der gewonnenen Gleichung entspricht den er- 


2 
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zwungenen Schwingungen des Fundamentes. Diese erzwungenen Schwingungen 
setzen sich ihrerseits aus zwei harmonischen Schwingungen mit den Frequenzen ® 
und 2» zusammen. 


Wie wir sehen, haben wir auch hier zwei Fälle von Resonanz, und zwar: beio = k 
und beiw = 2 Diese Werte der Winkelgeschwindigkeit des Motors, bei welchen wir 


starke Fundamentschwingungen erwarten müssen, heißen kritische Winkelgeschwin- 
digkeiten und die ihnen entsprechenden Drehzahlen kritische Drehzahlen. Beim Projek- 
tieren des Fundamentes muß man sein Gewicht und die Abmessungen so wählen, 
dab die normale Drehzahl des Motors genügend weit von diesen gefährlichen kritischen 
Drehzahlen entfernt liegt. 


$ 47. Die physikalische Deutung der Trägheitskräfte in der Theorie der 
Relativbewegungen 


Zum Abschluß dieses Kapitels wollen wir uns mit der Frage der physikalischen 
Deutung jener Trägheitskräfte befassen, von welchen in den vorhergehenden Para- 
graphen die Rede war. Existieren diese Trägheitskräfte wirklich oder sind sie rein 
fiktive Größen, durch die wir nur formal der Abhängigkeit zwischen den angreifenden 
Kräften und der Beschleunigung in der Relativbewegung dieselbe Form geben, die 
die Grundgleichung der Dynamik in der absoluten Bewegung hat? 

Um sich mit dieser Frage auseinanderzusetzen, muß man sich daran erinnern, was 
im $4 von der Trägheitskraft bei der absoluten Bewegung gesagt wurde: Die Träg- 
heitskraft %, = — mw ist eine vollständig reale Kraft, sie greift aber nicht am 
materiellen Punkt an, der die Beschleunigung w erfährt, sondern an dem Körper oder 
den Körpern, welche diese Beschleunigung mitteilen. 


Wir wollen uns nun einen materiellen Punkt M vorstellen, an dem die Kraft % 
angreift, und annehmen, daß wir die Relativbewegung dieses Punktes in bezug 
auf ein rotierendes System untersuchen. Um die Möglichkeit zu haben, bei der 
Relativbewegung des Punktes M die Gleichungen der absoluten Bewegung anzuwen- 
den, fügen wir zu der Kraft % die zentrifugale, tangentiale und die Coriolis-Trägheits- 
kraft hinzu: 


n „t c 
GH MDn: = Mmwg; % = — mW,. 


Andererseits können wir, wenn wir die Trägheitskraft %, = — mw des Punktes M 
in seiner absoluten Bewegung errechnen wollen, annehmen, daß 


D=WntWegtW.t Wr 
ist, WOTaus 


n t c r 
UT MW MWE- MW. MO = + +87 +% 


folgt, wobei %7.= — mw, die relative Trägheitskraft unserer Punkte ist. 


Folglich sind die zentrifugale, tangentiale, Coriolis- und die relative Trägheitskraft 
des Punktes M Komponenten seiner vollen (oder absoluten) Trägheitskraft %,. 
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Hieraus schließen wir, daß alle aufgezählten Trägheitskräfte vollständig reale Kräfte 
sind, daß sie in Wirklichkeit aber nicht am Punkte M angreifen, sondern an dem 
Körper oder an den Körpern, die dem Punkte M seine absolute Beschleunigung w 
mitteilen. | 

In der Theorie der Relativbewegungen greifen die Trägheitskräfte des Punktes M 
an ihm selbst an. Wir bekommen dadurch die Möglichkeit, formal die Grundgleichung 
der Dynamik für die Relativbewegung in dieselbe Form zu bringen, die sie in der 
absoluten Bewegung hat. Natürlich ist dies ein rein formales Verfahren. Trägheits- 
kräfte, die am Punkte M selbst angreifen, gibt es in Wirklichkeit nicht. 


KAPITELIX 


DIE ANGENÄHERTE LOSUNG DER 
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DER BEWEGUNG 


S 48. Die numerische Lösung der Difierentialgleichungen der Bewegung 


Wenn wir Differentialgleichungen der Bewegung eines materiellen Punktes auf- 
stellen, stoßen wir sehr häufig auf Gleichungen, die nicht mit Hilfe der uns bekann- 
ten Funktionen integriert werden können. In solchen Fällen muß man auf eine 
genaue analytische Lösung der Aufgabe verzichten und deren angenäherte Lösung 
suchen. Es gibt Tabellenverfahren und graphische Methoden für die Nährungs- 
lösung von Differentialgleichungen. In diesem Paragraphen werden wir ein ein- 
faches Verfahren der tabellarischen Lösung von Differentialgleichungen der Be- 
wegung darstellen, das hinreichend genaue Resultate ergibt und keinen großen Auf- 
wand an Rechenarbeit erfordert. 


Wir betrachten eine Differentialgleichung von der Form 
i=f(t,a, i) (1) 


und nehmen an, daß eine Lösung dieser Gleichung gefunden werden soll, welche die 
Anfangswerte x = 2, und & = ä, beit = befriedigt. 

Wir wählen eine Reihe von aufeinanderfolgenden Zeitpunkten 0, t,, ia, fa... 
die sich voneinander um genügend kleine Zeiträume At unterscheiden (so daß 
ni = Atist), und errechnen die Werte &,, &,, &;, ... der Größe x, die den 
Zeitpunkten b,, ta, tz, ... entsprechen, sowie die Werte &,, &,, &s, ... der Größe & 
für die gleichen Zeitpunkte. | | 

Zunächst bestimmen wir aus der Gl. (1) den Wert der zweiten Ableitung &, der 
dem Anfangszeitpunkt i = 0 entspricht. Bezeichnen wir diesen Wert von & mit ä, 
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und setzen auf der rechten Seite der Gl. 1)E = 0,2 = z,und& = ä, ein, so erhalten 
wir | 
&, = 1(0, Lo &)- 


Nachdem wir die Größe &, bestimmt haben, können wir die Größen x, und ä, in der 
ersten Näherung nach den Gleichungen 


ehrt 
errechnen. . 

Die erste dieser Gleichungen wäre exakt, wenn die erste Ableitung & ihren 
konstanten Wert x, während der Zeit vont=0 bis t =, beibehielte; ganz ebenso wäre 
die zweite Gleichung exakt, wenn die Größe & den Wert &, vont = Obist = tb, bei- 
behielte. Tatsächlich verändern sich aber im Laufe der Zeit sowohl x als auch &, und 
die für x, und &, geschriebenen Gleichungen gelten nur angenähert. Wir bezeichnen 
die durch diese Gleichungen zu bestimmenden Werte x, und z, mit (x,) und (ä,), 
d. h., wir setzen 

(%,) = ut dt; 


(&ı) = & + &, A t. 


Wir werden uns nicht mit dieser ersten Näherung befassen; wir werden uns be- 
mühen, genauere Werte x, und ä, zu ermitteln, indem wir die Veränderung der Größen 
& und &im Laufe der Zeit berücksichtigen. Genauere Werte x, und &, erhalten wir, 
wenn wir 

G:=mtadt, (2) 


= + pt (3) 


setzen, wobei « und ß die mittleren Werte.von & und & während der Zeit vont = 0 
bis ti = t, sind. Wir wollen sehen, wie man, wenn auch nur annähernd, die Größen « 
und ß ermitteln kann. 

Setzen wir auf der rechten Seite der Gl. (I) t= 4, 2= (m), &= (ä,) ein, 
so erhalten wir den annähernden Wert & für den Zeitpunkt i = t,; wir bezeichnen 
den Wert mit (ä,), so daß 

(&) = Fli (8), (&2)] 
ist. 


Nachdem wir die Größe (£,) errechnet haben, können wir den angenäherten Wert ß 
erhalten, wenn wir | 
&, + (&ı) 
= 2 


annehmen. 
Setzen wir diesen Wert ß in die Gl. (3) ein, so finden-wir einen genaueren Wert &.: 


&, + (&ı) 


At. (4) 


10* 
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Nun nehmen wir annähernd an 

Lo =E &; 
2 


und finden, wenn wir diesen Wert « in die Gl. (2) einsetzen, den genaueren Wert x.: 


= aan, (3) 
Also haben wir aus den gegebenen Werten x&, und ä, die Größen x, und ä, ge- 
funden. Genauso können wir aus den bereits bekannten Werten x, und ä, die Werte x, 
und ä, usw. errechnen. Wenn wir dieselbe Reihenfolge von Handlungen wiederholen, 
finden wir nacheinander die Werte x und & für alle festgelegten Zeitpunkte i,, t2, ta, . . . 
Wir wollen nochmals vermerken, welche Berechnungen ausgeführt werden müssen, 
um nach den bereits gefundenen Größen x, und &, die Größen x,,; und &,,, zu 
errechnen. 
Zuerst errechnen wir den Wert & für den Zeitpunkt t, (wir bezeichnen ihn mit &,) 
nach der Formel 


d,= 1 (in: In &n)- 


Darauf finden wir die angenäherten Werte x und & für den Zeitpunkt t,., [wir 
bezeichnen sie mit (z,, ı) und (&,,,1)] nach den Gleichungen 


(+ 1)= 2, +8,48, 
(&n + 1) + ind. 


Nun errechnen wir den annähernden Wert & für den Zeitpunkt i„,; [wir be- 
zeichnen ihn mit (&, , ı)] nach der Gleichung 


@n+1)= I n+ 1) (en+ 1) (in+1))- 
Schließlich finden wir den genaueren Wert &, , ı nach der Gleichung 


nt Änr), 
2 


EEE ö 
und den genaueren Wert x, ,. nach der Gleichung 


Inı= mt 


Natürlich wird das Resultat der Rechnung um so genauer sein, je kleiner der 
Zeitraum At ist. Im folgenden Paragraphen werden wir sehen, daß keine Notwendig- 
keit vorliegt, ein sehr kleines At anzunehmen, um eine für praktische Zwecke genügende 
Genauigkeit zu erzielen. 

Wir bemerken, daß keine Notwendigkeit vorliegt, die Größen (&,) zu errechnen, wenn 
der rechte Teil der Gl. (1) & nicht enthält; wenn aber im rechten Teil der Gl. (1) 
kein x vorhanden ist, so müssen trotzdem die Größen (z,) errechnet werden. 
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5 49. Die Sehwingungen eines mathematischen Pendels 


Wir wollen das im vorhergehenden Paragraphen dargelegte Verfahren zur 
Lösung der Schwingungsgleichung des mathematischen Pendels anwenden. Wir nehmen 
an, daß das Pendelim Anfangsaugenblick um 90° von der Vertikalen abweicht und ohne 
Anfangsgeschwindigkeit losgelassen wird. Es soll die Bewegung des Pendels bestimmt 
werden. 

Bezeichnen wir den Ausschlagswinkel des Pendels von der Vertikalen mit 9, so 
gilt die Differentialgleichung der Bewegung des Pendels (s. $ 30): 


eo 9g, 
ee, 


wobei I die Länge des Pendels ist. Die Frage wird auf die Ermittlung der Lösung dieser 
Gleichung zurückgeführt, ‚welche die Anfangsbedingungen 


befriedigt. 

Wir bestimmen die Bewegung des Pendels während einer Viertelperiode seiner 
Schwingungen, d.h. bis zu dem Augenblick, in dem 9 zu Null wird. Zuvor wollen 
wir die gegebene Differentialgleichung vereinfachen, indem wir anstatt i eine neue 
unabhängige Variable einführen, die mit i durch die Abhängigkeit 


«14 
l 


dp gdp 29 gdp 
dt VYildr' de ı 


verbunden ist. 
Es gilt 


d2 | 
Wenn wi: den obigen Ausdruck für — in die gegebene Differentialgleichung ein- 


setzen urd durch - dividieren, erhalten wir 


d? 


ER, 
d?? 


Im weiteren werden wir uns der Bezeichnungen 


i Fey ö und dr —_ 
bedienen. 
Unter Verwendung dieser Bezeichnungen wird unsere Aufgabe auf die Ermittlung 
der Lösung der Differentialgleichung 


= — sing 


zurückgeführt, welche die Anfangsbedingungen 9 = — = 1,571, = bir =0 
befriedigt. z 
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Wir wählen Ar = 0,2 (es ist leicht zu ersehen, daß x eine reine Zahl ist) und er- 


rechnen die Werte p und og beir= 0,2, 0,4, 0,6,... ; dabei werden wir die Größen 
und 9 auf drei Stellen nach dem Komma und die Größe ö auf zwei Stellen nach 
dem Komma berechnen. . | 


Wenn wir die Bezeichnungen des vorhergehenden Paragraphen verwenden, erhalten 
wir 0, = 1,571 und @, = 0. Wir errechnen 9, und g\. 


Es ist 
= — Sina, = — 1W. 
Ferner ist 
(M)=M+MAr=1L51. 
Nun finden wir: 
(d1)= — sin (91) = — 1,00. 


Hieraus erhalten wir die Werte &, und go, 


= hot Pe = (9) At= — 1,00:.0,2= — 0,200, 


ee eh Ar= 1,571 — 0,100- 0,2= 1.551. 


7 


In der Tabelle 5 sind die Werte (9,), 9, ®n 


Pr AL Ü . Y A 
ar u N ren. (du ö, und In + Fn+1) m +1) für 
TU, 0,2, 0,4, er 2,0 
zusammengestellt. 
Tabelle 5 
9, +9 Ön+ (Önrı, 
e (Pn) Pn Pn re) ( n) Pn 
0 | | 1,571 0, | | — 1,00 
02 | 1571 | 1,561 | 0,200 | 020 1,00 | —100 | Zn 
04, 1511 | 101 | 0,400 | = 0,90, | — 1,00 | 100 | = 09 
0,6 1,411 1,391 1 — 0,599 | 0.696 — 0,99 | — 0,98 == a 
0,8 | 1,271 1,252 | —0793| 0.885 — 0,96 | — 0,9 = 0.99 
1,0 | 1,093 1,075 | — 0,977 2 1.059 — 0,89 | — 0,88 u 0,80 
12 | 0,880 | 0,868 | 112 | Toon | 077 1-07 | Zorn 
1,4 0,635 0,621 — 1,277 = 1324 — 0,59 — 0,58 u 047 
1,6 0,366 0,356 — 1,3571 = 1399 — 0,36 | :— 0,35 = 021 
1,8. 0,082 0,078 | — 1414| 1408 0,08 0,08 . 0.06 
2,0 | 0,205 |- 0,204 | 1,402 | —" | + 0,20 I 
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Wir sehen, daß 9 = 0,078 bei = 1,8 ist und = — 0,204 bei ı = 2,0. Wenn wir 
interpolieren, finden wir, daB @ = 0 beir = 1,855 ist. 

Hiermit ist der Zeitpunkt des Durchganges des Pendels durch die vertikale Lage 
bestimmt und folglich auch die Dauer einer Viertelperiode der Pendelschwingung. 
Wenn wir uns erinnern, daß 

Te y3 
I 


ist, und die Schwingungszeit des Pendels mit 7’ bezeichnen, erhalten wir 


T 
ER: V- 
4 g 


Im 833 war die genaue Gleichung für die Schwingungsdauer des mathematischen 
Pendels angegeben worden; nach dieser ist 


T 
BEE? 
T I du 
rem 
1 — sin? — sin?u 
2 
0 


wobei « der größte Auslenkungswinkel des Pendels von der Vertikalen ist. Im ge- 
gebenen Fall ist | 


Wir errechnen das hier enthaltene Integral mit Hilfe der Tabelle der elliptischen 
Integrale! und finden 
a — 1,8541 V- N 
4 g 


Somit ist der Fehler unseres angenäherten Resultates kleiner als 0,1%, was die für 
praktische Zwecke genügende Genauigkeit weit übersteigt. 

Wir wiederholen die Rechnung, indem wir große Zwischenräume Ar nehmen, z.B. 
At = 0,4, und errechnen und ö nur auf zwei Stellen nach dem Komma. Die Werte 
sind in der Tabelle 6 angeführt. 


Durch Interpolation finden wir, daß o =0Obeir = 1,86 ist und daher 


ı 
Ee 1,86 V;- 
4 g 


Wie man sieht, beträgt der Fehler dieses ‚Resultates ungefähr 0,5%. Auch eine 
solche Genauigkeit genügt vollständig für praktische Zwecke. 


ı E, Jahnke und F. Emde: „Tafeln höherer Funktionen“, Leipzig 1948. 
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Tabelle 6 

Fr =. RA . f .. : . 8 
7 (9) Pn a — | (6) Di a un ) 
0 1,57 0 — 1,00 _ 
0,4 1,57 1,49 | — 0,40 u ne — 1,00 | — 1,00 u ne 
0,8 1,33 1,25 | — 0,79 095 | 099 | —0,% Es 
1,2 0,93 0,86 | — 114 | or | — 0,80 | — 0,76 0,57. 
16| 00| 086 | —137 | 19 | —-089 | -086 | ge 
2,0 | — 0,19 | — 0,19 | — 1,40 1 +0,19 ir 


S 50. Die Bewegung eines gebremsten Zuges 


Das im $ 48 dargelegte Verfahren einer zahlenmäßigen Lösung der Differential- 
gleichung der Bewegung kann auch in solchen Fällen angewandt werden, in denen 
die analytische Form der Funktion / (t, x, &) nicht vorgegeben ist und nur die Werte 
dieser Funktion für eine Reihe einzelner Werte ihrer Argumente bekannt sind. 


Im $ 8 haben wir die Frage von der Bewegung eines gebremsten Zuges auf einer 
horizontalen Bahn betrachtet, wobei wir voraussetzten, daß sich beim Bremsen 
ein Bewegungswiderstand entwickelt, der gleich kP ist, wobei P das Gewicht des 
Zuges und k ein konstanter Koeffizient (den wir gleich 0,1 setzten) ist. 


In Wirklichkeit ist der Koeffizient k (der sogenannte spezifische Widerstand beim 
Bremsen) keine konstante Größe: Er verändert sich mit der Veränderung der Ge- 
schwindigkeit .des Zuges, wobei er sich mit der Verringerung der Geschwindigkeit 
vergrößert (außerdem hängt er von der Art des Zuges ab). 


Wir wollen bestimmen, nach welcher Entfernung und nach welcher Zeit ein Zug, der. 
mit der Geschwindigkeit 90 km/Std. oder 25 m/s fährt, auf einer geradlinigen horizon- 
talen Strecke angehalten werden kann, wenn der spezifische Widerstand beim Brem- 
sen für diesen Zug folgende Werte! hat: | 


Tabelle 7 
vm/ls .: k vmjs k 
0 0,132 15 0,083 
5 0,115 20 0,068 
10 0,099 ' 25 0,053 


1 Diese Angaben beziehen sich auf einen D-Zug von einer bestimmten Art. Siehe J.W. Lomonossow, 
„Zugberechnungen‘“. IO. B. JIoMOHOocoB, TAaroBblIe pacuerbi, 2-e nuan., 1915, cTp. 155. 


N 
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Nachdem wir die x-Achse längs der geradlinigen Bahn des Zuges gelegt haben und 
x von der Stelle an zählen, wo sich der Zug beim Beginn des Bremsens befand, gilt 
folgende Differentialgleichung der Bewegung des Zuges: 


mäö=—kP 
oder 
E=— kg 


mit den Anfangswerten x = 0 und x = 25 m/s beit =. 
Unten sind die Werte des Produktes k-g für verschiedene Geschwindigkeiten an- 
geführt. 


Tabelle 8 
vm/s kg m/s? v m/s k-g m/s? 
0 1,29 15 0,81 
5 1,13 20 0,66 
10 0,97 25 0,52 


Aus diesen Angaben können wir durch Interpolation den. Wert k.g für einen be- 
liebigen Wert v errechnen. 

Wir wollen nun die Lösung der Differentialgleichung (1) suchen, die die gestellten 
Anfangsbedingungen erfüllt. Wir werden die Länge in Metern und die Zeit in Sekunden 
ausdrücken. Es sei At =5s. 

Ferner ist x, = 0, i, = 25 m/s. Hieraus folgt 


& = — 0,52 m/s?. 
Somit ist. 
(&,) = 25 — 0,52. 5 = 22,4 m/s. 


Nach der Tabelle 8 finden wir durch Interpolation 


(&,) =— 0,59 m/s? 5 
Damit wird 
EL BaR RE 0,55, m/s®, 
2 


&,— 25 — 0,55, -5= 22,2m/s, 


&, + 8ı 


— 23,6 m/s, 
2 i 


%ı = 23,65 = 118m. 
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Weitere Werte sind in der Tabelle 9 angeführt. 


Tabelle 9 
|| he 
3 2 

0 o | 25 0,52 

5 | 118 29,4 29,2 . OB ce = cc: 
10 | 22 192 |. 190 0,68 | 0,88 | 700, 
15 | 307 15,6 15,3 nl | 0,28 | -0,80 | Zone 
»0 | 373 11,3 11,0 | 098 | -0984 | 0° 
5 | 415 63 |. 59 Se | ae ee 
30 | 430 0,4 0,0 91 1.28. 1, 


Hieraus ist zu ersehen, daß der Zug nach 30 s stehenbleiben wird, nachdem er in 
dieser Zeit 430 m durchfahren hat. 
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Zweiter Teil 


DIE DYNAMIK DER MATERIELLEN SYSTEME 


KAPITELX 


DIE AUF DIE PUNKTE EINES 
MATERIELLEN SYSTEMS WIRKENDEN KRÄFTE 


$ 51. Die äußeren und inneren Kräfte 


Uns ist bereits bekannt, daß wir in der Mechanik jeden materiellen Körper in 
Gedanken in einzelne Teilchen, in materielle Punkte, zerspalten können; wir denken 
uns in der Mechanik alle Körper aus materiellen Punkten zusammengesetzt. Die 
Gesamtheit der materiellen Punkte heißt das materielle System (oder das System der’ 
materiellen Punkte). Die Frage nach der Bewegung irgendeines beliebigen Körpers 
oder einer beliebigen Gesamtheit von Körpern wird somit auf die Aufgabe von der 
Bewegung eines materiellen Systems zurückgeführt. 


Nachdem wir die Gesetze der Bewegung des materiellen Systems ermittelt haben, 
werden wir die allgemeinsten Gesetze erhalten, denen alle mechanischen Erscheinungen 
unterworfen sind, die in der uns umgebenden Welt vor sich gehen. 


Natürlich müssen wir die Zahl derin einem beliebigen Körper endlicher Abmessungen 
enthaltenen materiellen Punkte als unendlich groß annehmen. In unseren allgemeinen 
Untersuchungen werden wir voraussetzen, daß in einem materiellen System n mate- 
rielle Punkte enthalten sind, wobei die Zahl n beliebig groß sein kann. 


Wir wollen uns vor allem mit der Frage der auf die materiellen Punkte wirkenden 
Kräfte befassen, die im Bestande eines materiellen Systems enthalten sind. 


Man kann alle auf die Punkte eines materiellen Systems wirkenden Kräfte in zwei 
Gruppen unterteilen: in innere und äußere Kräfte. Innere Kräfte heißen die Kräfte der 
Wechselwirkung zwischen den materiellen Punkten des gegebenen Systems. Äußere 
Kräfte sind Kräfte, die auf die Punkte des Systems von seiten der materiellen Punkte 
einwirken, die nicht zum gegebenen System gehören (sondern zu irgendwelchen 
‘anderen Systemen). 


Ein Beispiel für innere Kräfte sind die elastischen Kräfte, die zwischen den Teilchen 
eines elastischen Körpers wirken. Dagegen kann die Schwerkraft, die auf alle Teilchen 
eines in der Nähe der Erdoberfläche befindlichen Körpers wirkt, als Beispiel für eine 
äußere Kraft dienen. 
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Es ist notwendig, zu bemerken, daß ein und dieselbe Kraft eine äußere in bezug 
auf das eine System und eine innere in bezug auf ein anderes System sein kann.. So 
muß z. B. die Schwerkraft, die als äußere Kraft in bezug auf einen gegebenen Körper 
erscheint, zu den inneren Kräften gezählt werden, wenn zum System außer dem 
gegebenen Körper auch noch die ganze Erdkugel gezählt wird. | 

Die Bewegung der Punkte eines materiellen Systems hängt sowohl von äußeren 
als auch von inneren, an diesen Punkten angreifenden Kräften ab. Bei der Mehrzahl 
der Fälle bleiben die Größen der inneren Kräfte unbekannt. Daher ist es sehr wün- 
schenswert, solche Abhängigkeiten zu erhalten, aus welchen die inneren Kräfte 
eliminiert sind. Wir werden sehen, daß solche Abhängigkeiten mit Hilfe einiger jener 
allgemeinen Gesetze der Bewegung eines materiellen Systems erhalten werden können, 
die im folgenden dargelegt werden. 


S 52. Die Zwangsbedingungen. Die zweiseitigen und die einseitigen Bin- 
dungen. Die Zwangskräfte 


Alle auf die Punkte eines materiellen Systems wirkenden Kräfte können auch noch 
auf eine andere Art, nach einem anderen Kennzeichen, in zwei Gruppen eingeteilt 
werden. Um dieses Kennzeichen klarzustellen, wollen wir uns mit dem Begriff der 
Bindung oder Zwangsbedingung beschäftigen. 

Es gibt Systeme, deren sämtliche Punkte sich beliebig verschieben können, so daß 
jeder Punkt eine beliebige Verrückung erhalten kann, unabhängig von den Ver- 

rückungen der übrigen Punkte. In diesem Fall sprechen wir von 

M, einem System freier materieller Punkte. Als Beispiel eines solchen 

Systems kann das Sonnensystem dienen, wenn man (wie es häufig 

in der Astronomie getan wird), die zu diesem System gehörigen 
Himmelskörper als materielle Punkte betrachtet. 

Viel häufiger haben wir es mit materiellen Systemen zu tun, 

deren Punkte untereinander verbunden sind, so daß nicht jeder 

Punkt des Systems eine beliebige Verrückung, unabhängig von 

M, den Verrückungen der übrigen Punkte, erhalten kann. Ein solches 

System nennen wir ein System von unfreien materiellen Punk- 

‚Abb. 82 ten. Wir wollen dies an dem. folgenden einfachen Beispiel 

erläutern. 

Wir stellen uns zwei Körper M, und M, vor, die sich an den Enden eines gerad- 
linigen Stabes befinden (Abb. 82). Wir betrachten die Körper M, und M, als mate- 
rielle Punkte. Den sie verbindenden Stab werden wir als absolut starr und masselos 
ansehen; einen solchen Stab nennen wir einen ideellen Stab. Wir haben es also mit 
einem System zu tun, das aus den zwei materiellen Punkten M, und M, besteht, die 
durch den ideellen Stab M,M, miteinander verbunden sind. Die Punkte M, und 
M, können keine willkürlichen Verrückungen erhalten, die unabhängig voneinander 
sind. Wenn z. B. der Punkt M, unbeweglich bleibt, kann sich der Punkt M, nur 
auf der Oberfläche der Kugel mit dem Zentrum im Punkte M, und einem Radius 
gleich der Länge des Stabes M,M, verschieben. Wir haben somit ein Beispiel eines 
Systems von unfreien materiellen Punkten. 
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In dem gegebenen Beispiel sind die Verrückungen der Punkte M, und M, der Be- 
dingung unterworfen, daß die Entfernung zwischen diesen Punkten konstant bleiben 
muß. Diese Bedingung, die die Bewegungsfreiheit der Punkte M, und M, beschränkt, 
nennen wir eine Zwangsbedingung, die unserem System auferlegt ist. Jede die Be- 
wegungsfreiheit der Punkte eines Systems einschränkende Bedingung heißt Bindung 
oder Zwangsbedingung. 


Wir führen nun noch einige Beispiele von Zwangsbedingungen an. Wir stellen uns 
ein System vor, das aus n materiellen Punkten besteht, wobei jeder Punkt mit 
jedem durch einen ideellen Stab verbunden ist. Ein solches System heißt starres 
System; es wird dadurch charakterisiert, daß der Abstand zwischen seinen Punkten 
unveränderlich bleibt. Das Vorhandensein eines jeden Stabes in diesem’ System 
bedeutet eine Beschränkung der Bewegungsfreiheit der Punkte des Systems. 
Wir haben damit so viel Zwangsbedingungen, wie Stäbe im System vorhanden 
sind. 


Man sieht leicht ein, daß es zur Gewährleistung der Unveränderlichkeit der Ab- 
stände zwischen allen Punkten eines unveränderlichen Systems nicht notwendig 
ist, alle Punkte paarweise durch ideelle Stäbe zu verbinden. Wir wollen die not- 
wendige Anzahl der Stäbe ermitteln, welche die Unveränderlichkeit des Systems 
gewährleistet. 


Damit die Abstände zwischen den drei Punkten M,, M, und M, unveränderlich 
bleiben, müssen diese Punkte durch die drei Stäbe M,M,, M,M,, M,M, verbunden 
sein. Die Unveränderlichkeit der Abstände des Punktes M, von den drei ersten 
Punkten .erfordert drei neue Stäbe M,M,, M,M,, M;M,. Damit der Punkt M, in 
unveränderlichen Abständen von den ersten vier Punkten bleibt, genügt es, denselben 
mit beliebigen drei dieser Punkte zu verbinden, was eine Einführung weiterer drei 
neuer Stäbe erfordert. Überhaupt verlangt der Anschluß jedes weiteren Punktes an 
das System die Einführung von drei neuen Stäben. Somit sind drei Stäbe notwendig, 
die die Punkte M,, M, und M, verbinden, und je drei Stäbe für jeden der übrigen 
n — 3 Punkte, also insgesamt 


3 +3(n—3)=-3n— 6 


Stäbe. Dies ist die Zahl der Zwangsbedingungen, welche die Unveränderlichkeit des 
Systems von n Punkten gewährleistet!. 


Wenn wir die Anzahl der in einem starren System enthaltenen Punkte als 
unendlich groß annehmen und die Längen der dieselben verbindenden ideellen 
Stäbe als unendlich klein, erhalten wir ein Gebilde, das in der Mechanik ein absolut 
starrer Körper genannt wird. In vielen Fällen (und zwar in allen den Fällen, in denen 
man die Deformationen der realen Körper vernachlässigen kann) können wir in 
unseren Vorstellungen den realen starren Körper durch einen solchen ideellen, 
absolut starren Körper ersetzen. Dieses Gebilde werden wir also im weiteren im Auge 
‚haben, wenn wir von einem absolut starren Körper reden werden. 


! Die Anzahl der Stäbe, welche die Starrheit eines räumlichen Fachwerks mit n Knoten gewährleistet, ist 
die gleiche. Das unveränderliche System von n Punkten, die durch ideelle Stäbe verbunden sind, ist nichts 
anderes als ein räumliches Fachwerk mit n Knoten. 


146 X. Die auf die Punkte eines materiellen Systems wirkenden Kräfte 


Wir wollen uns nun irgendeinen Mechanismus, z. B. einen Kurbelmechanismus, 
vorstellen (Abb. 83). Er stellt ein aus mehreren starren Körpern bestehendes System 
dar: der Welle mit der Kurbel, der Kurbelstange, dem Kreuzkopf mit der Kolben- 
stange und dem Kolben; diese Glieder des Mechanismus werden wir als absolut 
starre Körper betrachten. In diesem System gibt es eine ganze Reihe von Zwangs- 
bedingungen. Einerseits haben wir Bindungen, welche die Unveränderlichkeit oder 
Starrheit der zum System gehörigen starren Körper selbst gewährleisten, andererseits 
ist die Bewegungsfreiheit dieser Körper noch durch weitere Zwangsbedingungen 
eingeschränkt. So ist die Bewegung der Welle mit der Kurbel der Bedingung unter- 
worfen, daß die Wellenachse unbeweglich bleiben muß; diese Bedingung wird durch 
die Befestigung der Wellenzapfen in den Lagern verwirklicht. Die Bewegungs- 
freiheit des Kreuzkopfes ist durch die Gleitbahnen beschränkt, die ihm nur eine 


Abb. 83 


geradlinige fortschreitende Bewegung gestatten. Schließlich gibt es noch Bindungen, 
welche die Kurbel mit der Kurbelstange und die Kurbelstange mit dem Kreuzkopf 
verbinden. 


Also kann das System der n materiellen Punkte einer ganzen Reihe. von Zwangs- 
bedingungen unterworfen sein, die die Bewegungsfreiheit der Punkte des Systems 
beschränken. 


Wir kennen zwei Arten von Bindungen. Zu der ersten Art gehören die Bindungen, 
die, indem sie irgendwelche Verrückungen der Punkte des Systems verhindern, 
gleichzeitig auch entgegengesetzte Verrückungen verhindern. Solche Bindungen 
heißen zweiseitige Bindungen. Alle oben aufgezählten Beispiele von Bindungen ge- 
hören zu dieser Kategorie. Es gibt aber auch solche Bindungen, die, indem sie irgend- 
welche Verrückungen verhindern, gleichzeitig aber entgegengesetzte Verrückungen 
zulassen. Das sind einseitige Bindungen. Als Beispiel:’einer einseitigen Bindung kann 
eine horizontale Ebene dienen, die irgendeinen Körper unterstützt: Indem sie die 
Verrückung des Körpers vertikal nach unten verhindert, gestattet diese Ebene eine 
Bewegung des Körpers vertikal nach oben in jeder Weise. Wenn der Körper von oben 
durch eine andere. Ebene bedeckt ist (so daß sich zwei Führungen ergeben, zwischen 
denen der Körper gleiten kann), handelt es sich um eine zweiseitige Bindung. 


Wir wissen, daß jede Bindung die Bewegungsfreiheit der Punkte des Systems 
einschränkt. Wir wollen nun sehen, wie diese rein kinematische Wirkung der Bindung 
in dynamischer Hinsicht in Erscheinung tritt. 


Jede Bindung verändert, indem sie die Bewegungsfreiheit der Punkte des Systems 
begrenzt, gleichzeitig die Bewegung, die unter der Einwirkung der angreifenden 
Kräfte vom System ausgeführt wird, und zwar in dem Sinne, daß sich bei Vorhanden- 
sein einer Bindung die Punkte des Systems anders bewegen, als siesich (bei sonst 
gleichen Bedingungen) bei Fehlen einer Bindung bewegen würden. Wenn die Bindung 
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.. die Bewegung des Systems verändert, treten diese oder jene Beschleunigungen in der 
Bewegung der Punkte des Systems auf. Wir wissen aber, daß die Beschleunigung 
des materiellen Punktes das Resultat der Wirkung der an diesem Punkte an- 
greifenden Kräfte ist. Hieraus müssen wir schließen, dab das Vorhandensein einer 
Bindung das Auftreten entsprechender, an den Punkten des Systems angreifender 
Kräfte nach sich zieht. Diese Kräfte heißen besser Zwangskräfte. 


Wir wollen z. B..den Kurbelmechanismus (Abb. 83) betrachten. Es gibt hierin 
eine ganze Reihe von Bindungen. Die Zapfen der Welle liegen in Lagern; hierdurch 
wird die Bindung realisiert, die verlangt, daß die Wellenachse unbeweglich ist. Als 
dynamischer Ausdruck dieser Bindung erscheinen die Reaktionen, die von den 
Lagern auf die Wellenzapfen übertragen werden. Eine andere Bindung, die dem ge- 
gebenen System auferlegt ist, wird durch die Verbindung der Kurbel mit dem Kurbel- 
stangenende verwirklicht. Auch hier treten Reaktionen auf, die auf die Kurbel 
(seitens der Kurbelstänge) und auf das Kurbelstangenende (seitens der Kurbel) 
wirken; natürlich sind nach dem Prinzip ‚‚die Kraft ist gleich der Gegenkraft“ diese 
zwei Reaktionen einander der Größe nach gleich und haben entgegengesetzte Rich- 
tungen. 

Wenn also die Punkte des Systems mehreren Bindungen unterworfen sind, dann 
wirkt von seiten jeder Bindung auf jeden Punkt des Systems irgendeine Zwangs- 
kraft. Im allgemeinen wirken auf jeden Punkt des Systems so viel Zwangskräfte ein, 
wie Bindungen zwischen dem Punkte und den anderen Punkten des Systems be- 
stehen. 

Wir sehen nun, daß alle auf die Punkte des Systems wirkenden Kräfte in zwei 
Gruppen nach dem Kennzeichen ihrer Zugehörigkeit oder Nichtzugehörigkeit zu den 
Zwangskräften eingeteilt werden können. Es soll festgelegt werden, alle Kräfte mit 
Ausnahme der Zwangskräfte als vorgegebene Kräfte zu bezeichnen (zuweilen nennt 
man sie auch die angreifenden Kräfte). Folglich können alle auf die Punkte des 
Systems wirkenden Kräfte in zwei Gruppen unterteilt werden: in vorgegebene 
Kräfte und in Zwangskräfte. 

Man muß beachten, daß die vorgegebenen Kräfte keinesfalls mit den äußeren 
Kräften und dieZwangskräfte nicht mit den innerenKräften identifiziert werden dürfen. 
In der Zahl der vorgegebenen Kräfte können auch äußere Kräfte (z. B. die Schwer- 
kraft) und innere Kräfte (z. B. elastische Kräfte) enthalten sein. Ebenso können in 
der Zahl der Reaktionen auch äußere und innere Kräfte enthalten sein. So z. B. sind 
im Falle eines Kurbelmechanismus die an den Wellenzapfen angreifenden Reaktionen 
der Lager Kräfte, die in bezug auf das gegebene System äußere Kräfte sind. Die 
Reaktionen jedoch, die an die Kurbel (seitens der Kurbelstange) und dem Kurbel- 
stangenende (seitens der Kurbel) angreifen, müssen den inneren Kräften zugezählt 
werden. 

Wir bemerken, daß die Größen der Zwangskräfte wesentlich von der Bewegung 
des Systems selbst abhängen; daher bleiben die Größen der Reaktionen solange 
unbekannt, bis die Bewegung des Systems bestimmt ist. In Anbetracht dessen ist 
eine Eliminierung der Zwangskräfte aus den Gleichungen der Dynamik eines Systems 
sehr wünschenswert. Wir werden im weiteren ein sehr einfaches Verfahren kennen- 
lernen, mit dessen Hilfe eine Eliminierung der Zwangskräfte erreicht wird. 
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$ 53. Die virtuellen Verrückungen 


Wir haben gesehen, daß jegliche Bindung die Bewegungsfreiheit der Punkte eines 
materiellen Systems einschränkt, indem sie nur bestimmte Verrückungen dieser Punkte 
zuläßt,; andere Verrückungen werden durch die Bindung nicht zugelassen. Eine 
geringfügig kleine Verrückung des Systems, die durch die in diesem System vor- 
handenen Bindungen zugelassen ist, nennt man eine virtuelle oder mögliche Verrückung 
des ‚Systems. | 

Wir stellen uns z. B. den geraden Hebel AB mit einer festen Stütze O vor (Abb. 84); 
als virtuelle Verrückung dieses Systems erscheint die Drehung um den winzig kleinen 
Winkel um den Punkt O. Die virtuelle Verrückung des Kurbelmechanismus (Abb. 85) 
ist die winzig kleine Verrückung, bei der die Welle sich mit der Kurbel um den winzig 
kleinen Winkel um ihre Achse dreht, wobei das Gleitstück und die Kurbelstange sich 
gleichfalls auf entsprechende Art verschieben. 


Abb. 84 


Wir stellen uns irgendein mechanisches System vor und geben ihm eine beliebige 
virtuelle Verrückung. Die einzelnen Punkte des Systems erhalten dabei sehr 
kleine Verrückungen, die wir die virtuellen Verrückungen dieser Punkte nennen 
werden. Diese virtuellen Verrückungen der Punkte des Systems stellen geringfügig 
kleine Bewegungsbahnbogen der gegebenen Punkte dar. So z. B. sind die virtuellen 
Verrückungen der Punkte A und B des Hebels AB (Abb. 84) winzig kleine Kreis- 
bogen mit dem Zentrum im Stützpunkt O; die virtuelle Verrückung des Kurbel- 
zapfens A im Kurbelmechanismus (Abb. 85) ist ein unbedeutend kleiner Kreisbogen 
mit dem Zentrum im Punkte O. Die virtuelle Verrückung des Gleitstückes B ist ein 
winzig kleiner Abschnitt der geraden Linie; die virtuelle Verrückung des Punktes M 
der Kurbelstange ist ein winzig kleiner Bogen irgendeiner Kurve vierter Ordnung. 

Aus der ‚„‚Kinematik“ ist uns bekannt (siehe Teil I, $ 97), daß man die krummlinige 
Verrückung des Punktes mit einem geradlinigen Abschnitt vertauschen kann, der 
längs der Tangente an die Bewegungsbahn im gegebenen Punkte verläuft, wenn man 
die elementare Verrückung eines Punktes als eine kleine Größe erster Ordnung 
betrachtet und die kleinen Größen höherer Ordnungen vernachlässigt. Im weiteren 
werden wir die virtuellen Verrückungen der Punkte des Systems als kleine Größen 
erster Ordnung betrachten. Aus dem Gesagten folgt, daß wir, wenn wir die kleinen 
Größen höherer Ordnungen vernachlässigen, das Recht haben, die virtuellen 
Verrückungen aller Punkte des Systems als geradlinige Abschnitte zu betrachten, 
die längs der Tangenten an die Bewegungsbahnen der entsprechenden Punkte 
verlaufen. 

Wir bemerken, daß es Bindungen gibt, die sich im Laufe der Zeit verändern. Wir 
wollen uns z. B. eine Bindung denken, die verlangt, dab der gegebene materielle 
Punkt M auf irgendeiner horizontalen Ebene bleibt, wobei diese Ebene selbst eine 
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gewisse vorgegebene Bewegung in vertikaler Richtung ausführt (dieses kann mittels 
zweier horizontal geführter Ebenen verwirklicht werden, zwischen denen der Punkt 
M liegt und die sich selbst in vertikaler Richtung bewegen). In ähnlichen Fällen muß 
man unter einer virtuellen Verrückung des Systems die geringfügig kleine Verrückung 
verstehen, die durch die für einen bestimmten Augenblick geltende Bindung zugelassen 
ist, d. h., eine geringfügig kleine Verrückung, die durch die Bindung zugelassen werden 
würde, wenn diese sich nicht im Laufe der Zeit veränderte. So ist in dem soeben 
erwähnten Beispiel die mögliche Verrückung des Punktes M eine geringfügig kleine 
Verrückung in horizontaler Richtung; mit anderen Worten, unter der virtuellen Ver- 
rückung des Punktes M muß man in diesem Beispiel seine relative Verrückung in 
bezug auf die sich bewegenden Gleitführungen verstehen, nicht aber die absolute 
Verrückung, die sich aus dieser relativen Verrückung und aus der translativen Ver- 
rückung in vertikaler Richtung zusammen mit den führenden Ebenen zusammen- 
setzt. 


Wir wollen noch bemerken, daß jeder virtuellen Verrückung der Punkte des Systems‘ 
eine andere virtuelle Verrückung entspricht, die der ersten entgegengesetzt ist, wenn 
das System zweiseitigen Bindungen unterworfen ist. Das kann man nicht sagen, wenn 
sich unter den Bindungen des Systems auch einseitige Bindungen befinden. 


S 54. Die ideellen Bindungen 


Wir wollen uns ein materielles System vorstellen, das aus n materiellen Punkten 
M,, M:,..., M,„ besteht (Abb. 86). Wir nehmen an, daß dieses System irgendeiner 
zweiseitigen Bindung unterworfen ist; die Zwangskräfte bezeichnen wir dann mit 
Rı, Ro, ---, R,. Wir geben dem System eine beliebige virtuelle Verrückung; die 
Verrückungen der Punkte des Systems bezeichnen wir mit 2,, 23, . . . ‚2,. Nunmehr er- 
rechnen wir die Summe der Arbeiten der Reaktionen R,,R,...,R, bei den Verrük- 
kungen %,, &., -.. , &,, Indem wir uns bei der Errechnung dieser Summe nur auf die 
kleinen Glieder erster Ordnung beschränken (und die Glieder höherer Ordnungen 
vernachlässigen). Wenn die Summe der bezeichneten Arbeiten, die mit dem erwähnten 
Grenauigkeitsgrade errechnet wurde, für alle virtuellen Verrückungen des Systems 
gleich Null ist, dann heißt die gegebene Bindung eine ideelle. | 


Also heißt die zweiseitige Bindung :deell, wenn die Summe der Arbeiten der 
Reaktionen bei jeder virtuellen Verrückung des Systems, errechnet mit einer Genauig- 
keit bis zu den kleinen Größen erster Ordnung (einschließlich), gleich Null ist, 
d. h., wenn 


> R; €; C0S (R;E;) — 01 


für alle virtuellen Verrückungen 2,,2,,.. . . 2, gilt. 


Wir wollen zeigen, daß ein ideeller Stab, der zwei materielle Punkte verbindet und 
von dem im $ 52 die Rede war, das Beispiel einer ideellen Bindung darstellt. 


i Hier und im folgenden werden mit dem Zeichen Z die Summen bezeichnet, die aufalle Punkte des 
Systems ausgedehnt sind, d.h. auf alle i-Werte voni = 1bisi = n. 
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Die Reaktionen R, und R, des ideellen Stabes M,M, (Abb. 87), die an den mate- 
riellen Punkten M, und M, angreifen, sind der Größe nach gleich und längs der 
Achse des Stabes nach verschiedenen Seiten gerichtet; sie sind so gerichtet, wie in 
der Abb. 87 angegeben, wenn der Stab zusammengedrückt ist. Wenn der Stab gedehnt 
ist, haben sie entgegengesetzte Richtungen. Wir geben dem’ System eine virtuelle 
Verrückung, indem wir den Stab in die Nachbarlage M!M/ verlegen. 

Natürlich gilt nach wie vor 

M] M, = M,M, I L, 


wobei I die Länge des Stabes ist. Wenn wir M,M/ mit, und M,M/ mit2, bezeichnen, 
dann ist die Summe der Arbeiten der Reaktionen R, und R, bei den Ver- 
rückungen 2, und %;:. 

Rı&1c0s(Rı, &ı) + Ryezcos(R,,,). 


v 


& 
M, 
An 
KA, 
M 
Er a 
RR; 
Abb. 86 Rı Abb. 87 


Wir fällen von den Punkten M,| und M, die Lote M!K, und M,K, auf die Richtung 
der Stabachse M,M,. Dann gilt 


€ı COS (Rı,Eı) — Kı M, D 
&,cos(R,, &)= — K,M. 


Folglich erhalten wir, wenn wir R, = R, = KR setzen, für die uns interessierende 
Summe der Arbeiten den Ausdruck: 
R(Kı Mı— K,M,). 
Nun wollen wir vermerken, daß 
Kı Mı— K,M,= KıK,— M,M,=lcos« —1=!(cos«—1) 
und folglich | 
R(Kı M,— K,M;)= Rl(ecos« — 1) 


ist, wobei der Winkel zwischen den Richtungen M,M, und M/M/ ist. Wenn aber die 
Verrückungen e, und, kleine Größen erster Ordnung sind, dann ist auch der Winkel « 
eine Größe derselben Ordnung; in dem Falle ist cos «&—1 eine kleine Größe zweiter 
Ordnung. Vernachlässsigen wir diese Größe, so erhalten wir: 


R(Kı M\— K,M,)= 0, 


ganz gleich, wie auch die virtuelle Verrückung unseres Stabes sein mag. Hieraus 
schließen wir, daß die zu untersuchende Bindung eine ideelle ist. 
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Da wir vereinbart haben, den absolut starren Körper als System einer unendlich 
großen Anzahl materieller Punkte zu betrachten, die durch unendlich kleine ideelle 
Stäbe miteinander verbunden sind, ziehen wir aus dem Bewiesenen die Schluß- 
folgerung, daß alle Bindungen in einem absolut starren Körper ideelle Bindungen 
sind. | 

Wenn die Bewegungsfreiheit eines in einem beliebigen System befindlichen starren 
Körpers durch weitere zweiseitige Bindungen begrenzt ist, werden diese Bindungen 
durch Berührung des gegebenen Körpers mit anderen starren Körpern realisiert; 


Abb. 88 Abb. 89 


diese letzteren können beweglich oder unbeweglich sein, sie können zum gegebenen 
System gehören oder äußere Bindungen in bezug auf dasselbe sein (wir erinnern uns 
an das Beispiel des Kurbelmechanismus — Welle und Lager, Kreuzkopf und Gleit- 
führungen usw.). 


Wir wollen uns den starren Körper A vorstellen, der gezwungen ist, in Berührung 
mit dem unbeweglichen starren Körper B zu bleiben, der nicht zum gegebenen 
System gehört (Abb. 88). Auf den Körper A wirkt von seiten des Körpers B im Be- 
rührungspunkt M eine Reaktion, die in die Normalkomponente N und die Tangential- 
komponente T zerlegt werden kann; diese letztere ist nichts anderes als die Reibungs- 
kraft. Wir geben dem Körper A eine virtuelle Verrückung und errechnen die Summe 
der Arbeiten der Kräfte N und T. Wenn die Bindung zwischen den Körpern A und B 
ein Gleiten des Körpers A auf der Fläche des Körpers B zuläßt, können wir bei 
Vernachlässigung der kleinen Größen höherer Ordnungen annehmen, daß die virtuelle 
Verrückung € des Punktes M in einer-Bewegung auf der tangentiellen Ebene im 
Berührungspunkt der Flächen der Körper A und B besteht. 


Hieraus folgt, daß die Arbeit der normalen Reaktion N auf der Verrückung € 
gleich Null ist; die Arbeit der Reibungskraft IT jedoch ist nicht gleich Null. Folglich 
ist die Summe der Arbeiten der Kräfte N und T nicht gleich Null. 


Wir bemerken, daß die Arbeit der Reibungskraft T Null wird, wenn ein 
Gleiten des Körpers A durch die Bindung nicht zugelassen wird (der Körper A 
rollt ohne zu gleiten auf der Fläche des Körpers B). In dem Falle ist die virtuelle 
Verrückung e des Punktes M eine kleine Größe zweiter Ordnung, und wir können 
folglich bei der Errechnung der Arbeit der Kräfte X und T 2 = 0 setzen. 
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Wenn der Körper B ebenso wie der Körper A zum gegebenen System gehörte, 
müßten wir sowohl die Reaktionen N, und T,, dieam Körper A angreifen, als 
auch die Reaktionen N, und T,, die auf den Körper B wirken, berücksichtigen 
(Abb. 89). Natürlich sind die normalen Reaktionen N, und N, der Größe nach gleich 
und entgegengesetzt gerichtet; dasselbe gilt auch für die Reibungskräfte T, und 
T,. Wir wollen den Körpern A und B eine virtuelle Verrückung erteilen und die Summe 
der Arbeiten aller dieser Kräfte errechnen. Bei dieser Berechnung genügt es, die 
relative Verrückung des Körpers A in bezug auf den Körper B zu betrachten, da bei 
einer gemeinsamen translativen Bewegung der Körper A und B die Summe der 
Arbeiten unserer Kräfte gleich Null ist (die Arbeiten der Kräfte Rt, und N, sowie 
der Kräfte T, und T, sind der Größe nach gleich und dem Vorzeichen nach entgegen- 
gesetzt). Auf diese Art kommen wir bereits auf den Fall des untersuchten unbeweg- 
lichen Körpers B. Wir schließen, .daß die Summe der Arbeiten der normalen Reak- 
tionen N, und Rt, gleich Null ist, dagegen ist die Summe der Arbeiten der Reibungs- 
kräfteT, und T, nicht gleich Null. 

Also sind durch das Vorhandensein der Reibungskräfte zwischen den starren 
Körpern die Bindungen zwischen ihnen keine ideellen; die Bindung zwischen starren 
Körpern kann nur in dem Falle eine ideelle genannt werden, wenn sie ohne Reibung 
vor sich geht. | | 

Man kann jedoch mit Hilfe eines sehr einfachen Verfahrens eine durch Reibung 
‚realisierte Bindung in eine ideelle verwandeln: Man braucht nur die Reibungskräfte 
aus der Kategorie der Reaktionen zu eliminieren und dieselben zu der Gruppe der 
vorgegebenen Kräfte hinzuzuzählen, indem man in der Zahl der Reaktionen nur die 
normalen Reaktionen läßt, deren Arbeitssumme auf jeder virtuellen Verrückung, 
wie wir gesehen haben, gleich Null ist. Im folgenden werden wir so verfahren. Wenn 
wir die Reibungskräfte zu den vorgegebenen Kräften rechnen, erhalten wir das 
Recht, alle Bindungen zwischen den starren Körpern als ideelle Bindungen zu be- 
trachten. 


Wir werden uns hier nicht mit dem Fall der einseitigen Bindungen beschäftigen. 
Im weiteren (s. $ 63) wird gezeigt werden, daß die Reaktionen R,,R...., R, 
dieser Bindung die Bedingung & R; e; cos(R;, &)> 0 für alle möglichen Verrückungen 
© & +, &, befriedigen, wenn die einseitige Bindung ohne Reibung verwirklicht ist. 
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$ 55. Die Anzahl der Freiheitsgrade 


u Mit der Vorstellung von den in einem System 


vorhandenen Bindungen ist die Vorstellung von 

A der Anzahl der Freiheitsgrade des Systems eng 
verbunden. Wir wollen einiges darüber sagen. 

Wir stellen uns einen geraden Hebel AB, den wir als absolut starr betrachten, mit 

der festen Drehachse O vor (Abb. 90). Wieviel Größen müssen vorgegeben werden, 

damit ‘die Lage aller Punkte dieses Stabes eindeutig bestimmt werden kann? Es 

ist offensichtlich, daß keine Notwendigkeit vorliegt, die Koordinaten aller Punkte 

des Stabes vorzugeben. Es genügt vollständig, eine Größe, und zwar den Dreh- 


Abb. 90 
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winkel des Stabes @ vorzugeben. Durch den Winkel » wird die Lage aller Punkte 
des Hebels AB völlig bestimmt. Wir sagen, daß der Hebel AB ein System mit einem 
Freiheitsgrade darstellt. 

Wir wählen noch das Beispiel eines Kurbelmechanismus (Abb. 91). Auch hier wird 
die Lage aller Punkte des Systems eindeutig durch das Vorgeben einer Größe — 
des Drehwinkels % der Kurbel bestimmt. Wir setzen dabei natürlich voraus, daß 
alle Teile des Mechanismus absolut starr sind. Auch .der Kurbelmechanismus stellt 
ein System mit einem Freiheitsgrade dar. 


Abb. 91 


Nun stellen wir uns einen Zentrifugalregulator vor, der sich um eine vertikale 
Achse dreht (Abb. 92). Um die Lage .aller Punkte dieses Systems eindeutig zu be- 
stimmen, muß man zwei Größen vorgeben: den Drehwinkel @ des Regulators und den 
Winkel«, der durch einen der Stäbe mit der vertikalen Achse gebildet wird. Wir 
sagen, der Zentrifugalregulator hat zwei Freiheitsgrade. 

Allgemein gesagt: Wenn die Lage aller Punkte des Systems durch das Vorgeben 
von k unabhängigen Größen eindeutig bestimmt ist, besitzt das System k Freiheits- 
grade. Die Größen, durch deren Vorgabe die Lage aller 
Punkte des Systems eindeutig bestimmt ist, nennt man 
die verallgemeinerten Koordinaten des Systems. Folglich ist 
die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems gleich der Anzahl 
der unabhängigen verallgemeinerten Koordinaten, welche 
die Lage des Systems bestimmen. z 

Die Mehrzahl der in .der Praxis verwendeten Mechanis- 
men stellt Systeme mit einem Freiheitsgrade dar (genauer 
gesagt, kann man sie als Systeme mit einem Freiheits- 
grade betrachten, wenn man alle ihre Teile als absolut 
starr annimmt). Daher erscheinen Systeme mit einem Frei- 
heitsgrade praktisch als besonders wichtig; zuweilen werden 
solche Systeme auch Systeme mit einer vollen Anzahl von Abb. 92 
Bindungen genannt. Jedoch kommen im Maschinenbau auch 
Systeme mit einer größeren Anzahl von Freiheitsgraden vor. Eine mit einem Zentri- 
-f{ugalregulator versehene Dampfmaschine stellt das Beispiel eines. Systems mit zwei 
Freiheitsgraden dar. Im Falle einer sogenannten nicht geraden Regulierung haben wir 
es mit Systemen zu tun, die drei oder noch mehr Freiheitsgrade besitzen. 


8 56. Die Differentialgleiehungen der Bewegung eines materiellen Systems 


In den vorhergegangenen Paragraphen haben wir gesehen, daß alle auf die Punkte 
eines materiellen Systems wirkenden Kräfte in zwei Gruppen eingeteilt werden 
können, und zwar auf zweierlei Art: entweder in äußere und innere oder in vorgegebene 
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Kräfte und Zwangskräfte. Wir wollen nun die Differentialgleichungen der Bewegung 
der Systempunkte aufschreiben. Die Gleichungen können ebenfalls auf zweierlei Art 
geschrieben werden. 

Wir stellen uns ein materielles System vor, daß aus n materiellen Punkten M,, M,, 
...,M „besteht (Abb. 93); die Massen dieser Punkte bezeichnen wir mit m, ma, ..., 
M,. Wir teilen alle an den Punkten des Systems angreifenden Kräfte in innere und 
äußere Kräfte ein. Ferner bezeichnen wir:die Resultierende aller am Punkt M, an- 
greifenden äußeren Kräfte mit 5: und die Resultierende aller an demselben Punkte 
angreifenden inneren Kräfte mit 32. 
Entsprechend bezeichnen wir die Resul- 
tierenden der an den übrigen Punkten 
M;,,..., M„ angreifenden äußeren und 
x En ER E aJ 
inneren Kräfte mit %,, 35: - -» Im: Un- 

Wir wählen die rechtwinkligen Ko- 
ordinatenachsen &, yundz.und bezeich- 
nen die Koordinaten der Punkte M,, 
M;,..., Min bezug auf diese Achsen 
MM 2, 5 21:85, Yes Zueany E Y 2a: 
Für jeden dieser Punkte dieses Systems 
‚können wir drei Differentialgleichungen 
der Bewegung aufschreiben. Wählen 
wir einen beliebigen Punkt M, (wobei v=1,2,...,nist) und bezeichnen die Pro- 
jektionen der an diesem Punkte angreifenden Kräfte %? und %; auf die Achsen x, y, z 
mit X#, Y?, ZF und X}, Y?, 27, so erhalten wir: 


mä= X; + X%, 
i Ed 
mui=Yı+tYi, (1) 


= E J 
nd;= Zi +Z;. 


Indem wir dem Index : alle Werte 1, 2,..., n geben, erhalten wir.3n Differen- 
tialgleichungen der Bewegung des Systems. 

Wir stellen uns wieder das materielle System M,, M,,... , M, vor (Abb.94) und unter- 
teilen alle auf diese Punkte einwirkenden Kräfte in vorgegebene Kräfte und Zwangs- 
kräfte. Wir bezeichnen die Resultierende aller an dem Punkte M, angreifenden vor- 
gegebenen Kräfte mit %, und die Resultierende aller auf denselben Punkt einwirken- 
den Zwangskräfte mit %,; für die übrigen Punkte führen wir die entsprechenden 
Bezeichnungen 32, Ta» + - - » Sn mn ein. Wählen wir die Koordinatenachsen x, yundz 
und bezeichnen die Komponenten der auf den Punkt M, wirkenden Kräfte %, und %; 
mit X, Y;, Z; und X, Y', Z so gilt: 

Mi; &, = X; + X}, 
myi=YıtYi, (2) 


... [4 
m&i= 2 +2: 
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Wir lassen den Index i die Werte 1,2,...,n durchlaufen und erhalten wiederum 
3n Differentialgleichungen der Bewegung unseres Systems. 


Wenn alle auf die Punkte des Systems wirkenden Kräfte bekannt wären, würde 
die Integration der Gl. (2) oder (1), theoretisch gesprochen, zu der Bestimmung der 
Bewegung des. Systems unter der Wirkung der vorgegebenen Kräfte führen. 


Jedoch ist eine solche Problemstellung nur in Ausnahmefällen möglich; in der 
Mehrzahl der Fälle ist die Anzahl der im System enthaltenen materiellen Punkte so 
groß (im Fail eines starren Körpers 
n = co), daß die Anwendung der 
Gln. (1) oder (2) sich als praktisch 
unausführbar erweist. Außerdem 
wissen wir bereits, daß die Zwangs- 
kräfte wesentlich von der Bewegung 
des Systems abhängen und daher 
nicht ermittelt werden können, so- 
lange die Bewegung des Systems 
selbst nicht bestimmt ist. Dieinneren 
Kräfte bleiben uns in den meisten 
Fällen unbekannt. In Anbetracht 
dessen ist die praktische Bedeutung | 
der Gln. (1) und (2) nicht groß. Wir 7, 
werden im weiteren sehen, auf welche 
Art Gleichungen gewonnen werden können, in denen die inneren Kräfte oder 
Zwangskräfte eliminiert sind; diese letzteren Gleichungen erweisen sich bei der 
Anwendung als bequem. | 


KAPITELXI 


DIE METHODE DER KINETOSTATIK 


8 57. Die Methode der Kinetostatik 


Beim Studium der Bewegung des materiellen Punktes haben wir (im Kapitel II) 
das Verfahren kennengelernt, durch das jede Aufgabe der Dynamik des materiellen 
Punktes auf die entsprechende Aufgabe der Statik zurückgeführt werden kann. Dieses 
Verfahren kann auch bei der Lösung von Aufgaben der Dynamik des materiellen 
Systems angewandt werden. 


Wir stellen uns ein in Bewegung befindliches materielles System vor, das aus den 
materiellen Punkten M,, M,,..., M, besteht (Abb. 95), und bezeichnen die Resul- 
tierende der vorgegebenen Kräfte und die Resultierende der Zwangskräfte, die an 
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den Punkt M, angreifen, mit %, bzw. %]. Die vorgegebenen Kräfte und Bindungs- 
‚reaktionen, die an den übrigen Punkten angreifen, bezeichnen wir auf ähnliche Art 


mit Io re I 


Wir fügen zu diesen Kräften die Trägheitskräfte % 1, Y1» --- » %1„ der Punkte 
unseres Systems hinzu. Bezeichnen wir die Massen dieser Punkte mit m,, m.,..., M, 


und ihre Beschleunigungen mit w,,ws,.... 


Iıı= cz MıWı; 


‚w„, so erhalten wir 


= -m,W,, we In = Mn: 


Wir wissen, daß die Trägheitskräft %,, mit den Kräften %, und 3, im Gleichgewicht 
steht; ebenso stehen die Kräfte %7., %, und %/ im Gleichgewicht usw. Hieraus folgt, 


Ör2 


daß die Gesamtheit der Kräfte, die aus den 
vorgegebenen Kräften, den Zwangskräften und 


: den Trägheitskräften besteht, sich im Gleich- 


gewicht befindet. 

Die Trägheitskräfte der Punkte eines malerv- 
ellen Systems stehen also mit den vorgegebenen 
Kräften und den Zwangskräften im Gleich- 
gewicht. 

Wir sehen, daß durch die Einführung der 
Trägheitskräfte die Aufgabe von der Bewegung 
eines materiellen Systems, eine Aufgabe der 
Dynamik, auf eine Aufgabe vom Gleichgewicht 
desselben Systems zurückgeführt wird, d.h. 
auf eine Aufgabe der Statik. Dieses Verfahren 
erweist sich häufig bei der Anwendung als sehr. 


nützlich. Besonders einfach wird es dann angewandt, wenn die Bewegung des Systems 
gegeben ist und irgendeine Frage, welche die auf das System wirkenden Kräfte 


betrifft, beantwortet werden soll. 


Wenn die Punkte des Systems sich längs krummliniger Bewegungsbahnen bewegen, 
muß die Trägheitskraft jedes Punktes in eine zentrifugale und eine tangentiale 
Komponente zerlegt werden, wie im $ 5 erläutert wurde. 


$ 58. Die Spannungen im Radkranz eines Schwungrades 


Wir wollen das dargelegte Verfahren auf die Bestimmung dynamischer Spannungen 
im Radkranz eines schnell rotierenden Schwungrades anwenden. Wir werden vor- 
aussetzen, daß das Schwungrad gleichförmig mit einer Winkelgeschwindigkeit o 
rotiert. Wir werden die Masse der Speichen vernachlässigen und das Schwungrad als 
einen Ring vom Radius R betrachten. 


Wir bringen an allen Elementen, in die wir in Gedanken diesen Ring zerlegen, die 
zentrifugale Trägheitskrait # = mR w® an, wobei m die Masse des gegebenen Elemen- 
tes ist (Abb. 96). Wenn wir diese Trägheitskräfte einführen, erhalten wir das Recht,. 
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‚unser Schwungrad als in Ruhe befindlich anzusehen. Wir kommen zu der Aufgabe, 
die Spannungen in dem Ringe zu bestimmen, der durch radial gerichtete und gleich- 
mäßig über den Umfang des Ringes verteilte Kräfte %, gedehnt wird. 

Wir durehschneiden den Ring an den Punkten A und B (an den Enden des verti- 
kalen. und des horizontalen Durchmessers) und betrachten das Gleichgewicht der an 
einem Viertel des Ringumfanges AB angreifenden Kräfte (Abb. 97). An alle Elemente 
dieses Ringteiles sind radiale Trägheitskräfte %, angelegt; außerdem wirken in den 
Schnitten A und B (von seiten der von uns abgeschnittenen Ringteile) die Kräfte T 
(die Schwerkraft vernachlässigen wir). 


Abb. 97 


Wir wählen den horizontalen und den vertikalen. Durchmesser des Ringes als 
Achsen & und y. Ferner trennen wir eins der Elemente des Ringes ab und bezeichnen 
die Winkel, die durch die von den Enden dieses Elementes gezogenen Radien mit der 
'x-Achse gebildet werden, mit« und« + d«. In diesem Falle erhalten wir, wenn wir alle 
Kräfte auf die x-Achse projizieren, die Gleichgewichtsgleichung: 


DFreose— T=0, 


wobei die Summe auf alle Elemente des Viertelumfanges des Ringes ausgedehnt ist. 
Hieraus folgt: 
T= > Fjeose. (1) 


Hierin ist %, = mRo?. Ferner gilt, wenn wir die Masse des ganzen Schwungrades 
(des Ringes) mit M bezeichnen: 


Folglich ist 
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Setzen wir diesen Ausdruck für F, in die Gl. (1) ein und gehen zur Grenze über, 
so finden wir 


w| 3 


Ei 
2 
M Rw? M Rw? 
= cosad« = cosad«a. 
2 2x 
0) 


o s 


T 


2 
Es ist aber N cosad«=1. Folglich ist 
| Ö 


M Rw? PRw? 
PP 279 


2 


wobei P das Gewicht des Schwungrades ist. 


Wir wollen diese Gleichung umschreiben, indem wir das spezifische Gewicht y des 
Materials einführen, aus dem das Schwungrad hergestellt ist. Es gilt: 


P=2nyRS, 


wobei 8 die Fläche des Querschnittes des Schwungradkranzes ist. Folglich ist 
T=_SRe8. 
9 


Um die Ringspannung im Radkranz des Schwungrades zu gewinnen, haben wir 
nur noch die gewonnene Kraft T durch die Schnittfläche $ zu dividieren. Folglich 
erhalten wir, wenn wir die gesuchte Spannung mit o bezeichnen: 

T y 


oO = -——- = 


202 
R Fa 


Wir bemerken noch, daß Rw nichts anderes ist als die Größe der Umfangs- 
geschwindigkeit v. Also folgt endgültig: 


(2) 


Wie ersichtlich, wächst die Spannung o im Radkranz eines rotierenden Schwung- 
rades mit dem Quadrat der Umfangsgeschwindigkeit an. Wenn die Spannung o 
den für das gegebene Material zulässigen Wert o,,; übersteigt, tritt Bruchgefahr 
für das Schwungrad ein. Die von uns gewonnene Gl. (2) zeigt, daß diese Gefahr dann 
eintritt, wenn die Umfangsgeschwindigkeit des Schwungrades die Größe 


zul = y: Ozul 
Y 


übersteigt. 
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Nach dieser Gleichung kann die zulässige Umfangsgeschwindigkeit v,,; für ein 
beliebiges Material berechnet werden. Wir wollen eine derartige Berechnung für ein 
gußeisernes Schwungrad durchführen. In diesem Fall ist y = 7,25 g/ NE — 0,00725 
kg/cm?; nehmen wir o,,ı = 70 kg/cm? an, so erhalten wir 


Ä et. 30,8 
Yzul = 0,0075 9 cms = N m/s. 


S 59. Die Reduktion der Trägheitskräfte bei Translation 


Wenn wir die Methode der Kinetostatik zur Erforschung der Bewegung eines 
starren Körpers oder eines aus mehreren starren Körpern bestehenden Systems an- 
wenden, müssen wir in die Berechnung eine unzählige Menge von Trägheitskräften 
aufnehmen. An jedes im gegebenen Körper oder den gegebenen Körpern befindliche 
Teilchen muß eine ihr entsprechende Träg- 
heitskraft angelegt werden. In ähnlichen #72 
Fällen ist es zweckmäßig, die an jeden 
. starren Körper angelegten Trägheitskräfte 
nach den in der Statik starrer Körper 
dargelegten Regeln der Reduktion von 2 
Kräften zu reduzieren. Besonders einfache Fr E F 
Resultate erzielt man im Falle einer fort- M. 1 
schreitenden Bewegung des starren Kör- c 
pers. Diesen Fall betrachten wir in diesem 0 
Paragraphen. 

Stellen wir uns also das materielle System ° Abb. 98 
M,, M;, ..., M, vor, das sich fortschrei- 
tend bewegt (Abb. 98). Alle Punkte des Systems bewegen sich in gleicher Weise. 
Wir vermerken den Schwerpunkt O unseres Systems; auch dessen Bewegung ist 
identisch mit der Bewegung aller Punkte des Systems. Wir bezeichnen die allen 
Punkten des Systems und auch dem Schwerpunkt gemeinsame Beschleunigung mit w. 
‚ Nun führen wir die Trägheitskräfte % 872 - - - » &1n der Punkte unseres Systems 
ein. Es gilt 


%1,= md, In=Mmwd,..., Un m, 


M 


wobei m, Ma, ... , m, die Massen der Punkte des Systems sind. Die Richtungen aller 
Trägheitskräfte %7., Jia»: --»%ın Sind der Richtung der Beschleunigung w ent- 
gegengesetzt. 

Wir addieren die Kräfte: 5 1» Sıs---»Vın nach den Regeln der Statik eines 
starren Körpers. Es handelt sich hier um ein System paralleler Kräfte im Raume. Da 
alle Kräfte nach ein und derselben Seite gerichtet sind, haben sie eine Resultierende, 
die nach derselben Seite gerichtet und gleich der Summe der gegebenen Kräfte ist. 
Bezeichnen wir diese Resultierende mit %,, so erhalten wir 


= N In =- N mo=—-w>m 
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oder, wenn wir 
>’ m;=M 
un! 


setzen, wobei M die Masse des ganzen Systems ist: 
Yı =-—- Mm. 


Als Angriffspunkt der Resultierenden können wir das Zentrum der parallelen 
Kräfte Syn Fra» -- > Sn annehmen (s. Teil I, $ 67). Wir werden zeigen, daß dieses 
Zentrum mit dem Schwerpunkt C unseres Systems zusammenfällt. 

Wir bemerken in der Tat, daß sich die Lage des Zentrums der parallelen Kräfte 
bei der Drehung aller Kräfte um ihre Angriffspunkte unter Beibehaltung ihrer 
Parallelität nicht verändert und auch nicht bei der Veränderung der Größen 
aller gegebenen Kräfte in ein und demselben Verhältnis. Wir drehen nun die 
Kräfte $7» Sı®---» Yı, um die Punkte M,, M,, ..., M„ so, daß sie vertikal 
nach unten gerichtet sind und multiplizieren die Größen dieser Kräfte mit dem 


Ausdruck Dann haben unsere Kräfte die Größen m, 9, m; 9, 5 M„9 und sind 


Ww 
vertikal nach unten gerichtet, d.h., sie fallen mit den Schwerkräften der Punkte des 
Systems zusammen. Für die Schwerkräfte ist jedoch der Schwerpunkt C des Systems 
das Kräftezentrum. Hieraus schließen wir, daß auch für die gegebenen Trägheits- 
kräfte Sr Yım --- > Yın Qas Kräftezentrum mit dem Schwerpunkt des Systems 
zusammenfällt. = | 


. Aus dem Gesagten folgt, daß wir bei der Anwendung der Methode der Kinetostatik 
bei einem sich fortschreitend bewegenden starren Körper die Trägheitskräfte .aller 
Teilchen des Körpers nicht zu berücksichtigen brauchen. Es genügt, die resultierende 
Trägheitskraft %, = — Mw einzuführen, wenn man sie im Schwerpunkt des Körpers 
anlegt und entgegengesetzt der Beschleunigung w richtet. 


Wenn die Bewegung des Körpers keine fortschreitende ist, ist das Resultat der 
Reduktion der Trägheitskräfte der Teilchen des Körpers bedeutend komplizierter. 
Auf die Frage nach der Reduktion der Trägheitskräfte im Fall eines starren Körpers, 
der sich um eine feste Achse dreht, werden wir im Kapitel XVIII zuräckkommen. 


$ 60. Der Apparat von DEDOUIS zur Beschleunigungsmessung eines Zuges 


Im $ 6 wurde das Wesen der Methode von Depovis zur Messung der Beschleuni- 
gung eines Zuges aus den Abweichungen eines in einem Waggon aufgehängten 
Pendels erklärt. Ein einfaches Pendel ist jedoch kein genügend empfindlicher Apparat 
zur Messung jener verhältnismäßig kleinen Beschleunigung, mit der man es im ge- 
gebenen Fall zu tun hat. Wir wollen nun einen anderen Apparat betrachten, der eine 
etwas abgeänderte Form des dynamometrischen Pendels darstellt. | 

Der Apparat besteht aus einer runden Scheibe vom Radius a, die ohne zu gleiten 
auf der horizontalen Ebene rollen kann (Abb. 99); der Schwerpunkt CO der Scheibe 
fällt nicht mit ihrem geometrischen Zentrum O zusammen. Der Apparat ist in einem 
Waggon des Zuges untergebracht. Wenn sich der Waggon in Ruhe befindet, oder 


860. Der Apparat von Devoviıs zur Beschleunigungsmessung eines Zuges 161 


mit einer konstanten Geschwindigkeit bewegt, nimmt die “Scheibe ihre 
Gleichgewichtslage ein, wobei der Schwerpunkt C und das geometrische Zentrum O 
auf derselben Vertikalen liegen (diese Lage der Scheibe ist in der Abbildung durch eine 
dünne Linie gekennzeichnet). Stellen wir uns vor, daß der Waggon eine von links 
nach rechts gerichtete Beschleunigung w erhält. In diesem Falle wird die Scheibe 
um einen bestimmten Weg s nach der entgegengesetzten Seite, d. h. nach links, 
rollen. Aus der Größe der Entfernung s kann man die Größe der Bann w 
des Waggons berechnen. 


Wir wollen die Abhängigkeit zwischen w und s finden, wobei wir voraussetzen, daß 
diese beiden Größen konstant sind (der Waggon bewegt sich gleichförmig beschleunigt, 
und die Scheibe befindet sich in relativer Ruhe in 
bezug auf den sich bewegenden Waggon). Wir wollen. 
bei unserer Scheibe [die Methode der Kinetostatik 
anwenden. An der Scheibe greifen folgende Kräfte 
an: die Schwerkraft PB, die normale Reaktion N der 
Stützfläche und die Reibungskraft TU (die beiden 
letzten Kräfte greifen im Berührungspunkt A der 
Scheibe mit der Stützfläche an). Wir fügen zu diesen 
Kräften die Trägheitskräfte hinzu. Da die Scheibe 
sich fortschreitend bewegt (sie beteiligt sich an der 
Bewegung des Waggonkastens), genügt es, die re- 
sultierende Trägheitskraft %, = — Mw einzuführen, wobei M die Masse der Scheibe 
ist. Diese Kraft greift im Schwerpunkt O an, sie ist von rechts nach links gerichtet. 


Die Kräfte P, N, T und %7 müssen sich gegenseitig aufheben. Um die Kräfte R 
und 7 zu eliminieren, stellen wir die Momentengleichung in bezug auf den Punkt A 
auf. Bezeichnen wir O0 = e und £ 00A = 9, so erhalten wir: 


Pesng— Frla—ecosp)=0, 
woraus wir, wenn wir F, = Mw setzen, 


esin o 
Vgl — 
4—ecos@ 
finden. 


Im Fall eines kleinen Winkels & können wir sin 9 = 9, cos @ = 1 setzen; dann ist 


ep 


vw_g 
a—e 


Andererseits, da die Scheibe auf der Stützfläche ohne zu gleiten rollt, ist s = ae. 
Folglich ist 
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Wenn die Größe e verhältnismäßig klein und der Radius der Scheibe a genügend 
groß ist, wird der sehr kleinen Beschleunigung w eine hemerkbare Größe s ent- 
sprechen; der Apparat wird hinreichend empfindlich gegen kleine Beschleunigungen 
sein. Mit einem derartigen Apparat konnte Dzpovis eine Beschleunigung des Zuges 
von der Größenordnung 0,0001 g messen. 


$ 61. Der Satz von DALEMBERT 


Die Anwendung der Methode der Kinetostatik in komplizierteren Fällen, und zwar 
dann, wenn es sich um ein mehr oder weniger kompliziertes System handelt, das aus 
einer bedeutenden Anzahl von miteinander verbundenen Massen besteht, wird dank 
einem sehr allgemeinen, zuerst von D’ALEMBERT (1743) ausgesprochenen Satz be- 
deutend vereinfacht. Dieser Satz, der den Namen Satz von D’ALEMBERT! trägt, hat 
eine ungeheure Bedeutung in der Geschichte der Mechanik: Er diente als Basis, auf 
der zuerst die Mechanik der Zwangsbedingungen unterworfenen Systeme aufgebaut 
wurde, oder kürzer — der Mechanik der verbundenen Systeme. 

Wir stellen uns ein System vor, das aus den materiellen Punkten M,, M,,..., M, 
besteht und irgendwelchen Zwangsbedingungen unterworfen ist, die wir als ideell 
und zweiseitig voraussetzen. Wir nehmen an, daß dieses System sich unter der 
Wirkung der angreifenden Kräfte &,, I... ,%.. im Gleichgewicht befindet. Wir 
wollen sagen, daß in solchem Falle die Kräfte %,, % 2, : - - ; %, sich durch Vermittlung 
der Zwangsbedingungen des Systems aufheben. | 

Jeder materielle Punkt des Systems M, befindet sich im Gleichgewicht, wenn die 
Summe der vorgegebenen Kraft %,; und der resultierenden Zwangskraft %; gleich 
Null ist. Folglich ist 

.+d%=0, 


d. h., die Resultierende der Reaktionen %; ist der Größe nach gleich und der Richtung 
nach entgegengesetzt der vorgegebenen Kraft %;- 

Wir wollen folgende Operation vornehmen. Wir'entfernen die vorgegebenen Kräfte 
%; undlegen an das System als neue vorgegebene Kräfte die früheren Reaktionen %;. 
Es liegt auf der Hand, daß das Gleichgewicht des Systems nicht gestört wird, (dabei 
sind die neuen Reaktionen gleich den früheren vorgegebenen Kräften %,). Wir 
kommen zu der Schlußfolgerung, daß die Reaktionen %’; ein System von Kräften 
bilden, die dich gegenseitig durch Zwangsbedingungen des gegebenen Systems aus- 
gleichen, wenn das System sich im Gleichgewicht befindet. 


Bleibt diese Eigenschaft der Zwangskräfte auch bei der Bewegung des Systems 
erhalten? Das ist die Frage, auf die der Satz von D’ALEMBERT eine Antwort gibt; die 
Antwort ist bejahend. Der Satz von D’ALEMBERT besteht also darin, daß auch bei 
einer Bewegung des Systems die Reaktionen %; ein System von Kräften bilden, die sich 
vermittels der Zwangsbedingungen des gegebenen Systems gegenseitig aufheben. 


2 Deutsch meist: „d’Alembertsches Prinzip‘ (Anm. d. Red.). 


2 Siehe darüber unseren Artikel ‚Über den Satz von d’Alembert und die Trägheitskräfte‘ in den „Ver- 
öffentlichungen des Len. industriellen Institutes“, Nr. 6, 
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Das bedeutet, daß das Gleichgewicht bestehen bleibt, wenn wir ein gegebenes 
sich bewegendes System durch ein ruhendes ersetzen, die an ihm angreifenden vor- 
gegebenen Kräfte %‘ fortnehmen und (als neue vorgegebene Kräfte) die momen- 
tanen Reaktionen %; anlegen. 

In den einfachsten Fällen ist dieser Satz klar. Wir stellen uns einen Körper M vor 
(Abb. 100), der zwischen zwei absolut glatten, parallelen, geneigten Führungen unter 
der Wirkung der Schwerkraft ® gleitet. Die Reaktion N der unteren Führung ist 
senkrecht zu den Führungen gerichtet. Wir halten den Körper M an, nehmen die 
Kraft B fort und legen an unseren Körper eine Kraft an, die gleich der Reaktion N 
ist. Es ist ganz klar, daß unter der Wirkung dieser Kraft 
der Körper M im Gleichgewicht bleibt. IT 

Das Verdienst von D’ALEMBERT bestand darin, daß 
er die soeben vermerkte Eigenschaft der Reaktion N 
verallgemeinerte und sie als allgemeine Eigenschaft jeder 
beliebigen Zwangskraft bezeichnete. 

Nun ist es verständlich, wie die Anwendung der Me- 
thode der Kinetostatik dank dem Satz von D’ÄLEMBERT 


vereinfacht wird. Wenn einerseits die Trägheitskräfte 2 
sich mit den vorgegebenen Kräften und den Zwangs- 
kräften ausgleichen, andererseits die Reaktionen sich Abb. 100 


gegenseitig durch Vermittlung der Bindungen des 

Systems ausgleichen, dann müssen die vorgegebenen Kräfte zusammen mit den 

Trägheitskräften gleichfalls durch Vermittlung der Bindungen ausgeglichen werden. 
Wir kommen zu folgender Formulierung: Ber der Bewegung eines Systems gleichen 

sich die vorgegebenen Kräfte und die Trägheüskräfte durch die Zwangsbedingungen des 

Systems aus. Bei einer solchen Formulierung der Methode der Kinetostatik schließt die 

Anwendung dieser Methode alle Zwangskräfte aus der Betrachtung aus. 


KAPITEL XII 


DAS PRINZIP DER VIRTUELLEN VERRÜCKUNGEN 


$ 62. Das Prinzip der virtuellen Verrückungen im Falle des Gleichgewiehts 
eines Systems 


Im vorhergehenden Kapitel haben wir .gesehen, daß jede Aufgabe der Dynamik 
durch Einführung von Trägheitskräften, die an den Punkten des Systems angreifen, 
auf eine entsprechende Aufgabe der Statik zurückgeführt werden kann. Wir werden 
nun ein Theorem behandeln, welches das allgemeinste Verfahren zur Lösung von 
Problemen der Statik ergibt, ein Verfahren, das ebenso bei der Lösung von 
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Gleichgewichtsfragen beliebiger Systeme anwendbar ist. Dieses Theorem heißt das 
Prinzip der virtuellen Verrückung!. 


Wir wollen uns jetzt ein materielles System M,, M,,..., M,„ vorstellen, das sich 
unter der Einwirkung angreifender Kräfte im Gleichgewicht befindet (Abb. 101). 
Alle auf die Punkte eines Systems wirkenden Kräfte unterteilen wir in vorgegebene 
Kräfte und Zwangskräfte. Die Resultierenden der an jedem Punkt des Systems an- 
greifenden vorgegebenen Kräfte bezeichnen wir mit %, Fa, - - - ‚ %,,; die Resultieren- 
den der Zwangskräfte, die an den Punkten des Systems angreifen, bezeichnen wir 
mit 9,9%,» 3. Da sich nach der Voraussetzung jeder der Punkte M,, M,,..., 
M „im Gleichgewicht befindet, muß sich die Kraft %, mit der Kraft %, ausgleichen, 
‚die Kraft %; gleicht sich mit der Kraft %, 
aus usw. Hieraus folgt, daß die Kräfte %, 
und %, der Größe nach gleich nach ent- 
gegengesetzten Seiten gerichtet sind. Das- 
selbe gilt für die Kräfte %, und 8), 3: 
und %, usw. 

Wir erteilen nun in Gedanken unserem 
System irgendeine virtuelle Verrückung aus 
der Gleichgewichtslage (wir erinnern daran, 
daß wir im $ 53 jede geringfügig kleine 
Verrückung des Systems, die durch die im 
System vorhandenen Zwangsbedingungen 

T Abb. 101 zugelassen ist, eine virtuelle Verrückung 

genannt haben). Um Mißverständnisse zu 
vermeiden, wollen wir unterstreichen, daß die Verrückung des Systems, von der 
wir reden, keinesfalls durch die auf die Punkte des Systems einwirkenden Kräfte 
hervorgerufen wird; diese Kräfte heben sich ja nach der Voraussetzung auf und 
können keinerlei Verrückung des Systems hervorrufen; wir verrücken unser System 
nur in Gedanken aus der Gleichgewichtslage. Wir wollen die geringfügig kleinen Ver- 
rückungen der Punkte M,,M,,..., M „ mit?,, 2, .... ‚2, bezeichnen und die Summe 
der Arbeiten aller Kräfte (sowohl der vorgegebenen, als auch der Zwangskräfte) längs 
der betrachteten Verrückung des Systems errechnen. 


Da die Kräfte %, und %] der Größe nach gleich sind und entgegengesetzte Rich- 
tungen haben, sind, die Arbeiten dieser Kräfte längs der Verrückung 2, der Größe 
nach gleich und unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen: Die Summe dieser 
Arbeiten ist also gleich Null. Dasselbe kann man von den Arbeiten der Kräfte %; 
und %, bei der Verrückung 2, sagen usw. Auf diese Art kommen wir zu den Glei- 
chungen: 


Fı 81608 (%ı, &) + Fjeıcos(F, ,&)= 0, 
F,e,008(%, &,,)+ F, &,cos(F, ,8,)= 0 


F „En os (In 5 En) + Pr En 605 (Fr &n)= 0. 


: Im Deutschen findet man statt dessen noch den Ausdruck: ‚Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten“ 
(siehe $ 69) oder ‚Prinzip der virtuellen Arbeit‘ (Anm. d. Red.). 
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Addieren wir diese Gleichungen gliedweise, so erhalten wir 
N F;&cos(%&)+ I Fiecos(F,)=0. 


Wir wollen nun voraussetzen, daß alle Zwangsbedingungen in unserem System 
zweisertig sind, außerdem werden wir sie auch ideell nennen, indem wir die Reibungs- 
kräfte, wenn solche vorhanden sind, zu der Zahl der vorgegebenen Kräfte hinzurech- 
nen. In einem solchen Falle (siehe $ 54) ist die Summe der Arbeiten der Zwangskräfte 
bei jeder virtuellen Verrückung des Systems, errechnet mit einer Genauigkeit bis zu 
den kleinen Größen erster Ordnung (einschließlich), gleich Null. Folglich verschwindet, 
wenn wir uns auf diesen Genauigkeitsgrad beschränken, das zweite Glied in der 
vorhergehenden Gleichung; wir kommen zu der Gleiehung 


N Fisjcos (%,2;)= 0. (1) 


Wenn also alle Bindungen im System zweiseitig und tideell sind, kann die Gleich- 
gewschtsbedingung des Systems auf folgende Art ausgedrückt werden: Die Summe der 
Arbeiten der vorgegebenen Kräfte ıst bei jeder vırtuellen Verrückung des Systems aus der 
(rleichgewichtslage, errechnet mit einer Genauigkeit bis zu den kleinen Größen der ersten 
Ordnung (einschließlich), gleich Null. Dieses Theorem heißt das Prinzip der virtuellen 
Verrückungen. Die Gl. (1), die dieses Theorem ausdrückt, werden wir der Kürze 
halber die Arbeitsgleichung nennen. 


Das Prinzip der virtuellen Verrückungen ist eines der wichtigsten Grundtheoreme 
der Mechanik. Alle Theoreme der Statik, die. von uns im Abschnitt 1 des Teiles I auf- 
gestellt worden sind, können als Folgerungen aus diesem Theorem dargestellt werden; 
man kann sagen, daß die ganze Wissenschaft vom Gleichgewicht in diesem einen 
Theorem enthalten ist. Wenn man aber an den engen Zusammenhang der Statik mit 
der Dynamik denkt, der seinen Ausdruck in der Methode der Kinetostatik findet, 
dann wird die allumfassende Bedeutung klar, die das Prinzip der virtuellen Ver- 
rückungen nicht nur in der Lehre vom un sondern auch in der Wissen- 
schaft von der Bewegung hat. 


Das Prinzip der virtuellen Verrückungen ist in theoretischer Beziehung eines der 
wichtigsten Resultate der Mechanik und hat gleichzeitig auch*eine große praktische 
Bedeutung. In vielen Fällen ergibt die Anwendung dieses Theorems die einfachste 
Lösung einer Frage. Es muß unterstrichen werden, daß aus der Arbeitsgleichung, 
die das Prinzip der virtuellen Verrückung ausdrückt, automatisch alle Zwangskräfte 
ausgeschlossen sind. Wir haben aber bereits gesehen, welche praktische Bedeutung 
solche Abhängigkeiten haben, aus denen Zwangskräfte ausgeschlossen sind. Gerade 
die Möglichkeit einer automatischen Eliminierung der Zwangskräfte mit Hilfe des 
Prinzips der virtuellen Verrückung macht dieses Theorem zu einem äußerst bequemen 
Werkzeug zur Lösung von Aufgaben der Mechanik. 


Wir werden im weiteren die Anwendung des Prinzips der virtuellen Verrückung an 
einzelnen Beispielen zeigen. Vorläufig wollen wir vermerken, daß man der Arbeits- 
gleichung (1) auch noch eine etwas andere Form geben kann, wenn man den bekannten 
dreigliedrigen Ausdruck der elementaren Arbeit benutzt. Wir wählen die recht- 
winkligen Koordinatenachsen x, y, z und bezeichnen die Komponenten der Kraft %; 
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auf diesen Achsen mit X;, Y,, Z; und die Koordinaten des Punktes M, mit x,, y;, 2; 
Die Zunahmen dieser Koordinaten, wenn der Punkt M, die Verrückung &; erfährt, 
bezeichnen wir mit öx,, öy; und ö2,. Dann gilt: 


Pac, 5) hd + Yöy +62, 
und die Arbeitsgleichung nimmt die Form 


an BASE 6, + Ydy + Z62)=0 


$ 63. Eine andere Schlußfolgerung des Satzes der virtuellen Verrückungen 


In Anbetracht der außerordentlichen Wichtigkeit des Prinzips der virtuellen Ver- 
rückungen werden wir hier noch eine Schlußfolgerung dieses Theorems darlegen, die 
diese Frage von einer anderen Seite beleuchtet. Zugleich wird uns die Schlußfolge- 
rung, die wir hier darzulegen beabsichtigen und die von LAGRANGE in seiner ‚Ana- 
lytischen Mechanik“! aufgezeichnet wurde, gestatten, das Prinzip der virtuellen 
Verrückungen auch für den Fall aufzustellen, daß 
unter den Bindungen des Systems auch einseitige 
Bindungen vorhanden sind. 

In der Schlußfolgerung von LAGRANGE spielen 
die Systeme der Flaschenzüge, über welche wir 
vor allem einiges sagen müssen, eine wesentliche 
Rolle. : | 

Stellen wir uns einen Flaschenzug vor, der zwei. 
Achsen hat: eine feste Achse A und eine bewegliche 
Achse B (Abb. 102). Auf die bewegliche Achse B 
sind k Rollen von gleichem Radius aufgesetzt, 
die sich frei um diese Achse drehen. Auf die feste 
Achse A sind k + 1 ebensolche Rollen aufgesetzt 
(in der Abb. k=2). Der Flaschenzug ist mit 

ZERERR einem Seil OD versehen, dessen eines. Ende an 
An, 102 dem festen Punkt C befestigt ist, während das 
andere frei bleibt. Dieses Seil geht nacheinander 
über alle Rollen hinweg, die auf die feste und die bewegliche Achse aufgesetzt sind. 
Die Anzahl der Stränge des Seiles, die zwischen den auf die Achsen A und B auf- 
gesetzten Rollen eingeschlossen sind, ist gleich 2k. Der Bügel BE, der die bewegliche 
Achse B trägt, ist durch’ein anderes Seil ZM an den festen Punkt M gebunden. 

Wir legen nun an das freie Ende D des Seiles CD die Kraft B an. Dann wird am 
festen Punkt M die Kraft % angreifen, die gleich der Seilkraft im Seile EM ist. Wir 
wollen diese Seilkraft ermitteln. Die Seilkraft des Seiles EM ist die Resultierende der 
Seilkräfte der 2% Stränge des Seiles CD, die zwischen den Rollen des Flaschenzuges 
eingeschlossen sind. Da die Seilkraft jedes Stranges gleich ®B ist, erhalten wir en 
wir die unbedeutende Unparallelität der Stränge vernachlässigen): 


R=2KkP, 


ı J.L. Lagrange, ‚Analytische Mechanik“, Band I, Deutsche Ausgabe 1897, Berlin. 


£ 
Ya 


8 63. Eine andere Schlußfolgerung des Satzes der virtuellen. Verrückungen 167 


Wir gehen nun zu der Schlußfolgerung von LAGRAnGE über. 

Wir wollen uns ein materielles System M,, M,,..., M, (Abb. 103) vorstellen, 
das sich unter Einwirkung der angreifenden Kräfte. im Gleichgewicht befindet. 
Die Resultierenden der an jedem Punkte des Systems angreifenden vorgegebenen. 
Kräfte bezeichnen wir mit %, I. - - ; %,. Alle Bindungen des Systems nehmen wir 
als reibungsfrei an (indem wir die Reibungskräfte, wenn solche vorhanden sind, zu den 
vorgegebenen Kräften zählen). In der Zahl der Bindungen setzen wir sowohl zweiseitige 
als auch einseitige Bindungen voraus. Natürlich müssen sich die an jedem Punkt des 
Systems angreifenden vorgegebenen Kräfte mit den entsprechenden Zwangskräften 
ausgleichen. Wir haben aber bereits gesehen, daß in der Gleichung, die das Prinzip 
der virtuellen Verrückungen ausdrückt, die. Zwangskräfte nicht enthalten sind. Im 
Beweis von LAGRANGE braucht man die 
Zwangskräfte überhaupt nicht zu erwähnen; 5 
sie sind bereits beim Aufstellen des Theorems \ 
eliminiert. Darum stellen wir diese Reaktionen 
in der Abbildung nicht dar. Wir stellen uns 
nun die Frage: Welche Bedingungen müssen Sn 
die vorgegebenen Kräfte %, Is: - In eI- ga M Me n 
füllen, damit das System, wenn es sich unter ü Abb. 103 
der Wirkung dieser Kräfte befindet, im Gleich- 
gewicht bleibt ? 

Um diese Frage zu beantworten, vertauschen wir die Wirkung der am System an- 
greifenden Kräfte %,, %, - . . , %, mit der Wirkung einer Last, die wir an das System 
mit Hilfe von Flaschenzügen der oben beschriebenen Konstruktion aufhängen. 


M, 


Wir nehmen an, daß die Größen %,, Sn, .2.39%n Kommensurabel! sind, und dab 
ihr gemeinsames Vielfache & ist, welche k, mal in F,, k, malin F, usw. enthalten 
ist, & ß Ä 
N Fehl, Feb, 5 F=id 


ist, wobei k,, k,,..., k, ganze Zahlen sind. 

Wir nehmen einen Flaschenzug der beschriebenen Konstruktion mit k, Rollen auf 
der beweglichen Flasche und k, + 1 Rollen auf der festen Flasche. Wir befestigen 
den die bewegliche Flasche des Flaschenzuges tragenden Bügel durch das Seil an dem 
Punkt M, unseres Systems und stellen den Flaschenzug so, daß dieses Seil’sich längs 
der Wirkungslinie der Kraft %, legt (Abb. 104). Einen gleichen Flaschenzug mit k, 
Rollen auf der beweglichen Flasche und k, + 1 Rollen auf der festen Flasche befestigen 
wir durch ein Seil an dem Punkte M, usw.; am Punkte M, befestigen wir einen 
Flaschenzug mit k, Rollen auf der beweglichen Flasche und k, +1 Rollen auf der 
festen Flasche. Alle diese Flaschenzüge stellen wir so, daß die an den Punkten M,, 

‚ M „befestigten Seile, mit deren Hilfe die Bügel, welche die beweglichen Flaschen 
tragen, sich längs der Wirkungslinien der Kräfte $,,...,%, legen. P 

Alle Flaschenzüge verbinden wir mit einem Seile. Ein Seilende befestigen w wir an 
dem festen Punkt A und führen dieses Seil nacheinander um alle Rollen des ersten] 
zweiten,.... und n-ten Flaschenzuges, wie es weiter oben erwähnt war. re 


1 kommensurabel (lat.) = meßbar. In der Physik bezeichnet man zwei Größen als kommensurabel, 'wenn 
sie zueinander im ganzzahligen Verhältnis stehen (Anm. d. deutschen Redaktion). 
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‚Nun hängen wir an das freie Seilende die Last =. Dann werden an den Punkten 


M,, M,,..., M, unseres Systems Kräfte en die gleich den Seilkräften jener 
Seile sind, mit denen die entsprechenden Flaschenzüge an diesen Punkten befestigt 
sind. Da die Seilkraft des Seiles, mit dem die Flaschenzüge verbunden sind, gleich 


M nr 
2 
Mn „In N 
En 
Abb. 104 2 


— Q ist, werden die Seilkräfte der an den Punkten M,, M;,...,M,„ befestigten 


Seile, entsprechend dem oben Gesagten: 


u 1 
ZU udn 


sein. 

Also werden an den Punkten M,, M;,..., M, Kräfte angreifen, die sowohl der 
Größe als auch der Richtung nach mit den vorgegebenen Kräften %, I» -- - In 
zusammenfallen. Somit haben wir die Wirkung eu am System angreifenden Kräfte 


Sn 93a ---,%, QAurch die Wirkung einer Last zq ersetzt, die auf die angegebene 
Art an dem System befestigt ist. 


1 
Wenn sich unser System unter der Wirkung der Last > im Gleichgewicht be- 


findet, wird es sich auch unter der Einwirkung der Kräfte %,, %.---, %, im 
Gleichgewicht befinden. Wir haben noch die Gleichgewichtsbedingung des Systems 


1 
unter der Wirkung der angehängten Last >? zu untersuchen. 
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Um klarzustellen, in welchem Falle das System unter der Wirkung der Last —q 


im Gleichgewicht bleiben wird, wollen wir folgendermaßen vorgehen: Wir werden in 
Gedanken unserem System verschiedene virtuelle Verrückungen geben und die Last 


1 ® “ * .. “ .. ® 
5 Q beobachten. Wenn das System irgendeine virtuelle Verrückung erhält, wird. 
® 1 ®. ® [2 .. . 
auch die Last 58 sich um eine gewisse Größe nach unten oder nach oben verschieben. 


Wir wollen alle virtuellen Verrückungen des Systems durchprobieren. Wenn es auch nur 
eine virtuelle Verrückung gibt, bei der sich die Last senkt, dann kann man behaupten, 


| 1 s 
daß das System unter der Wirkung der Last 5 Q nicht im Gleichgewicht bleiben kann. 


Denn wenn es eine solche virtuelle Verrückung des Systems gibt, die der Last. ge- 
stattet, sich zu senken, dann wird die der Einwirkung der Schwerkraft überlassene 
Last tatsächlich anfangen, sich zu senken und wird zugleich das ganze System in 
Bewegung bringen. 


Folglich muß, damit unser System unter der Wirkung der Last —Q im Gleich- 


gewicht bleibt, die Möglichkeit einer Senkung der Last beseitigt werden. Es ist not- 
wendig, daß die Last bei allen virtuellen Verrückungen des Systems entweder in Ruhe 
bleibt oder sich nach oben verschiebt. Nun muß diese Gleichgewichtsbedingung noch 
analytisch ausgedrückt werden. 


Zu diesem Zweck geben wir unserem System irgendeine virtuelle Verrückung und 
rechnen aus, um wieviel sich dabei die Last 8 verschiebt. Wir bezeichnen die 


virtuellen Verrückungen der Punkte M,, M,,..., M, mit 2, &,.-. ‚2, (Abb. 104). 
Wir werden diese Verrückungen als kleine Größen erster Ordnung betrachten und 
bei den Berechnungen die kleinen Größen höherer Ordnungen vernachlässigen. 


Die bewegliche Flasche des ersten Flaschenzuges hat sich der festen Flasche des- 
selben Flaschenzuges um eine Größe genähert, die gleich der Projektion der Ver- 
rückung”?, auf die Richtung des Seiles ist, das vom Punkt M, nach der beweglichen 
Flasche des Flaschenzuges geht, d. h. um die Größe e, cos (%,, &,). Ebenso haben sich 
die beweglichen Flaschen der übrigen Flaschenzüge den festen Flaschen derselben 
Flaschenzüge um die Größen e, cos (%3, 83), - - - » &,° 608 (%,,,) genähert. (Einige 
dieser Größen können negativ sein; dann haben sich die beweglichen Flaschen der 
‚entsprechenden Flaschenzüge nicht genähert, sondern von den festen Flaschen ent- 
fernt.) 


Jeder-der 2k, Stränge des Seiles, die zwischen den Rollen des ersten Flaschenzuges 
eingeschlossen sind, hat sich um die Größe e, cos (%1,&,) verkürzt. Hieraus folgt, daß 
das zwischen dem ersten und dem zweiten Flaschenzug eingeschlossene Seil sich 
in der Richtung, die in der Abbildung durch einen Pfeil angezeigt ist, um die Größe 
2k, & 608 (%ı &,1) verschoben hat. 


Ebenso hat sich jeder der 2%, Seilstränge, die zwischen den Rollen des zweiten 
Flaschenzuges eingeschlossen sind, um die Größe &, cos (%,, "&,) verkürzt. Folglich 
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hat sich der zwischen dem zweiten und dritten Flaschenzug eingeschlossene Seilteil 
in der in der Abbildung durch einen Pfeil angezeigten Richtung um die Größe 


2 k; EL COS (Bı ‚&) = 2 k, 2 “ C0S (8: ‚"&a) 
verschoben. 


Wenn wir diese Betrachtungen fortsetzen, kommen wir zu der Überzeugung, daß 


das freie Seilende und folglich auch die Last —@ sich um die Größe 


Ohzcı cos (Br, Eı) + Zhyen- 008 (B,,%) +... +2 ln En“ C08 (Bu. 2,) 
== > 2 k; &; COS (8; ei) 


senken wird. 
Diese Größe kann negativ sein; dann > sich tatsächlich bei einer gegebenen mög- 


lichen Verrückung des Systems die Last —@ nicht senken, sondern heben. 


Wir wissen bereits, daß es für das Gleichgewicht unseres Systems notwendig ist, 
daß die Last —Q bei allen virtuellen Verrückungen des Systems entweder in Ruhe 
bleibt oder sich nach oben verschiebt. us besteht die Gleichgewichtsbedingung 


des Systems unter der Wirkung der Last —@ darin, dab bei allen virtuellen Verrük- 
kungen die Ungleichung 


Dh; 008(8,%)< 0 


eingehalten wird. 


Bis jetzt haben wir vorausgesetzt, daß unter der Zahl der Bindungen unseres 
Systems sowohl zweiseitige als auch einseitige Bindungen vorhanden sind. Wir wollen 
nun voraussetzen,.daß alle Bindungen unseres Systems zweiseitige sind. In diesem Falle 
zieht das Vorhandensein einer virtuellen Verrückung des Systems, bei der sich die 


Last —Q nach oben verschiebt, die Existenz einer anderen N Verrückung 
a entgegengesetzt der ersten) nach sich, bei der sich die Last —Q nach unten 
verschiebt, was der Gleichgewichtsbedingung des Systems re 
ist es für das Gleichgewicht des Systems in diesem Falle notwendig, daß die Last —Q 


bei allen virtuellen Verrückungen des Systems in Ruhe bleibt, was durch die Gleichung 
> 2 k;ej- cos Gr ‚&) =>) 


ausgedrückt wird, die bei allen virtuellen Verrückungen des Systems. gelten muß. 


Wenn wir diese Gleichung mit der Größe 5“ multiplizieren, erhalten wir: 


DkiQ ei cos (I, &) = 
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oder, dak;Q =F, ist, 
D'F; &; cos (Bi a 1) 


Für das Gleichgewicht des Systems unter. der Wirkung der Last ET ist es not- 
wendig, daß diese Gleichung bei allen virtuellen Verrückungen des, ar gilt. Da 
aber die Gleichgewichtsbedingungen des Systems unter der Wirkung der Last —q 


identisch mit der Gleichgewichtsbedingung unter der Wirkung der gegebenen Kräfte 
Sn %2-- - » %n Ist, so ist es auch für das Gleichgewicht des Systems unter der Wirkung 
dieser Kräfte notwendig, daß die Gl. (1) bei allen virtuellen Verrückungen des Systems 
gilt. 


Damit sind wir aufs neue zu der Arbeitsgleichung gekommen, die das Prinzip der 
virtuellen Verrückungen für den Fall eines Systems ausdrückt, das zweiseitigen 
Bindungen unterworfen ist!. 


Wenn es unter-den Bindungen des Systems auch einseitige Bindungen gibt, ist es 
für das Gleichgewicht des Systems notwendig, daß bei allen virtuellen Verrückungen 
des Systems die Ungleichung 


I 2 ki eos (&,&)< 0 
gilt, die nach der Multiplikation mit DE Q die Form 


BE F; &; cos (Fi €) <0 
annimmt. 

Wenn es also unter den Bindungen des Systems einseitige Bindungen gibt, besteht 
die Gleichgewichtsbedingung des Systems darin, daß die Summe der. Arbeiten der vor- 
gegebenen Kräfte bei jeder virtuellen Verrückung des Systems aus der Gleichgewichtslage 
entweder gleich Null oder kleiner als Null ist. Dabei muß die Summe der Arbeiten der 
vorgegebenen Kräfte mit einer Genauigkeit bis zu den kleinen Größen erster 
Ordnung (einschließlich) errechnet werden. Die Reibungskräfte, wenn solche vor- 
handen sind, müssen den vorgegebenen Kräften zugezählt werden. Auf diese Art 
wird das Prinzip der virtuellen Verrückungen ausgedrückt, wenn es in der Zahl der 
Bindungen des Systems einseitige Bindungen gibt. 


Im vorhergehenden Paragraphen haben wir gesehen, daß die Gleichung 
B2 F; & cos($; ‚&) + > Sri cos (F} &) —0 


gelten muß (wobei %; die Resultierende der Zwangskräfte ist, die an dem Punkte M, 
angreifen), wenn sich das System. im Gleichgewicht befindet, ganz gleich, wie auch 
die Bindungen des Systems sein mögen. Wenn wir die Bindungen als. einseitige 
voraussetzen und diese Gleichung mit der soeben aufgestellten Ungleichung 


or > 
Faces (d,e)<0 
! In der Schlußfolgerung von Lagrange werden die Kräfte %,, 3, . - - , %, als kommensurabel voraus- 


gesetzt. Das gewonnene Resultat bleibt jedoch auch im Fall von inkommensurablen Kräften bestehen, da 
man die inkommensurablen Kräfte als Grenzgrößen der kommensurablen Kräfte betrachten kann. 


172 XII. Das Prinzip. der virtuellen Verrückungen 


vergleichen, kommen wir zum Schluß, daß die einseitigen, ohne Reibung behafteten 
Bindungen die Bedingung 


Z Pleicos (%,)>0 


für alle virtuellen Verrückungen des Systems erfüllen. 


Das Prinzip der virtuellen Verrückungen für den Fall eines Systems, das zwei- 
seitigen Bindungen unterworfen ist, wurde als eines der allgemeinen Theoreme der 
Mechanik von Bernournı (1717) aufgestellt; einzelne Spezialfälle dieses Theorems 
waren schon bedeutend früher bekannt. LAGRAnGE hat (1788) das Prinzip der vir- 
tuellen Verrückungen seiner Mechanik zugrunde gelegt. Für den Fall eines Systems 
mit einseitigen Bindungen wurde das Prinzip der möglichen Verrückungen durch 
FoURIER (1798) aufgestellt. | 


$S 64. Das Gleichgewicht eines Hebels. Die goldene Regel der Mechanik 


Wir wollen nun die Anwendung des Prinzips der virtuellen Verrückungen bei der 
Lösung von Aufgaben der Statik erklären. Bei der Anwendung hat man es gewöhn- 
lich mit Systemen zu tun, die nur zweiseitigen Bindungen unterworfen sind. In 
diesen Fällen wird die Frage mit Hilfe der Arbeitsgleichung gelöst, die im $ 62 
aufgestellt wurde. 


Wir wollen uns einen horizontalen Hebel AB vorstellen, der sich reibungsfrei 
um die feste Achse O dreht (Abb. 105). An den Hebelenden A und B greifen die 
vertikalen Kräfte® und Q an. Wir wollen die 

0 6p A _ Gleichgewichtsbedingung des Hebels nach dem 
? Prinzip der virtuellen Verrückungen ermitteln. 
Wir bezeichnen A0=a, BO=b. Wir er- 
7 teilen dem Hebel eine virtuelle Verrückung 
y und schreiben die Arbeitsgleichung auf. Als 
Abb. 105 virtuelle Verrückung des Hebels kommt: die 

Drehung um die Achse O um den winzig 

kleinen Winkel öp in Frage. Bezeichnen wir die virtuellen Verrückungen der 
Punkte A und B mit ? und 2, (Abb. 105), so gewinnen wir die Arbeitsgleichung 


Pa.-92.=-0. (1) 
Andererseits gilt 
&£=069, e,=böp 
und folglich 
Padöp— QHböy—V0 
oder, nach Kürzung durch 69, 
Pa—-Qb=Q. 


Dies ist die Gleichgewichtsbedingung des Hebels. Augenscheinlich ist die von uns 
gewonnene Gleichung nichts anderes als die Momentengleichung in bezug auf den 
Punkt O. 
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Wir schreiben nun die Arbeitsgleichung (1) auf folgende Art um: 


&g P 


Hieraus ist zu ersehen, daß, wenn der Hebel sich unter der Wirkung der zwei 
Kräfte B und Q im Gleichgewicht befindet, die virtuellen Verrückungen der Angriffs- 
punkte dieser Kräfte den Kräften selbst umgekehrt proportional sein müssen. Wenn 
die große Kraft Q durch die kleine Kraft B ausgeglichen wird, muß die virtuelle 
Verrückung der Kraft Q zur virtuellen Verrückung der Kraft B in demselben Ver- 
hältnis stehen wie B zu Q. Gewöhnlich wird dies so formuliert: Was an Kraft 
gewonnen wird, geht an Weg verloren. 

Die Arbeitsgleichung (1) gilt nicht nur für den Hebel; sie ist in allen den Fällen 
richtig, wo das System sich unter der Wirkung von zwei Kräften im Gleichgewicht 
befindet!. Folglich gilt auch der von uns soeben formulierte Satz in allen den Fällen, 
in denen ein beliebiges System sich unter der Wirkung von zwei Kräften im Gleich- 
gewicht befindet. Dies ist die sogenannte goldene Regel der Mechanik. Wie wir sehen, 
ist diese Regel eine unmittelbare Folge des Prinzips der virtuellen Verrückungen. 


$S 65. .Die Dezimalwaage 


Bei der Lösung derartig einfacher Aufgaben der Statik, wie die im vorhergehenden 
Paragraphen behandelte Gleichgewichtsaufgabe eines Hebels, ist es natürlich nicht 
notwendig, zum Prinzip der virtuellen Verrückungen zu greifen; die Frage wird ein- 
facher mit Hilfe elementarer Verfahren gelöst. Die Anwendung des Prinzips der 
virtuellen Verrückungen ist besonders in den Fällen am Platze, in denen die Gleich- 
gewichtsbedingungen eines mehr oder weniger komplizierten Systems erforscht werden 
sollen, das einer großen Anzahl von Zwangsbedingungen unterworfen ist. In solchen 
Fällen vereinfachen wir die Lösung der Aufgabe wesentlich, wenn wir das Prinzip der 
virtuellen Verrückungen anwenden, weil dabei alle Zwangskräfte aus der Betrachtung 
ausgeschlossen werden: In der Arbeitsgleichung sind, wie wir wissen, nur die im 
gegebenen System angreifenden Kräfte vorhanden. 

Als Beispiel für das Gleichgewicht eines aus mehreren starren Körpern bestehenden 
Systems wollen wir die Gleichgewichtsbedingung der Dezimalwaage (oder der Waage 
von QUINTENZ) betrachten. Der zu wägende Körper (sein Gewicht sei gleich Q) wird 
auf die Plattform MN gelegt, die sich im Punkte E auf den horizontalen Hebel DEO, 
stützt, welcher sich um die feste -Achse O, dreht, im Punkt M aber mit Hilfe der‘ 
Stange CM an den horizontalen Hebel AOB gehängt ist, der sich seinerseits um die 
feste Achse O dreht (Abb. 106). Der Hebel DEO, ist im Punkte D gleichfalls mit Hilfe 
der Stange BD an den Hebel AOB gehängt. Im Punkte A ist eine Schale mit Ge- 
wichten aufgehängt, die ein Gesamtgewicht P besitzen. Wir führen die Bezeichnungen 
a: BO=b,CO = c, DO, =d, EO, = eein. 


1 Wenn die Richtungen der angreifenden Kräfte nicht mit den Richtungen der virtuellen Verrückungen 
hrer Angriffspunkte zusammenfallen, muß man unter B und Q die Komponenten der angreifenden Kräfte 
in Richtung dieser virtuellen Verrückungen verstehen. 
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Wir wollen die Gleichgewichtsbedingung: dieser Waage ermitteln und klarstellen, 
in welchem Falle das Resultat des Wägens (d.h. das Ermitteln des Gewichtes P, 
welches der Last Q das Gleichgewicht hält) nicht von der Lage der Last auf der Platt- 
form abhängt. se 

Wir wollen dem System eine virtuelle Verrückung geben und die ‚Arbeitsgleichung 
aufschreiben. Die virtuelle Verrückung des Systems ist in der Abbildung dargestellt. 
Wir beZeichnen die virtuellen Verrückungen der Angriffispunkte der Kräfte B und Q 


Fer 


Abb. 106 


mit &, und 2,; die Verrückungen der Punkte B und D bezeichnen wir mit z',, die 
Verrückungen der Punkte O und M mit 2,, die Verrückungen der Punkte N und E 
mit 2, (Abb. 106). Es gilt die Arbeitsgleichung 


Q,—-Pa=0(, 


woraus wir die Gleichgewichtsbedingung 


erhalten. 


Damit diese Gleichgewichtsbedingung nicht von der Lage der Last äuf der Platt- 
form abhängt, müssen die Verrückungen 2; aller Punkte der Plattform gleich sein, 
d. h., die Plattform muß horizontal bleiben. Dazu ist es aber notwendig, daß die Ver- 
rückungen der Punkte M und N gleich sind, d. h., daß 


EZ & 
ist. x 

Bezeichnen wir den Drehwinkel des Hebels AOB um die Achse O mit ö@, so 
erhalten wir &, = 469, e;, = böp, e, = cög. Ferner ist 
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oder 
e e 
= — = —bögp. 


d d 


Also muß, damit das Ergebnis des: Wägens nicht von der Lage der Last.auf der 
Plattform abhängt, folgende Bedingung 


ne T bö9Y 
erfüllt werden, oder 
C € 
>» a 


Wenn diese Bedingung erfüllt ist, gilt auch 
.E, = Ey, Ct ö OD. 


Setzen wir die Ausdrücke e, und eg, in die Gleichung 


er ; ö 1 
Bei Dezimalwaagen ist ae 
a 10 


$ 66. Die Anwendung des Prinzips der virtuellen Verrückungen bei der 
Bestimmung der Zwangskräfte 


Wir haben gesehen, daß die wesentliche Vereinfachung, welche die Lösung der Auf- 
gabe durch die Anwendung des Prinzips der virtuellen Verrückungen ergibt, in der 
automatischen Eliminierung aller Zwangskräfte besteht. Man kann jedoch das Prinzip 
der virtuellen Verrückungen auch in den Fällen anwenden, in denen die Aufgabe gerade 
in der Bestimmung der Zwangskräfte besteht. Insbesondere kann man sich dieses Ver- 
fahrens mit: Erfolg zur Bestimmung der Auflagerreaktionen für verschiedene Kon- 
‚struktionen bedienen. Dabei muß man folgendermaßen verfahren. 

Wenn man die Reaktionen irgendeiner‘ Bindung zu bestimmen wünscht, muß man 
in Gedanken diese Bindung durch entsprechende Kräfte ersetzen, d.h. durch die 
Zwangskräfte. Auf diesem Wege sind die gesuchten Reaktionen zur Kategorie der 
vorgegebenen Kräfte gehörig. Darauf wird die Aufgabe, wie oben beschrieben, gelöst. 
Wenn wir im einzelnen die Reaktion irgendeines Auflagers bestimmen wollen, lassen 
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wir in Gedanken dieses fort und ersetzen es durch die entsprechende Auflager- ° 
reaktion!. Wenn wir danach dem System eine virtuelle Verrückung geben, stellen 
wir die Arbeitsgleichung auf, aus der wir die gesuchte Auflagerreaktion bestimmen. 

Wir wollen das Gesagte an einem einfachen Beispiel erläutern. 

An dem horizontalen, auf zwei Stützen A und B liegenden Träger AB greifen in den 
Punkten C und ]) vertikale Belastungen B, und ®, an (Abb. 107); AC = 3m, 
CD = 2m, DB = 2m. Die Auflagerreaktion der Stütze B soll bestimmt werden. 

In Gedanken lassen wir die Stütze B fort und ersetzen sie durch die Auflager- 


reaktion R (Abb. 108). Darauf erteilen wir dem Träger eine virtuelle Verrückung und 
stellen die Arbeitsgleichung auf. 


Abb. 107 Abb. 108 


Die virtuelle Verrückung des Trägers ist die Drehung um einen winzig kleinen 
Winkel um den Punkt A. Wir bezeichnen die virtuellen Verrückungen der Punkte G, 
D und B mit, &, und?2,. Die Arbeitsgleichung lautet: 


Re, — Pe, Piy=0,; 
Daraus folgt 


Rep ep 
&z €z 

Ferner haben wir 

8 E 5 

Ey re & er 
Folglich ist 

3 5 
R — 2 P, + 2 Ps 


$ 67. Der zusammengesetzte Träger 


Natürlich ist die Anwendung des Prinzips der virtuellen Verrückungen bei der Be- 
stimmung von Auflagerreaktionen in den Fällen angebracht, in denen man es mit 
mehr oder weniger komplizierten Systemen zu tun hat. Je komplizierter das System 
ist, desto wesentlicher ist die Vereinfachung, die die Lösung durch das automatische 
Eliminieren aller Reaktionen, außer der uns interessierenden, erhält. 


i Deutsch auch: ‚Auflagerkraft‘“ oder ‚Auflagerdruck‘‘ (Anm. d. deutschen Redaktion). 
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Als komplizierteres Beispiel wollen wir die Bestimmung der Auflagerreaktionen 
für einen zusammengesetzten, mehrfach gestützten Träger betrachten. 


Wir stellen uns einen zusammengesetzten Träger vor, der auf den vier Stützen A, 


B, C und D liegt (Abb. 109) und aus den drei Trägern AM, MN und ND besteht, die 
an den Punkten M und N gelenkig verbunden sind. 


Abb. 109 


Die vertikalen Belastungen B,, PB; und PB, sind gegeben, desgleichen sind die Maße 
in der Abbildung angegeben. Die Auflagerreaktion der Stütze A soll bestimmt werden. 

Wir denken uns die Stütze A fortgelassen und ersetzen sie wieder durch die Auf- 
lagerreaktion R. Die virtuelle Verrückung des Systems istin der Abb. 110 dargestellt. 


Abb. 110 


Wir bezeichnen die Verrückungen der Angriffspunkte der Kräfte B,, B,, P; und R 
mitt, &, &; und 2,; es ist klar, daß, = 0 ist. Wir vermerken auch die Verrückung?? 
des Gelenkes M. 


Die Arbeitengleichung lautet: 


R&e- Pıe, +P,8 = U, 
daraus erhält man 


Eee 2 . 
Ea Ei 
Ferner gilt: 


Folglich ist 


Ebenso können die Auflagerreaktionen der übrigen Stützen ermittelt werden. 
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5 68. Der ungeteilte Dreigelenkbogen 


Wir wollen uns noch mit der Bestimmung der Auflagerreaktionen für ungeteilte 
Dreigelenkbogen beschäftigen. 


Stellen wir uns einen dreispannigen Träger vor, der. sich auf die vier Auflager A, 
B, C und D stützt (Abb. 111): Die äußeren Auflager AundD sindunverschiebbar, die 
mittleren Auflager Bund verschiebbar. Die Spannweiten setzen wir als gleich voraus; 
die Länge jeder Spannweite bezeichnen wir mit 2a. Die Gelenke K, L und M befinden 
sich in der Mitte des jeweiligen Bogens in ‚der Höhe h über dem Niveau.der Auf- 
lagergelenke. Durch Zählen der unbekannten Reaktionen der Gelenke kann man 


K N M_ | 
Vz TOTER, 
Z G » 7 

MM 

23 a 7 Ge 

Abb. 111 


leicht nachprüfen, daß in bezug auf die Bestimmung der Auflagerreaktionen das 
gegebene System statisch bestimmt ist. Wir wollen annehmen, daß auf den mittleren 
Bogen die vertikale Belastung B im Abstand c von der Vertikalen wirkt, die durch 
das Auflager C hindurchgeht. Es soll die horizontale Komponente der Reaktion 
des festen Auflagers D bestimmt werden. 


In Gedanken lassen wir das feste Auflager D fort, d. h., wir stellen uns vor, daß das 
Auflager D verschiebbar ist; zur Erhältung’ des Gleichgewichts des Systems wird es not- 
wendig sein, am Punkte D die entsprechende Kraft anzulegen, nämlich die gesuchte 
horizontale Auflagerreaktion R (Abb. 112). Nun befindet sich das System im Gleich- 
gewicht unter der Wirkung der Kräfte B und R. Wir geben dem System eine virtuelle 
Verrückung und stellen die Arbeitsgleichung auf. 

Der zusammengesetzte Träger besteht aus vier unveränderlichen Teilen I, II, III 
und /V (Abb. 112). Die virtuelle. Verrückung des Teiles / ist die Drehung um einen 
kleinen Winkel um den unbeweglichen Punkt A; die Richtung der Drehung ist in der 
Abbildung durch einen Pfeil gekennzeichnet. Wir vermerken die Verrückung 2 des 
Gelenkes K'; sie ist senkrecht zur Geraden AK gerichtet. 


Wir wollen untersuchen, wie die virtuelle Verrückung des Teiles /I verläuft. Wir 
haben es hier mit einer kleinen Verrückung der ebenen Figur in ihrer Ebene zu tun. 
Aus der Kinematik ist bekannt, daß man eine solche Verrückung als Drehung um 
einen kleinen Winkel um das entsprechende momentane Geschwindigkeitszentrum 
betrachten kann. Wir konstruieren das momentane Geschwindigkeitszentrum für den 
Teil II. Uns sind die Richtungen der. Verrüekungen zweier Punkte des Teiles // 
bekannt, und zwar der Punkte K und B (die Verrückung © des Punktes K wurde 
soeben erklärt, die Verrückung des Punktes B aber muß horizontal sein). Das. momen- 
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tane Zentrum für den Teil II befindet sich im Schnittpunkt der in den Punkten X 
und B auf den Verrückungen dieser Punkte errichteten Senkrechten; folglich finden 
wir, wenn wir eine Vertikale durch den Punkt B ziehen, das gesuchte momentane 
Zentrum im Schnittpunkt E dieser Vertikalen mit der Geraden AK. 


Die virtuelle Verrückung des Teiles II ist also die Drehung um einen winzig kleinen 
Winkel um den Punkt E. Die Richtung der Drehung wird durch die Richtung der 
Verrückung des Punktes K bestimmt; sie ist in der Abbildung durch einen Pfeil 
gekennzeichnet. Wir bestimmen die Verrückung des Gelenkes L; seine Richtung ist 
senkrecht zu der Geraden EL. Da EL = EK ist, so ist die Größe dieser Verrückung 
gleich der Größe e der Verrückung des Gelenkes K. | 


Abb. 112 


Wir gehen nun zum Teil III über. Durch Erwägungen, ähnlich der oben dargelegten, 
überzeugen wir uns, daß die virtuelle Verrückung dieses Trägerteiles die Drehung um 
den kleinen Winkel um das momentane Zentrum ist, das mit dem Gelenk C zusammen- 
fällt. Die Richtung der durch die Richtung der Verrückung des Punktes L bestimmten 
Drehung ist in der Abbildung durch einen Pfeil angedeutet. Hieraus schließen wir, 
daß die Verrückung des Gelenkes M senkrecht zu der Geraden COM gerichtet ist, und 
‘da CM =CL ist, so ist..die Größe dieser Verrückung gleich der Größe e der Ver- 
rückungen der Gelenke K und Z. 

Schließlich sehen wir, wenn wir zum Teil IV übergehen und die Richtungen der 
Verrückungen der Punkte M und D im Auge haben (die Verrückung des Punktes D 
muß horizontal sein), daß die virtuelle Verrückung des Teiles IV die Drehung um den 
kleinen Winkel um den Schnittpunkt P-der Geraden OM mit der durch den Punkt D 
gezogenen Vertikalen ist. Die Richtung dieser Drehung wird durch die Richtung der 
Verrückung des Punktes M bestimmt und ist in der Abbildung durch einen Pfeil 
gekennzeichnet. 


Wir bestimmen nun die virtuellen Verrückungen der Angriffspunkte der Kräfte R 
und ®. Die Verrückung des Angriffspunktes der Kraft R (d. h. des Punktes D) ist 
horizontal von links nach rechts gerichtet; wir bezeichnen sie mit 2,: Die Krait P 
verschiebt man zweckmäßig längs ihrer Wirkungslinie in den Schnittpunkt dieser 
Wirkungslinie mit der durch C gezogenen Horizontalen; bei einer derartigen Wahl 
des Angriffspunktes der Kraft ® ist die Verrückung dieses Punktes vertikal nach 
oben gerichtet; wir bezeichnen sie mit 2». 


Wir erhalten die Arbeitsgleichung 


Re, — P&s,= 0, 
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woraus 
€ 
R=P-— 
€] 
folgt. 
Es bleibt uns noch übrig, das Verhältnis 2 zu errechnen. 
" Es ist = 
& FD ah 
ee FM Ya? E n2 
ebenso ist 
& C 
3 z Ya: . DE 
Folglich ist nn Er. Wir erhalten endgültig 
2 
R=P— 
ee 


Wir stellen dem Leser anheim, auf die gleiche Art die übrigen Auflagerreaktionen 
zu ermitteln. 


$ 69. Eine andere Form der Arbeitsgleichung. Die virtuellen 
Gesehwindigkeiten 


Wir wollen uns nun mit einer kleinen Umbildung der Arbeitsgleichung beschäf- 
tigen, die in einigen Fällen sehr nützlich ist. 


Wir stellen uns ein materielles System M,, M,,..., M, vor, das sich unter der 
Wirkung der angreifenden Kräfte %,, 32, - - -, %„ ım Gleichgewicht befindet (Abb.113); 
die Zwangskräfte sind in der Abbildung nicht 
dargestellt. Wir erteilen den Punkten des 
Systems die möglichen Verrückungen ?,, ®s 
P£ & #) und?, und stellen die Arbeitsgleichung auf: 


M, €) Mn PS Pe; 008 (u, &)= 0. (1) 


Wir wollen uns nun vorstellen, daß die Ver- 

rückung des Systems aus der Gleichgewichts- 

M, lage im Laufe eines winzig kleinen Zeit- 

raumesı vor sichgeht. Die Punkte des Systems 

Ü Abb. 113 werden sich beim Durchlaufen der Streck 

| Ä er Strecken 

£3 "or &1, &9, *.., &, In der Zeit r mit gewissen Ge- 

| schwindigkeiten bewegen; wir bezeichnen diese 

Geschwindigkeiten mit 01, D,,... ,D,„ und nennen sie die virtuellen Geschwindigkeiten 
der Punkte des Systems. Es gilt: 


° [773 


€Eı Eo En 
%1 — —g [2 nn ——g .e0.9 Un > —., 
T T T 
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die Richtungen der virtuellen Geschwindigkeiten v,,D;,, ... ,v, fallen mit den Rich- 
tungen der virtuellen Verrückungen’z,,2;, ... . , 2, zusammen. 


Wir dividieren die Arbeitsgleichung (1) durch die Größe x und erhalten dann: 
> Fr; —c0s (Fi, e;) —=(. 


Nehmen wir — = v, an und beachten, daß die Richtung ©, mit der Richtung v;, 
T 


zusammenfällt, so erhalten wir 
>, Fivi 605 (Bi, d;)= 0 


Das ist die umgebildete Form der Arbeitsgleichung; sie unterscheidet sich von 
der ursprünglichen Form dieser Gleichung nur dadurch, daß an Stelle der vir- 
tuellen Verrückungen virtuelle Geschwindigkeiten stehen. 


Wir bemerken dazu, daß die Größe der virtuellen Geschwindigkeit eines der Punkte 
des Systems willkürlich vorgegeben werden kann; durch diese Größe wird der Zeit- 
raum ı bestimmt, in dem wir uns den Vorgang der Verrückung des Systems denken. 
Zum Beispiel müssen wir, nachdem wir willkürlich die Größe der virtuellen Geschwin- 


digkeit v, vorgegeben haben, = __ setzen. 
®ı 
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Die umgebildete Arbeitsgleichung kann man bequem bei der Untersuchung der 
Frage vom Gleichgewicht eines ebenen Mechanismus anwenden, der sich unter der 
Wirkung angreifender Kräfte befindet. Zur Ermittlung der Gleichgewichtsbedingung 
der Kräfte, die an einem ebenen Mechanismus angreifen, müssen wir die Arbeits- 
gleichung für diese Kräfte aufstellen. In dieser Gleichung sind die virtuellen 
Geschwindigkeiten der Angriffspunkte der gegebenen Kräfte enthalten. Eine der 
- virtuellen Geschwindigkeiten geben wir willkürlich vor; die übrigen virtuellen Ge- 
schwindigkeiten aber finden wir durch das Aufstellen eines Geschwindigkeitsplanes 
für den gegebenen Mechanismus. 


N. E. Suukowsk1! hat festgestellt, daß man durch Aufstellen eines Geschwindig- 
keitsplanes die Aufgabe vom Gleichgewicht eines ebenen Mechanismus auf die 
elementare Frage vom Gleichgewicht eines Hebels zurückführen kann. Wir wollen 
uns mit diesem Theorem von N. E. SHUKOWSKI befassen. 

Wir stellen uns einen ebenen Mechanismus vor, der sich unter der Einwirkung 
der angreifenden Kräfte %,, 32, - - - ,%,„ (Abb. 114) befindet; die Angriffspunkte der 
Kräfte bezeichnen wir mit A,, Az... ,A,. Die Gleichgewichtsbedingung der an 
dem Mechanismus angreifenden Kräfte soll ermittelt werden. 


! N.E. Shukowski, „Die Rückführung der dynamischen Aufgaben von der kinematischen Kette auf 
die Aufgaben vom Hebel“ (H.E.3’RKykKoBCcKkMÜ, CBeleHne ANHaMMYEeCcKNX Banay O KUHEMATHYECKOU 
HeIH k 3amauaM O PbIyare. en cunn C6OPHHR, T. 28 (1912), erp. 71. Co6paHne coymHeHnd, 
rt. III, Töcrexu3s1at, M.— Jl., 1949, cTp. 334). 
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Wir erteilen dem Mechanismus eine virtuelle Verrückung und benennen die 
virtuellen Geschwindigkeiten der Punkte A,, A, ..., A, mit D,, D.,...,D,. Es 
gilt die Arbeitsgleichung: 

D/F;v; cos (%;, 9) = 0 


oder, wenn wir den Winkel zwischen den Richtungen der Kraft %; und der virtuellen 
Geschwindigkeit v; mit«; bezeichnen, 


D’Fvcsg—=!. (1) 


Abb. 114 Abb. 115 


Wir wollen uns nun vorstellen, daß wir den Geschwindigkeitsplan des gegebenen 
Mechanismus aufgestellt haben (Abb. 115). In ihm werden die virtuellen Geschwin- 
digkeiten v,, D5, ..., po, als Abschnitte Oa,, Oa,, ..., Oa, dargestellt, die vom 
Anfangspunkt O abgetragen wurden. Wir stellen uns vor, daß die Figur, welche die 
Form des Geschwindigkeitsplanes besitzt, aus starren Balken zusammengesetzt ist, 
die in den Punkten O, a,, @,...,q, gelenkig miteinander verbunden sind. Wir 
befestigen den Punkt O und geben der Figur die Möglichkeit, sich frei um diesen 
Punkt zu drehen. Damit haben wir einen Hebel mit dem Stützpunkt O erhalten, 
den wir Hilfshebel des gegebenen Mechanismus nennen wollen. An den Punkten a,, as, 

.., Q@, lassen wir an dem Hilfshebel die Kräfte %), %), . . . , %% angreifen, die sich 
aus der Drehung der gegebenen Kräfte Y,,%, - - - , %,„ um ihre Angriffspunkte um 
90° nach ein und derselben Seite ergeben, z. B. im Uhrzeigersinn. Wir werden zeigen, 
daß die Gleichgewichtsbedingung unseres Hebels unter der Wirkung dieser Kräfte 
mit der Gleichgewichtsbedingung des gegebenen Mechanismus identisch ist. 


Tatsächlich werden wir die Gleichgewichtsbedingung des Hilfshebels erhalten, 
wenn wir die Momentengleichung in bezug auf den Stützpunkt O aufgestellt haben. 


Es gilt 
= Im(&)=0, & 


wobei m (%;) das Moment der am Punkte a, angreifenden Kraft %; in bezug auf 
den Punkt O ist. 


Wir errechnen das Moment der im Punkte a, angreifenden Kraft %,, bezeichnen 
den Kraftärm von %, in bezug auf den Punkt O mit p, (Abb. 115) und erhalten 


m (%,) = — FıPpı. 
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Bezeichnen wir den Winkel zwischen der Richtung der im Punkte a, angreifenden 
Kraft %] und der Richtung des Abschnittes Oa, mit ß,, so finden wir ferner: 


pı = Oaısin Bı = visin ß} 
oder, da $, = 90° — a, Ist, 
Pı = V1608Cı. 
Folglich ist 
m (%,)= — Fıvıcosaın. 
. Ebenso finden wir, daß 


m (3) = — Fıycosa; 


ist. 


Abb. 116 Abb. 117 


Somit erhält die Gleichgewichtsbedingung (2) des Hilfshebels die Form 
D;Fıv cos Xi > 0, 


d. h., sie stimmt mit der Gleichgewichtsbedingung (1) des gegebenen Mechanismus 
überein. 

Das dargelegte Theorem von N. E. SHUKOwSKI stellt ein einfaches Verfahren für 
die Lösung von Gleichgewichtsaufgaben eines ebenen Mechanismus dar. Wir wollen 
die Anwendung dieses Verfahrens an einem einfachen Beispiel zeigen. 


Beispiel 14. Das Parallelogramm von WATT. Der Mechanismus, der ‚„Parällelegramm 
von WATT“ genannt wird, besteht aus den gelenkig in den Punkten A, B, C und D ver- 
bundenen fünf Stäben 0,A, AB, CD, DB und DO,. Die Stäbe 0,A und DO, drehen sich 
um die festen Punkte O, und O, (Abb. 116). Wir nehmen an, daß in den Punkten B und D 
die vertikalen Kräfte PB, und P, an dem Mechanismus angreifen. Es soll die Gleich- 
gewichtsbedingung des Mechanismus unter der Wirkung dieser Kräfte ermittelt werden. 

Wir stellen den Geschwindigkeitsplan auf, indem wir willkürlich die Größe der möglichen 
Geschwindigkeit des Punktes A vorgeben (Abb. 117); an den Punkten 5b und d des Ge- 
schwindigkeitsplanes, die den Punkten B und D unseres Mechanismus entsprechen, setzen 
wir die Kräfte BP} und P/, an, die aus den Kräften B, und P, durch die Drehung um 90° 
im Uhrzeigersinn gewonnen wurden. Schließlich stellen wir die Momentengieichung der 
Kräfte P, und P/, in bezug auf den Punkt O auf, 


PB et, 


wobei p, und p, die Hebelarme der Kräfte PB, und P7, in bezug auf den Punkt O sind 
Das ist die Gleichgewichtsbedingung des gegebenen Mechanismus. 


13* 
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$ 71. Das Prinzip der virtuellen Verrückungen im Falle der Bewegung 
eines Systems 


Wir wissen bereits, daß durch die Methode der Kinetostatik jede Aufgabe der 
Dynamik auf die entsprechende Aufgabe der Statik zurückgeführt werden kann. Das 
Prinzip der virtuellen Verrückungen haben wir als eines der Grundtheoreme der 
Statik erkannt. Es ist verständlich, daß die Methode der Kinetostatik uns die Mög- 
lichkeit eröffnet, dieses Theorem auch bei der Lösung von Aufgaben der Dynamik anzu- 
wenden. 

Wir stellen uns das materielle System M,, M,,...., M„ vor, das sich unter der 
Wirkung der angreifenden Kräfte in Bewegung befindet. Die Resultierenden der vor- 
gegebenen Kräfte und Zwangskräfte, die an jedem Punkt des Systems angreifen, 
bezeichnen wir wie früher mit %,, I» ---» ’n 
2 und 9, ur: dm (Abb. 118); die Bindungen 

& des Systems setzen wir als zweiseitig und ideell 
voraus. Wir fügen zu den vorhandenen Kräften 
noch die Trägheitskräfte %7 , Bıs-:- » rn der 
Punkte des Systems hinzu. Nach der Methode 
der Kinetostatik müssen sich alle Kräfte ein- 
schließlich der Trägheitskräfte gegenseitig auf- 
heben. 


Wenn wir so die Frage auf eine Aufgabe der 
Statik zurückführen, können wir das Prinzip der 
F} Abb. 118 virtuellen Verrückungen anwenden. Wir erteilen 
dem System die virtuellen Verrückungen??,,%;, ..., 
€. Dabei wollen wir nochmals unterstreichen, daß die Verrückung des Systems, von 
der die Rede ist, eine gedachte ist; man darf sie in keinem Fall mit derjenigen Ver- 
rückung verwechseln, die das System tatsächlich in seiner wirklichen Bewegung unter 
der Wirkung der angreifenden Kräfte erhält. Wenn das zweiseitigen und ideellen 
Bindungen unterworfene System sich im Gleichgewicht befindet, muß die Summe der 
Arbeiten der vorgegebenen Kräfte bei jeder virtuellen Verrückung aus der Gleich- 
gewichtslage nach dem Prinzip der virtuellen Verrückungen gleich Null sein. Im 
vorliegenden Falle müssen in der Zahl der vorgegebenen Kräfte natürlich auch die 
Trägheitskräfte mit eingeschlossen sein; somit erhalten wir die Arbeitsgleichung 


BIN €; COS (IE) = > Fri €; cos (Ir Ei) =, 


Also ist bei der Bewegung eines zweiseitigen und ideellen Bindungen unterworfenen 
Systems die Summe der Arbeiten der vorgegebenen Kräfte und der Trägheitskräfte bei 
jeder virtuellen Verrückung des Systems gleich Null; dabei muß die erwähnte Arbeits- 
‚summe mit einer Genauigkeit bis zu den kleinen Größen erster Ordnung (ein- 
schließlich) errechnet werden. Auf diese Weise wird das Prinzip der virtuellen Ver- 
rückungen im Fall der Bewegung eines Systems formuliert. 

Wenn es unter den Bedingungen des Systems einseitige Bindungen gibt, ist die 
Summe der Arbeiten der vorgegebenen Kräfte und der Trägheitskräfte bei jeder 
virtuellen Verrückung des Systems gleich Null oder kleiner als Null. 
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8 72. Der Regulator von PORTER 


Wir werden das Prinzip der virtuellen Verrückungen zur Bestimmung der Gleich- 
gewichtslage des rotierenden Regulators von PORTER anwenden. 


Beim Regulator von PorTER (Abb. 119) befinden sich die Kugeln A und B in den 
Scheitelpunkten des Rombus OAOB. Das Gewicht jeder Kugel bezeichnen wir 
mit P,; die Länge der Seiten des Rombus bezeichnen wir mit c; die Kupplung 
des Regulators hat das Gewicht P;. Wir bezeichnen den Winkel, den jede Seite des 
Rombus mit der Vertikalen bildet, mit «. Ferner nehmen wir an, dab der Regulator 
gleichförmig mit der Winkelgeschwindigkeit w 
rotiert und bestimmen den dieser Winkelgeschwin- 0 
digkeit entsprechenden Winkel «, indem wir vor- 
aussetzen, daß der Regulator sich in der Gleich- 
gewichtslage befindet, d. h., daß der Winkel « 
konstant bleibt. Wir lösen die Aufgabe, wobei 
wir die Massen aller Teile des Regulators außer 
den Massen der Kugeln und der Kupplung ver- cr» 
nachlässigen; die Kugeln aber werden wir als 7 
materielle Punkte betrachten. Zu den vorge- 
gebenen Kräften, die auf unser sich bewegendes 
System wirken, und zwar zu den Gewichten ®, 
und ®, fügen wir die Trägheitskräfte der Kugeln 
und der Kupplung hinzu. Die Trägheitskräfte %, 
und %; der Kugeln haben als Zentrifugalkräfte 


N 
g 
> 
B% 


z 


Abb. 119 


die Größe F, = Ex 10° (wobei r die Länge des 


von dem Zentrum der Kugel auf die Drehachse des Regulators gefällten Lotes ist) 
und sind längs des Lotes r von der Drehachse fort gerichtet; mit r=e sin « 


ist F},= — w2- sin«, die Trägheitskräfte der Kupplung aber heben sich gegen- 


seitig auf. 


Wenn wir die Trägheitskräfte %, und %; einführen, haben wir das Recht, den 
rotierenden Regulator als in Ruhe befindlich zu betrachten. Wir geben unserem 
System eine virtuelle Verrückung und stellen die Arbeitsgleichung auf. Die virtuelle 
' Verrückung des Systems erhalten wir, wenn wir dem Winkel « den winzig kleinen 
Zuwachs ö« geben (die verschobene Lage des Rombus OAOB ist in der Abb. 190 
durch eine dünne Linie gekennzeichnet). Bezeichnen wir die Verrückungen der 
Kugelzentren mit ©, und die Verrückung der Kupplung mit ,, so erhalten wir die 
Arbeitsgleichung 


2 Fjs],cos@«— 2 P,ıeısina— P,,=0. 


Hier ist &, = cö«. Zur Berechnung von e, bemerken wir, daß die Verrückung der 
Kupplung gleich der Verkürzung der Diagonale OC unseres Rombus ist, die der Ver- 
größerung des Winkels &« um die Größe dx entspricht. Bezeichnen wir OC mit 2, so 
erhalten wir: 

2=2eccose. 
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Wir differenzieren und gewinnen damit den Ausdruck für die kleine Veränderung 
ö2 der Diagonale z: 


ö62= — 2esinaöe. 
Folglich ist 


&, = — 62=2csinada. 


Setzen wir in die Arbeitsgleichung die Werte e, sowie e, und auch die Beziehung 
für die Trägheitskraft F, ein, so erhalten wir 


P 
2 — eo o®sinzcosada — 2 Pıesinad«— 2 P,csinaö« = 0 


oder, nach Kürzung durch 2c ö«, 
| P 
N sine (1 eateosa— Pı— P,)=0. 
9 | 


Hieraus ersieht man, daß die Aufgabe zwei Lösungen hat. Die erste Lösung a = 0 
hat nur eine theoretische Bedeutung, da die Konstruktion des Mechanismus keine 
Verwandlung des Winkels « in Null zuläßt. Eine praktische Bedeutung hat die zweite 
Lösung, die durch die Gleichung 

g (P a x 2) 
sa — 

P,cw? 
gegeben ist. 

Da 2 = 2e cos « ist, erhalten wir hieraus für z die Gleichung 


2g(Pı +P,) 
P,w” 


Nach dieser Gleichung wird die Größe 2 errechnet (d. h. die Lage der Kupplung), 
die der gegebenen Winkelgeschwindigkeit a entspricht. Umgekehrt wird die Winkel- 
geschwindigkeit ® im Gleichgewichtszustand, die der gegebenen Lage der Kupplung, 
d.h. dem gegebenen z entspricht, nach der Gleichung 


ge (1) 
gefunden. 


Wir wollen dieses Resultat auf ein Zahlenbeispiel anwenden. Wir nehmen an, dab 
P,=10kg, P, = 60 kg, 2 = 36 em ist. Nach der Gl. (1) finden wir 


2. 981- 70 a 
a re 


was einer Drehzahl von n = 186 U/min entspricht. 
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KAPITEL XIII 


DIE KINETISCHE ENERGIE 


S 73. Die kinetische Energie 


Im Kapitel IV wurden die Gesetzmäßigkeiten der kinetischen Energie dargelegt, 
die bei einem materiellen Punkt gelten. Wir wollen nun diese Gesetzmäßigkeiten 
auf die Bewegung eines materiellen Systems ausdehnen. | 


Wir stellen uns das materielle System M,, M.,..., M, (Abb. 120) vor, das sich 
unter der Wirkung der angreifenden Kräfte bewegt. Alle auf das System einwirkenden 
Kräfte unterteilen wir in zwei Gruppen: in vor- 
gegebene Kräfte und in Zwangskräfte. Die 
Resultierenden der an jedem Punkte des Systems 
angreifenden vorgegebenen Kräfte bezeichnen wir 
mit I 3% ---» %n; die Resultierenden der 
Zwangskräfte bezeichnen wir entsprechend mit 
3%, 5% ..:, 3. Die Bindungen des Systems 
werden wir als zweiseitig und ideell voraussetzen; 
außerdem werden wir annehmen, daß es unter 
den Zwangsbedingungen des Systems keine von 
der Zeit abhängigen Zwangsbedingungen gibt. 


Wir wollen die Gesetzmäßigkeiten der kineti- 
schen Energie bei der Bewegung eines jeden Abb. 120 
Systempunktes anwenden. Wir wählen den unend- 
lich kleinen Zeitraum di und bezeichnen die elementaren Verrückungen, welche die 
Systempunkte in diesem Zeitraum erhalten, mit ds,, ds,,..., ds,. Nach den Gesetz-. 
mäßigkeiten der kinetischen Energie ist der unendlich kleine Zuwachs der kinetischen 
Energie eines materiellen Punktes Min der Zeit di bei der elementaren Verrückung ds, 
gleich der Summe der elementaren Arbeiten der an diesem Punkte angreifenden. 
Kräfte. Wenn wir dies bei allen Systempunkten anwenden und die Massen der 
Systempunkte mit mı, Ma, ..., m, bezeichnen, ihre Geschwindigkeiten aber mit v,, 
Vg .-., 7, dann erhalten wir 


v G [4 
u -=F, ds, cos (&,, 01) + F} dsı cos 3,,dı), 
Mad, / 0 / 
d 9 — F,ds,cos (0) + F,ds cos 3,03): 
vl 
d—— = R,ds, 008 (&n, On) + FA 5n 008 (In, Dn)- 


2 
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Wir addieren die Gleichungen gliedweise: 


mv; 
2 


Id — SV F;ds;cos(%,,9;) + I Fids;cos(%,2;). 


Ferner ist 


DL 
2 > 


Die Summe der kinetischen Energien der Systempunkte werden wir die kinetische 
Energie des Systems nennen und mit dem Buchstaben 7 bezeichnen, d.h., wir werden 


2 
Mid; 


T=) 5 


setzen. 
Folglich erhalten wir 


dT= YrF;dscos(%,0)+ I Fids;cos(,r;), 


wobei d7T der unendlich kleine Zuwachs der kinetischen Energie des Systems in der 
Zeit di ist. 

Wir bemerken nun, daß die Bewegung unseres Systems natürlich ohne Zerstörung 
der Zwangsbedingungen erfolgt, d. h., die von den Systempunkten bei der Bewegung 
des Systems erhaltenen Verrückungen werden durch die Zwangsbedingungen zu- 
gelassen. Daraus folgt, daß die Verrückungen ds,, ds,, ..., ds,, die das System in 
der Zeit di erhält, mögliche virtuelle Verrückungen des Systems sind!. Da die Bin- 
dungen des Systems als zweiseitig und ideell vorausgesetzt wurden, schließen wir, daß 
die Summe der Arbeiten der Zwangskräfte bei den Verrückungen ds,, ds,,..., ds, 
gleich Null ist. Streichen wir das zweite Glied in der letzten Gleichung, so erhalten 
wir: 

dT= 2, F; ds; COS (Fi, d;). 


Dieses Resultat sagt uns, daß die unendlich kleine Veränderung der kinetischen 
Energie des Systems im unendlich kleinen Zeitraum di gleich der Summe der elemen- 
taren Arbeiten der vorgegebenen Kräfte bei den entsprechenden unendlich kleinen 
Verrückungen der Systempunkte ist. 


Wir wollen nun den endlichen Zeitraum wählen, der zwischen den Augenblicken t, 
und t, eingeschlossen ist. Wir nehmen an, daß das System im Augenblick t, die durch 
die Buchstaben A,, As,,..., A, bezeichnete Lage einnimmt (Abb. 120); wir werden 
diese Lage des Systems die Lage I nennen. Im Augenblick t, nimmt das System die 
Lage B,, B,,...., B,„ ein; diese Lage ist die Lage II. In der Zeit t, — t, geht das 
System aus der Lage I in die Lage II über. 


ı Eine solche Schlußfolgerung wäre falsch, wenn es unter den Zwangsbedingungen des Systems von der 
Zeit abhängige Zwangsbedingungen gäbe. In diesem Falle wäre die tatsächliche, vom System in der Zeit dt 
erhaltene Verrückung keine virtuelle Verrückung in dem Sinne, der diesem Ausdruck auf Seite 149 gegeben ist. 
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Um wieviel verändert sich dabei nun die kinetische Energie des Systems? 


Um diese Frage zu beantworten, wollen wir uns vorstellen, daß der Zeitraum t, — 
in eine Reihe elementarer Zeiträume di unterteilt ist. Wir haben soeben gesehen, daß 
der Zuwachs. der kinetischen Energie des Systems im elementaren Zeitraum gleich 
der Summe der Arbeiten der vorgegebenen Kräfte bei der entsprechenden elementaren 
Verrückung des Systems ist. Wenn wir aber die Zunahmen, die die kinetische Energie 
des Systems während jedes elementaren Zeitraumes di erhält, addieren, dann erhalten 
wir den vollen Zuwachs der kinetischen Energie während der Zeit t, — t,, der gleich 
der Differenz von T, — T, ist, wobei T, und T, die Werte der kinetischen Energie 
in den Lagen I und II sind. Wenn wir im Auge behalten, daß die Summe der elemen- 
taren Arbeiten der Kraft %;, die allen elementaren Zeiträumen di entsprechen, in 
welche wir den Zeitraum t, — t, unterteilt haben, gleich der endlichen Arbeit 


Bj 


R; — [ F;cos (3; v;)ds; 
Ai 


dieser Kraft bei der Verrückung des Punktes M, aus der Lage A, in die Lage B; ist, 


erhalten wir 
B 


i 
T,- T, = S/r, cos (W,,v;)ds; 
A; 


oder kürzer 
Te —: T, = > R;. 


Also ist beim Übergang des Systems aus der Lage I in die Lage II die Änderung 
der kıinetischen Energie des Systems gleich der Summe der Arbeiten der an den Punkten 
des Systems angreıfenden vorgegebenen Kräfte. Das ist die Formulierung der (Gresetz- 
mäßigkeiten der kinetischen Energie bei der Anwendung auf die Bewegung eines 
materiellen Systems. | 


Wir haben hier eine Wechselbeziehung gewonnen, aus der alle Zwangskräfte aus- 
geschlossen sind. Darin besteht der praktische Wert des gewonnenen Resultates. Wenn 
wir die Gesetzmäßigkeiten der kinetischen Energie anwenden, erhalten wir die Mög- 
lichkeit, die Zwangskräfte automatisch zu eliminieren; deshalb erscheint deren An- 
wendung als ein sehr bequemes Verfahren zur Lösung von Aufgaben der Dynamik. 


Es muß unterstrichen werden, daß die Eliminierung der Zwangskräfte aus einer 
diese Gesetzmäßigkeit ausdrückenden Gleichung nur dann am Platze ist, wenn alle 
Bindungen des Systems als zweiseitig, ideell und unabhängig von der Zeit vorausgesetzt 
werden. Bei der Anwendung hat man es gewöhnlich gerade mit solchen Fällen zu tun. - 
Natürlich müssen Reibungskräfte, sofern sie vorhanden sind, zu den vorgegebenen - 
Kräften hinzugezählt werden. 


Der Begriff der kinetischen Energie wurde durch LEısnız in die Wissenschaft 
unter dem Namen ‚lebendige Kraft‘ eingeführt. Das Wesen des Theorems der leben- 
digen Kraft oder der kinetischen Energie (ebenso wie das der Mehrzahl der Grund- 
theoreme der Mechanik) wurde erst allmählich durch die Leistungen einer ganzen 
Reihe von Forschern aufgedeckt. Die endgültige Formulierung der Gesetzmäßig- 
keiten der lebendigen Kraft wurde von DANIEL BERNOULLI (1748) gegeben. 
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$ 74. Das Theorem von KÖönIe 


Bei der Berechnung der kinetischen Energie eines Systems ist das von Könıc (1751) 
aufgestellte Theorem in vielen Fällen sehr nützlieh. 


Wir wollen uns ein materielles System M,, M,,... . , M„, vorstellen (Abb. 121) und 
die Koordinaten des Punktes M,, bezogen auf die Koordinatenachsen x, y und z, 
mit x;, y; und 2, bezeichnen. Der geometrische, durch die Koordinaten 


mi Ci  2mdYi ‚  Zm® 


| (A 
e 0 M € M . M (1) 


‚bestimmte Punkt CO (M = Im; ist die Masse des ganzen Systems) heißt Trägheits- 
zentrum des Systems. 

Die soeben aufgeschriebenen Gleichungen 
zZ € für die Koordinaten des Trägheitszentrums 
können auch ein wenig anders dargestellt 
werden. Multiplizieren wir den Zähler und 
den Nenner in diesen Gleichungen mit g, 


7 so erhalten wir: 
GE 
v2 € BG Zpi® & Pi 
Baer Ye 
| j ee 
Fee] 2 
292% 
Abb. 121 ge 
Tc pP 


wobei p; das Gewicht des Punktes M, ist und P das Gewicht des ganzen Systems. 


Durch die Gl. (2) werden aber, wie bekannt (s. Teil I, $ 68), die Koordinaten des 
Schwerpunktes bestimmt. Hieraus folgt, daß der von uns das Trägheitszentrum 
des Systems genannte Punkt mit dem Schwerpunkt des Systems zusammenfällt. Man 
muß jedoch bemerken, daß der Begriff des Trägheitszentrums bedeutend weiter ist 
als der Begriff des von uns in der Statik festgestellten Schwerpunktes. Vom Schwer- 
punkt eines Systems kann man nur dann sprechen, wenn das System sich unter der 
Wirkung von Schwerkräften befindet. Der Begriff des Trägheitszentrums aber als 
eines Punktes, der durch die Gl. (1) bestimmt wird, hängt ganz und gar nicht davon 
ab, welche Kräfte auf das System einwirken. . 

Wir bemerken, daß die Lage des Trägheitszentrums C des Systems auch durch 
den Radius-Vektor (wir bezeichnen ihn mit r,) bestimmt werden kann, der von dem 
'Koordinatenursprung aus nach dem Trägheitszentrum gezogen ist. Bezeichnen wir die 
Radius-Vektoren, die von dem Koordinatenursprung aus nach den Punkten M,, 
M;,,...,M „gezogen sind, mit r,, Ta,... , t„, So gilt 


2 mit; 
er . (3) 


Diese Vektorengleichung ist gleichwertig den drei Gleichungen (1); denn wenn wir 
beide Teile der Gl. (3) auf die Achsen x, y und z projizieren und feststellen, daß die 
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Projektionen der Vektoren r, und r; gleich den entsprechenden Koordinaten x,, %., 
z,und &,, Y;, 2; sind, erhalten wir die Gl. (1). 

Wir stellen uns nun vor, daß das System M,, M.,..., M „ irgendeine Bewegung 
ausführt. Natürlich wird sich dabei auch das Trägheitszentrum CO im Raume ver- 
schieben. Wir ziehen durch den Punkt CO die zueinander senkrechten Achsen &, n 
und Z, die den Achsen x, y, 2 parallel sind, und stellen uns vor, daß sich die Achsen 
&, n und Z zusammen mit dem Trägheitszentrum CO bewegen und dabei untereinander 
parallel bleiben, d.h., daß sie eine fortschreitende Bewegung ausführen. In einem 
solchen Falle bleiben die Achsen &, n und £ während der ganzen Zeit der Bewegung 
parallel den Achsen x, y und z. Es ist klar, daß unser System bei einer ab- 
soluten Bewegung im Raum gleichzeitig eine relative Bewegung in bezug auf die 
sich bewegenden Achsen £, n und Z ausführt. Wir können die absolute Bewegung des 
Systems als eine aus der translativen Bewegung zusammen mit den Achsen &, n, & 
und der relativen Bewegung in bezug auf diese Achsen zusammengesetzte betrachten. 
Wir vereinbaren, diese beiden Komponenten der Bewegung die translative Bewegung 
des Systems „zusammen mit dem Trägheitszentrum‘ und die relative Bewegung des 
Systems ‚in bezug auf das Trägheitszentrum‘“ zu nennen. Wir wollen nochmals 
unterstreichen, daß wir unter der relativen Bewegung des Systems ‚in bezug auf das 
Trägheitszentrum“ die relative Bewegung des Systems in bezug auf die Achsen ver- 
stehen, die sich zusammen mit dem Trägheitszentrum fortschreitend bewegen. 


Bei der Berechnung der kinetischen Energie eines Systems ist es in vielen Fällen 
nützlich, sich die absolute Bewegung des Systems als in jene zwei Bewegungskompo- 
nenten zerlegt vorzustellen, von denen soeben die Rede war. Wir werden zeigen, daß 
die kinetische Energie eines Systems in seiner absoluten Bewegung gleich der Summe 
der kinetischen Energien des Systems ist, die jeder dieser Bewegungskomponenten 
entsprechen. Das ist das Theorem von Könic. 


Die kinetische Energie des Systems in seiner absoluten Bewegung ist gleich 


2 
Midi 


re (4) 


Wenn wir die absolute Bewegung des Punktes M;, als aus der translativen Bewegung 
zusammen mit den Achsen £, n, & und aus der relativen Bewegung in bezug auf diese 
Achsen zusammengesetzt betrachten und bemerken, daß die translative Geschwindig- 
keit des Punktes M, nichts anderes ist als die. Geschwindigkeit v, des Trägheits- 
zentrums C, erhalten wir nach dem Additionstheorem der Geschwindigkeiten 


=D = L;, 


wobei u, die relative Geschwindigkeit des Punktes M, in seiner relativen Bewegung 
in bezug auf die Achsen &, n, £,.d. h. in seiner relativen Bewegung in bezug auf das 
Trägheitszentrum, ist. | 

Wir bemerken, daß wir das Quadrat der Geschwindigkeit v2 _als skalares Produkt 
v;'v; darstellen können. Folglich ist 


: . : 2 2 ı 
v=)'% =, +11, +u)=2, 0. tw u +20. wen twtr2n. U. 
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Wir setzen diesen Ausdruck für v?in die Gl. (4) ein. Multiplizieren wir jedes Glied im 


Ausdruck 1; mit = und führen die Summation gliedweise durch, so erhalten wir 


2 2 
Mile miu%; 


PD „+2... Fame) () 


Ferner gilt, wenn wir uns die Eigenschaften des skalaren Produktes (s. $ 19) 
ins Gedächtnis rufen: 


P2 Mi; (dv. ı;) = PA Mi u;) Be 1 mi 1;. 
Andererseits haben wir aus der Gl. (3): 
Dmn = Mr,. 


Genauso erhalten wir, wenn wir die Radius-Vektoren, die von dem Ursprung der 
Achsen £, n, & aus (d. h. von dem Trägheitszentrum aus) nach den Punkten C und M, 
gezogen sind, mit 9, und 9, bezeichnen, 


> mi®i =M'%.: 
weil aber 9, = 0 ist, gilt 
mot. 


Nun differenzieren wir diese Vektorgleichung nach der Zeit t. Beachten wir, daß 
46; 
di 


ist, so erhalten wir 
>23 MiYi > 0. 


Wir schließen, daß das letzte Glied im rechten Teil der Gl. (5) zu Null wird. Folglich 
ist 
mit m; u? 


T=-) > Bo 


Das ist die Gleichung, die das Theorem von Könıc ausdrückt: Die kinetische Energve 
eines Systems ist gleich der Summe der kinetischen Energie des Systems in seiner trans- 
lativen (fortschreitenden) Bewegung zusammen mit dem Trägheitszentrum und der 
kinetischen Energie des Systems in seiner relativen Bewegung in bezug auf das Träg- 
heitszentium. 


Die erste Summe in der letzten Gleichung, die gleich der kinetischen Energie 

des Systems in seiner translativen Bewegung zusammen mit dem Trägheits- 

. 

zentrum ist, kann ein wenig anders dargestellt werden. Bemerken wir, daß. — 
der gemeinsame Faktor in allen Summanden dieser Summe ist, so haben wir: 


2 2 
Mile Ge 


_ 1 
Dauer 
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wobei M die Masse des ganzen Systems ist. Folglich erhalten wir endgültig 


1 j m; u% 
ws ‚2 A a} 
T=-MiE+ N — 


1 x 
Das Glied —M ve ist nichts anderes als die kinetische Energie, die das Trägheits- 


zentrum CO haben würde, wenn wir uns die ganze Masse des Systems in demselben 
konzentriert vorstellten. Somit erhalten wir folgende endgültige Formulierung des 
Theorems von Könıs: Die kinetische Energie eines Systems ist gleich der Summe 
der kinetischen Energie des Trägheütszentrums, in dem die ganze Masse des Systems als 
konzentriert betrachtet wird, und der kinetischen Energie des Systems in seiner relatwen 
Bewegung in bezug auf das Trägheitszentrum. Wir wollen nochmals daran erinnern, 
daß man unter der relativen Bewegung des Systems in bezug auf das Trägheitszentrum 
die relative Bewegung in bezug auf die sich fortschreitend zusammen mit dem 
Trägheitszentrum bewegenden Achsen verstehen mub. 
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Wir wollen uns nun mit der Berechnung der kinetischen Energie eines sich be- 
wegenden starren Körpers beschäftigen. Wir werden nacheinander verschiedene Fälle 
der Bewegung eines starren Körpers untersuchen. 


1. Die fortschreitende Bewegung eines starren Körpers. Wir stellen uns einen starren 
Körper vor, der sich fortschreitend bewegt, und wenden das Theorem von Könıc an. 
Wenn sich der starre Körper fortschreitend bewegt, sind die 
Geschwindigkeiten aller seiner Punkte gleich der Geschwindig- 
keit », seines Trägheitszentrums. In bezug auf die sich zu- 
sammen mit dem Trägheitszentrum fortschreitend bewegen- 
den Achsen führt der Körper keinerlei Bewegung aus; die 
relativen Geschwindigkeiten u, seiner Punkte in bezug auf 
diese Achsen sind gleich Null. Im gegebenen Fall verwandelt 
sich das zweite Glied in der Gleichung von Könıc zu Null, 
und wir erhalten für die kinetische Energie eines starren 
Körpers den Ausdruck 


1 2 
Dee 


Abb. 122 


Hieraus sieht man, daß man bei der Berechnung der kinetischen Energie eines 
starren Körpers, der sich fortschreitend bewegt, diesen als einen materiellen Punkt 
betrachten kann, wenn man seine ganze Masse als in seinem Trägheitszentrum 
konzentriert voraussetzt. 


2. Die Rotation eines starren Körpers um eine feste Achse. Wir nehmen an, daß ein 
starrer Körper um die feste Achse 2 rotiert (Abb. 122); die Größe der Winkelgeschwin- 
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digkeit der Rotation bezeichnen wir mit ». Wir berechnen die kinetische Energie des 
rotierenden Körpers, indem wir von der Grundgleichung 


[} har} 


Mit; 
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ausgehen. 
Hier ist m; die Masse eines beliebigen Teilchens M, des Körpers und v; die Ge- 
schwind! gkeit dieses Teilchens. Im gegebenen Falle gilt 


v-n®, 
wobei r, der Abstand des Teilchens M, von der Drehachse z ist. Folglich ist 


2 
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Die Summe ))’m;r; spielt eine große Rolle in der Dynamik der rotierenden 
Bewegung eines. starren Körpers; diese Größe heißt das Trägheitsmoment des starren 


Körpers in bezug auf die z-Achse. Bezeichnen wir Im; r7; mit J, so ist 


1 J 2 
T= 73 w*, 

Die kinetische Energie eines rotierenden starren Körpers ist also gleich dem halben 
Produkt seines Trägheitsmomentes (in bezug auf dve Rotationsachse) und dem Quadrat 
der Winkelgeschwindigkeit. Das ist eine der wichtigsten Beziehungen der Dynamik 
eines starren Körpers. Natürlich muß in dieser Gleichung die Winkelgeschwindigkeit & 
in absoluten Einheiten ausgedrückt sein. 

Da das Trägheitsmoment eines starren Körpers die Dimension der Masse, multi- 
pliziert mit dem Quadrat der Länge hat, muß die Dimension des Trägheitsmomentes 
im technischen Maßsystem 


kg.s? 


m?= kg ms? 
m 


sein. 
Wir bemerken, daß das Trägheitsmoment J häufig in Form des Produktes 


J=Mrj 
dargestellt wird, wobei M die Masse des Körpers und r, eine durch die Gleichung 


a J 
yM 
bestimmte Länge ist. 


Diese Länge r, heißt Trägheitsradius des Körpers in bezug auf die gegebene 
Achse; die Größe 2r, = D, heißt Trägheitsdurchmesser des Körpers in bezug auf 
dieselbe Achse. 

Bei technischen Anwendungen wird zuweilen an Stelle des Trägheitsmomentes 
der Begriff des Schwungmomentes des Körpers in bezug auf die gegebene Achse 
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eingeführt. Mit diesem Ausdruck wird das Produkt aus dem Körpergewicht und dem 


Quadrat seines Trägheitsdurchmessers PD7 bezeichnet. Das Trägheitsmoment und 
das Schwungmoment befinden sich in einer einfachen Abhängigkeit. 


Es gilt 
5 P Di= M g(2r)) = AgMr7=4uJ. 


Die Dimension des Schwungmomentes im technischen Maßsystem ist kg m?. 


3. Die eben-parallele Bewegung eines starren Körpers. Stellen wir uns nun einen 
starren Körper vor, der eine eben-parallele Bewegung ausführt. Wir wollen als Ab- 
bildungsebene die Ebene wählen, die durch das Trägheitszentrum 
des Körpers geht, und zu der die Bewegung des Körpers parallel 
verläuft. Im Schnitt des Körpers mit dieser Ebene erhalten wir 
eine ebene Figur, die das Trägheitszentrum C enthält (Abb. 123); Ü 
durch die Bewegung dieser Figur in ihrer Ebene wird die Bewegung 
des Körpers kinematisch eindeutig bestimmt. 


Wir wollen das Theorem von Könıc zur Berechnung der kine- Abb. 123 
tischen Energie des Körpers benutzen undstellen uns die Bewegung 
des Körpers als in die translative Bewegung zusammen mit dem Trägheitszentrum C 
und die relative Bewegung in bezug auf das Trägheitszentrum zerlegt vor. Im 
gegebenen Fall ist die relative Bewegung des Körpers in bezug. auf das Trägheits- 
zentrum die Drehung um die Achse, die durch das Trägheitszentrum C geht und senk- 
recht zu der Abbildungsebene steht. Folglich gilt nach dem Theorem von Könıc: 


on Dre 
Me en $ 
wobei J, das Trägheitsmoment des Körpers in bezug auf die erwähnte Achse ist, die 
durch das Trägheitszentrum hindurchgeht und senkrecht auf der Ebene steht, in 
der sich der Körper parallel bewegt; » ist seine Winkelgeschwindigkeit!. 


Auch. diese Gleichung ist sehr wichtig. Nach dieser Gleichung muß die kinetische 
Energie der Maschinenteile errechnet werden, die eine eben-parallele Bewegung aus- 
führen. 


4. Die Rotation eines starren Körpers um einen festen Punkt. Aus der Kinematik ist 
bekannt (s. TeilI, 8115), daß in diesem Falle die Geschwindigkeiten der Punkte 
eines starren Körpers in jedem Augenblick so sind, als ob der Körper in diesem 
Augenblick um eine gewisse momentane Achse 2 rotieren würde, die durch den 
festen Punkt hindurchgeht. Die Berechnung der kinetischen Energie eines starren 
Körpers kann genauso durchgeführt werden wie im Falle der Rotation um eine 
feste Achse; wir erhalten die Gleichung 


T =, 2 
= — .(0) 
Te 


wobei J, das Trägheitsmoment des Körpers in bezug auf die momentane Achse 
‘und » die Größe seiner Winkelgeschwindigkeit ist. 


ı In Deutschland ist dieser Ausdruck als der STEINERsche Satz bekannt (Anm. d. deutschen 
Redaktion). 
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Es muß vermerkt werden, daß. das Trägheitsmoment J eine variable Größe ist, 
da die momentane Achse ununterbrochen ihre Lage innerhalb des Körpers verändert. 


5. Der allgemeine Fall der Bewegung eines starren Körpers. Wir wollen uns wieder 
des Theorems von Könıc bedienen und zerlegen die Bewegung des Körpers in die 
translative Bewegung zusammen mit dem Trägheitszentrum und die relative Be- 
wegung in bezug auf das Trägheitszentrum. Im gegebenen Falle ist die relative Be- 
wegung des Körpers in bezug auf das Trägheitszentrum eine Rotation um das Träg- 
heitszentrum, die man in jedem gegebenen Augenblick als Rotation um irgendeine 
momentane Achse ansehen kann, die durch das Trägheitszentrum geht. Folglich 
gilt nach dem Theorem von Köne: 


1 1 
T- Mut Ze, 


wobei J das Trägheitsmoment des Körpers in bezug auf die momentane, durch das 
Trägheitszentrum gehende Achse und ® die Größe der Winkelgeschwindigkeit des 
Körpers ist. 

Auch hier ist das Trägheitsmoment J? eine variable Größe. 

Wir beenden diesen Paragraphen mit der Anwendung der gewonnenen Gleichungen 
auf mehrere Beispiele. 

Wir wollen die kinetische Energie eines Schwungrades berechnen, dessen Gewicht 
P = 3600 kg beträgt; der Trägheitsradius (in bezug auf die Drehachse) ist r, = 1,4 m 
und die Drehzahl 100 U/min. 

Wir ermitteln das Trägheitsmoment des Schwungrades: 

pP 3600 


jzZ-2g 
g 179,81 


(1,4)? =.719 kgm se. 
Die Winkelgeschwindigkeit des Schwungrades ist gleich 


10r1 
& — (100 U/min =) — 


Hieraus ergibt sich 


1 1 10a \? 
Be IRRE ; Bm Okem. 
T 5 Jw 5 119 ( 5 39 400 kgm 

Wir errechnen auch noch die kinetische Energie der Kurbelstange einer Dampf- 
maschine nach folgenden Angaben: Das Gewicht der Kurbelstange beträgt P =150kg, 
ihr Trägheitsradius (in bezug auf die durch den Schwerpunkt der Kurbelstange 
hindurchgehende Achse) ist r; = 0,7 m, die Geschwindigkeit des Schwerpunktes 


v.=6 m/s, die Winkelgeschwindigkeit der Kurbelstange © = 3 = 
s 


Wir ermitteln das Trägheitsmoment der Kurbelstange (in bezug auf die durch den 
Schwerpunkt hindurchgehende Achse): 
PR 150 


Tel,,4.02,09=750kemst, 
Fra eure 
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Danach errechnen wir die kinetische Energie der Kurbelstange: 


u TV a Feen 
Pr — 3 Peer ww” = —ı — _—e a } = = £ 
get gte 2 981 2 sm 


Auf die Frage nach der Berechnung der kinetischen Energie der Maschinenteile 
werden wir ausführlicher im $ 81 zurückkommen. 
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Bei der Anwendung der Gesetzmäßigkeiten der kinetischen Energie auf Systeme, 
die aus starren Körpern bestehen, muß man auch die Arbeit der an einem starren 
Körper angreifenden Kräfte berechnen. Wir werden uns jetzt mit der Berechnung 
der elementaren Arbeiten der an einem starren Körper angreifenden Kräfte beschäf- 
tigen. Zuerst sollen die einfachsten Fälle der fort- 
schreitenden Bewegung eines starren Körpers und z 
der Rotation um eine feste Achse betrachtet ' 
werden; danach werden wir zu dem allgemeinen 
Fall einer beliebigen Bewegung des Körpers über- 
gehen. 

1. Die fortschreitende Bewegung eines starren 
Körpers. An einem starren Körper,. der sich fort- 
schreitend bewegt, greifen die (vorgegebenen) Fr, 
Kräfte %, %,... ,%, an (Abb. 124). Wir wollen 77 ee 
die Summe der elementaren Arbeiten NdR, Abb. 124 
dieser Kräfte bei der elementaren Verrückung v. 
des Körpers errechnen. 

Wählen wir die zueinander senkrechten Koordinatenachsen x, y und z und be- 
zeichnen wir die Komponenten der Kraft %; auf diesen Achsen mit X, Y;, Z; und die 
Koordinaten des Angriffspunktes dieser Kraft mit z,, Y;, 2;, so erhalten wir: 


DdaR;= YXdy + Ydy +2d2), 


wobei di,, dy; und de; die Zuwüchse der Koordinaten «;, y; und 2, bei der Verrückung 
des Körpers sind. 

Bei einer fortschreitenden Verrückung des Körpers verschieben sich jedoch alle 
Punkte auf identische Art. Wir wählen jetzt einen beliebigen Punkt des Körpers A 
und bezeichnen seine Koordinaten mit x,, y, und 2,. Dann ist d&; = dio, dy,; = dys, 
dz,; = de, und folglich 


"dR;= Y(X;da, + Yıdy,+2dz,). 
Hieraus folgt, daß 


NaRk= YXde,+ YYday+ YZ4d,—dn, X; +dy, DI Yı+d2 DZ 
ist. Wir bezeichnen 
2 X=X, 2,Yı=Y; DA=2. 


14 Nikolai II 
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Die Größen X, Y und Z sind die Komponenten der Summe der gegebenen Kräfte 
To.» %. auf den Achsen x, y, 2. Wir bezeichnen die Summe der Kräfte mit % 
und nennen sie, wie in der Statik eines starren Körpers, den Hauptvektor der ge- 
gebenen Kräfte. 

Es gilt: 

| YdaR;—=Xda,+Ydy, +Zdz,. 

Diese Gleichung bedeutet, daß die Summe der elementaren Arbeiten der gegebenen 
Kräfte gleich der elementaren Arbeit ihres Hauptvektors % ist, der im Punkte A 
angreift. Dasselbe Resultat kann man auch in folgen- 
der Form darstellen: 


D’dR;= Fds,cos (%,d$,), 


wobei ds, die elementareVerrückung des Punktes A ist. 


Bei Berechnung der Summe der elementaren Arbeiten 
der an einem starren, sich fortschreitend bewegenden 
Körper angreifenden Kräfte kann man also diese durch 
ihren Hauptvektor ersetzen, der in einem beliebigen 
Punkte des Körpers angreift. 


Hieraus folgt u. a., daß die Arbeit eines an einem 
Abb. 125 starren, sich fortschreitend bewegenden Körper an- 
greifenden Kräftepaares gleich Null ist. 


2. Die Rotation ewmes starren Körpers um eine feste Achse. An einem starren, um 
eine feste Achse rotierenden Körper greifen an den Punkten A,, As,..., A, die 
Kräfte %ı, 5. - ‚35, an (Abb. 125). Wir errechnen jetzt die Summe der elemen- 
taren Arbeiten YdR, dieser Kräfte. 

Zuerst wollen wir die elementare Arbeit dR,; der an dem Punkte A, angreifenden 
Kraft %; berechnen. Wir wählen die rechtwinkligen Koordinatenachsen x, y und 2 
und richten die z-Achse längs der Drehachse. Bezeichnen wir die Projektionen .der 
Kraft 5%, auf diese Achsen mit X,, Y,, Z; und die Koordinaten des Punktes A, mit 
&; Yy 2;, so erhalten wir | 


dR=Xdv, + Y,dyv +Zd3, 


wobei dz;, dy; und dz, die Zunahmen sind, welche die Koordinaten &,, y; und 2, bei 
einer elementaren Verrückung des Körpers erhalten haben. 

Es liegt auf der Hand, daß im gegebenen Falle de, = 0 ist. Ferner bezeichnen wir 
den Abstand O, A; des Angrifispunktes der Kraft %, von der Drehachse mit r; 
und den durch den Abschnitt 0;A, mit der x-Achse gebildeten Winkel mit @ (der 
Winkel 9 ist nichts anderes als der Drehwinkel des Körpers). Es gilt dann: 


%=T1;0089, y=rsin®. 


Bei einer elementaren Verrückung des Körpers erhält der Drehwinkel @ den Zu- 
wachs do; die entsprechenden Zunahmen der Koordinaten x; und ,; erhalten wir, 
wenn wir die vorhergehenden Gleichungen differenzieren: 


dg;= — rsingdp== — „dp, dyz=rcsgde=rdp. 
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Auf diese Art ergibt sich: 
d=- yKdpy+,Y;dpo=- au Y— yX;)dp. 


Der Ausdruck x;Y;— y;X; ist das Moment der Kraft %; in bezug auf die z-Achse; 
bezeichnen wir dieses Moment mit M,;,, so finden wir 


dR;= M;,dp. 

Folglich ıst die elementare Arbeit der am rotierenden Körper angreifenden Kraft ae 
dem Moment dieser Kraft in bezug auf die Drehachse, multipliziert mit dem Zuwgehs des 
Drehwinkels. | 

Hieraus finden wir für die Summe der elementaren Arbeiten unserer Kräfte den 


Ausdruck 
DAaR= 3 M.dp=dp DM;. 


Bezeichnen wir Y’M;, = M, und nennen diese Summe, wie in der Statik des 
starren Körpers, das Hauptmoment der gegebenen Kräfte 31: Va... %. In bezug 
auf die z-Achse, so erhalten wir endgültig: 

BE dk;=M z de. 

Die Summe der elementaren Arbeiten der an einem rotierenden starren Körper an- 
greifenden Kräfte ist also gleich dem Hauptmoment dieser Kräfte in bezug auf die 
Drehachse, multipliziert mit dem Zuwachs des Drehwinkels. | 

Es versteht sich, daß es, wenn man dieses Resultat hat, leicht ist, die Summe der 
Arbeiten der an einem rotierenden Körper angreifenden Kräfte bei der Endverrückung 
dieses Körpers zu errechnen. 

Wir nehmen an, daß sich der Drehwinkel @ bei der Rotation des Körpers von 
dem. Wert 9, bis zum Wert @, verändert. Dann wird die Summe der Arbeiten der 
gegebenen Kräfte bei der entsprechenden Verrückung des Körpers 


2 
N R;=/M,dp 


sein. Pi 


Wenn am rotierenden Körper ein Kräftepaar in der Ebene angreift, die senkrecht 
zur Drehachse ist, dann ist die elementare Arbeit dieses Paares gleich Md 9, wobei 
M das Moment des Paares ist; die Endarbeit des Paares wird durch das Integral 


P2 
[Mio 
ausgedrückt. “ 
3. Der allgemeine Fall der Bewegung eines starren Körpers. Wir stellen uns nun vor, 
daß die Kräfte %,, %,. . . , %, an einem starren Körper angreifen, der sich beliebig 


im Raume bewegt, und bilden die Summe der elementaren Arbeiten dieser Kräfte: 
DdR, = PAPER + Yıdy; + Z; d2;), 


wobei X,, Y,; und Z, die Komponenten der Kraft %, auf den Achsen x, y, z und d«,, 
dy;, de; die Zunahmen der Koordinaten &;, y;, 2; des Angriffspunktes dieser Kraft 
bei einer elementaren Verrückung des Körpers sind (Abb. 126). 


14* 
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Aus der Kinematik ist bekannt, daß die allgemeinste Bewegung eines starren 
Körpers in eine zusammen mit einem beliebigen Punkt des Körpers fortschreitende 
Bewegung und in die Rotation um diesen Punkt zerlegt werden kann. Wir wählen 
einen beliebigen Punkt A des Körpers und legen durch diesen Punkt die Achsen 
&,n, &, die parallel zu &, y, 2 sind und sich zusammen mit dem Punkte A fort- 
schreitend bewegen. Bezeichnen wir die Koordinaten des Punktes A in bezug auf 
die Achsen x, y, 2 mit %), Yo, 2, und die Koordinaten des Angriffspunktes der Kraft %; 
in bezug auf die Achsen &,n, & mit &, 7, &, 
so gilt 

y=r,+6i, Y=-Y%WtmM: 
=, +Ü- 

Hieraus folgt, dab, 

diyg=dn,+dä;, dy=dy,+dni, 
ieh dz=d2,+di 

Die Zunahmen dax,, dy,und de, entsprechen 

Abb. 126 der fortschreitenden Verrückung des Körpers 

T zusammen mit dem Punkte A, die Zunahmen 

d&;, dn; und d£, aber entsprechen der Rotation des Körpers um den Punkt A. Setzen 


wir die soeben eingetragenen Größen d«,, dy; und de, in den Ausdruck I dk, ein, so 
erhalten wir 


YaR= Yi{X;(de, +ds)+ Yıldy, +dn)+Z(dz, +d%)) 
DdaR= (X;da,+Yidy +2,d:2,) + (Kids + Yıdy +2;dd;). 


Diese Gleichung zeigt, daß die Summe der elementaren Arbeiten der an einem 
starren Körper angreifenden Kräfte in zwei Teile zerlegt werden kann, die der fort- 
schreitenden Verrückung des Körpers zusammen mit einem beliebigen seiner Punkte 
und der Rotation des Körpers um diesen Punkt entsprechen. Wenn wir im Auge 
behalten, daß die Rotation des Körpers um den Punkt A im gegebenen Augenblick 
als Rotation um irgendeine momentane Achse Q, die durch diesen Punkt hindurch- 
geht, angesehen werden kann, und wenn wir uns an die unter den Punkten 1 und 2 
gewonnenen Resultate erinnern, finden wir 


>’ dR;=Fds,cos(%,ds,)+ Moda, 


wobei {% der Hauptvektor der gegebenen Kräfte, M , deren Hauptmoment in bezug 
auf die momentane Achse Q, ds, die elementare Verrückung des Punktes A und d« 
der elementare Winkel der Drehung um die momentane Achse Q ist. 


Dieses Resultat gestattet die Folgerung, daß man bei der Berechnung der Arbeiten 
der an einem starren Körper angreifenden Kräfte die Kräfte nach den Regeln der 
Statik addieren kann, wenn man sie auf den an einem beliebigen Punkt des Körpers 
angreifenden Hauptvektor und auf das Hauptmoment zurückführt. Der Haupt- 
vektor führt die Arbeit bei der Verrückung seines Angriffspunktes aus; das Kräfte- 
paar aber, das dem Hauptmoment entspricht, arbeitet bei der drehenden Verrückung 
des Körpers. 


oder 
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S 77. Das Pendelschlagwerk 


Wir wollen nun die Gesetzmäßigkeiten der kinetischen Energie anwenden. 


Zur Prüfung der Stoffe auf Kerbzähigkeit wird (außer Fallwerken anderer Systeme) 
das Pendelschlagwerk von CHarpy verwendet. Ein wesentlicher Bestandteil dieses 
Apparates besteht in einem massiven Pendel, das mit einem Stahlmesser m versehen 
ist und um die feste Achse O rotiert (Abb. 127). Der Versuch wird folgendermaßen 
ausgeführt. Man hebt das Pendel, indem man es vor 
der Gleichgewichtslage um einen gewissen Winkel « 
ablenkt und setzt den zu prüfenden Versuchskörpern 
so ein, daß das Messer m ihn beim Durchgang des 
Pendels durch die senkrechte Lage berührt. Darauf 
läßt man das Pendel fallen. Im Fallen bekommt das 
Pendel eine bestimmte Winkelgeschwindigkeit. Beim 
Durchgang durch die vertikale Lage zerbricht das 
Messer m den Versuchskörper n, wobei das Pendel 
einen Teil seiner Winkelgeschwindigkeit einbüßt. Da- 
nach setzt das Pendel seine Bewegung fort, bis es bei 
einem gewissen Abweichungswinkel $ von der Ver- 
tikalen seine Bewegungsrichtung umkehrt. Wenn man 
den Winkel« kennt und durch Beobachtung den Win- 
kel $# bestimmt hat, kann man die Arbeit ermitteln, 
die für die Zerstörung des gegebenen Versuchskörpers 
verwendet wurde. 


Wir wollen die Gesetzmäßigkeiten der kinetischen Abb. 127 

Energie auf der soeben beschriebenen Bewegung des 

Pendels anwenden. In der Anfangslage des Pendels ist seine Winkelgeschwindigkeit 
gleich Null; in der Endstellung (wenn das Pendel von der Vertikalen um den 
Winkel 8 abgelenkt ist), ist seine Winkelgeschwindigkeit ebenfalls gleich Null. Folg- 
lich ist die kinetische Energie des Pendels in seiner Anfangs- und Endstellung gleich 
Null. Nach den Gesetzmäßigkeiten der kinetischen Energie folgt, daß die Summe der 
Arbeiten der vorgegebenen, am Pendel angreifenden Kräfte für den betrachteten 
Zeitraum auch gleich Null sein muß. Als vorgegebene Kräfte erscheinen das Gewicht ® 
des Pendels, das in seinem Schwerpunkt © angreift, und der Widerstand des Ver- 
suchskörpers, der auf das Pendel während der Zerstörung des Versuchskörpers wirkt. 
Die Arbeit der Schwerkraft ist gleich PH, wobei FH die vertikale Verrückung des 
Schwerpunktes C ist; der Widerstand des Versuchskörpers aber führt die negative 
Arbeit — R aus, wobei A die gesuchte Arbeit ist, die zum Bruch des Versuchskörpers 
verwendet wurde. 


Also erhalten wir: 
PH-R=V0 oder R=PH. 
Wir bezeichnen CO mit «a; in diesem Falle gilt: 


; 


H=a(cos ß — cos«). 
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Folglich erhalten wir endgültig: 
R= Pa(cos ß — cos«). 


Wir wollen noch die Winkelgeschwindigkeit berechnen, die das Pendel im Augen- 
blick der Berührung mit dem Versuchskörper besitzt. 


Wir betrachten wieder die kinetische Energie des Pendels, und zwar vom Anfangs- 
augenblick der Bewegung an bis zum Augenblick des Zusammenstoßes mit dem Ver- 
suchskörper. Die kinetische Energie des Pendels ist im Anfangsaugenblick gleich 


. Be | u 
Null; am Ende des betrachteten Zeitraumes ist sie gleich a w2, wobei J das Träg- 


heitsmoment des Pendels in bezug auf die Drehachse O und o die gesuchte Größe der 
Winkelgeschwindigkeit des Pendels im Augenblick des Zusammenstoßes mit dem 
Versuchskörper ist. Als wirkende Kraft erscheint jetzt die Schwerkraft ®; ihre 
Arbeit ist gleich Ph, wobei h die vertikale Verrückung des Schwerpunktes C ist. Wir 
erhalten 


E Jo®= Ph. 
5 ) 
Es ist aber h =a (1 — cos). Folglich gilt 


1 
ale Pa(l —cosa)=2Pasin®“ — 


2° 
— 
o=2 y — sin 5 
folgt. - 


Wenn man J = Mr? = — r7 setzt, wobei r, der Trägheitsradius des Pendels in 


woraus 


bezug auf die Drehachse O ist, ergibt sich: 


$ 78. Die Bewegung eines Radsatzes. Die rollende Reibung 


Wir stellen uns einen Radsatz auf einem horizontalen Gleis vor. An der Achse des 
Radsatzes greift die der Größe nach konstante horizontale Kraft % an (Abb. 128). 
Wir nehmen an, daß sich der Radsatz im Anfangsaugenblick in Ruhe befand. Wir 
wollen ermitteln, welche Geschwindigkeit das Radzentrum erhält, wenn es die 
Strecke s durchläuft. 

Wir werden voraussetzen, daß unter der Wirkung der Kraft 5 der Radsatz auf den 
Schienen ohne zu gleiten rollt. Im folgenden (im $ 100) werden wir sehen, daß ein 
Gleiten der Räder auf den Schienen unvermeidlich ist, wenn die Größe der Kraft % 
einen gewissen Grenzwert übersteigt. Wir werden daher voraussetzen, daß die Größe 
der Kraft % kleiner als dieser Grenzwert ist. 
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Wir wollen die kinetische Energie bei der betrachteten Verrückung des Radsatzes. 
ermitteln, bei der das Radzentrum die Strecke s durchläuft. In der Anfangsstellung 
(sie ist in Abb. 128 durch eine dünne Linie gekennzeichnet) ist die kinetische Energie 
des Satzes gleich Null. In der Endstellung hat der Schwerpunkt C des Radsatzes 
die Geschwindigkeit v (das ist die gesuchte Geschwindigkeit) und die Winkel- 
geschwindigkeit »; die kinetische Energie des Radsatzes ist gleich 


1 1 1 2 
— Mv Bor ; Mb -+r7@), 


wobei M die Masse des Satzes, J und r, das Trägheitsmoment und der Trägheits- 
radius des Satzes in bezug auf seine Achsen sind. 

Vorgegebene Kräfte sind die Kraft % und das Gewicht ® des Satzes. Zu den vor- 
gegebenen Kräften muß auch die Reibungs- 
kraft T zwischen dem Radsatz und den 
Schienen gezählt werden, die ein Gleiten 
der Räder auf den Schienen verhindert. Die 
Arbeit der Kraft % ist gleich F's; die Arbeit 
der Schwerkraft ist gleich Null; die Arbeit 
der Reibungskraft T ist ebenfalls gleich | 
Null, da der Berührungspunkt des Rades Abb. 128 
mit der Schiene, in dem die Kraft T an- 
greift, das momentane Geschwindigkeitszentrum in der Bewegung des Rades ist. 

Somit haben wir nach den Gesetzmäßigkeiten der kinetischen Energie 


NER, 
2 (v Hr) = SS. 


Wir wollen nun erwähnen, daß die Geschwindigkeit vo des Radzentrums die Dreh- 
geschwindigkeit um das momentane Geschwindigkeitszentrum ist, d.h. um den Be- 
rührungspunkt mit der Schiene. Folglich gilt, wenn wir den Radius mit a bezeichnen: 

® 


v=aw ode w=—., 
a 


Wenn wir diesen Ausdruck für » in die Gleichung einsetzen, erhalten wir: 
1 r7 
— M\1+-—)®=Fs, 

ö 2 a? 
woraus 


/ 2Es 2. gs 
u Ver u re 
\/ u E. " e(1 = 2. 
folgt. | = * 


Wir wollen bemerken, daß man für einen Radsatz r7 = 0,55 a? setzen kann; in 
diesem Fall beträgt die kinetische Energie der rotierenden Bewegung des Radsatzes 
0,55 der kinetischen Energie seiner fortschreitenden Bewegung zusammen mit dem 
Schwerpunkt. 
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Aus der soeben dargelegten Untersuchung könnte man die Schlußfolgerung ziehen, 
daß die kleinste Kraft % genügt, um einem Radsatz, der sich ursprünglich in Ruhe 
befand, eine Bewegung mitzuteilen. Natürlich wird eine solche Schlußfolgerung von 
der Beobachtung nicht bestätigt. Der Grund dieses Fehlschlusses besteht darin, daß 
in der dargelegten Theorie ein Faktor außer-acht gelassen ist, und zwar die ‚rollende 
Reibung“, die auf das auf der Schiene rollende Rad wirkt. 


Wenn ein Körper auf der Oberfläche eines anderen rollt, dann stellt sich die rollende 
Reibung in Form irgendeines Kräftepaares dar, das der Drehung des rollenden Kör- 
pers entgegenwirkt. Wir bezeichnen das Moment dieses Paares mit m und die normale 
Reaktion, die an dem rollenden Körper in seinem Berührungspunkt mit dem Körper, 
‚auf dessen Oberfläche er rollt, angreift, mit WR. Führen wir die Bezeichnungen 


ein, so ist 


Die Größe k heißt Koeffizient der rollenden Reibung (bisweilen nennt man diese 
Größe auch den Koeffizienten der Wälzreibung). Es muß erwähnt werden, daß der 
Koeffizient k eine bestimmte Länge ist (k ist der Arm, den das Kräftepaar der rollen- 
den Reibung hat, wenn die Kräfte dieses Paares gleich N sind). Wie Prüfungs- 
forschungen zeigen, hängt der Koeffizient k nicht von der Größe der Reaktion N ab; 
er hat verschiedene Werte für verschiedene Stoffe. Für Stahlräder auf Stahlschie- 
nen kann man k = 0,05 em annehmen. 

Wir wollen aufs neue die Gleichung aufstellen, welche die Gessiemaßiskeiken der 
kinetischen Energie bei der betrachteten Bewegung eines Radsatzes ausdrückt, wenn 
wir die rollende Reibung beachten. Da im gegebenen Falle N=P ist, so ist das 
Moment dieses Kräftepaares gleich 


m=kP. 


Dieses Moment führt eine negative Arbeit aus, die gleich — my ist, wobei @ der 
Winkel ist, um den sich das Rad in der Zeit dreht, während sein Zentrum die Strecke s 


durchläuft. Da @ = ist, erhalten wir für die Arbeit unseres Kräftepaares den Aus- 
druck 2 | 


s kP 
— a @& 
Es gilt: 
1 . kp 
zul + 2er Le 
2 0° 7 


Hieraus ist zu ersehen, daß der Radsatz sich nur in dem Falle zu bewegen beginnt 
wenn 
kP 
F> — 
a 
1st. 
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S 79. Kräfte, die ein Potential besitzen. Die potentielle Energie eines 
Systems 


‘Wir wollen uns ein materielles System M,, M,,... , M„ vorstellen (Abb. 129) und 
die an den Punkten dieses Systems angreifenden vorgegebenen Kräfte %ı, I». - ; 
%,„ nennen. In Gedanken vernachlässigen wir alle im gegebenen System vorhandenen 
Zwangsbedingungen (natürlich wird sich eine solche Vernachlässigung der Zwangs- 
bedingungen in keiner Weise auf die Kräfte 


Tn In: , %, auswirken). Die Kräfte %,, 4 

V2:---%n heißen dann Kräfte, die ein Po- 2 M ' 

tential (und zwar ein eindeutiges) besitzen, 2 

wenn sie folgende zwei Eigenschaften er- | B 

füllen: A 2 An 


1. Die Größe und Richtung jeder dieser 
Kräfte hängt nur von der Lage der Punkte 
des Systems ab. Dabei können die Größe 
und die Richtung irgendeiner Kraft %, nicht On 
nur von der Lage ihrer Angriffspunkte M, Abb. 129 
abhängen, sondern auch von der Lage aller 
übrigen Punkte des Systems. 

2. Die Summe der Arbeiten der Kräfte Y,,% 2; - - - » 5 bei irgendeiner Verrückung 
des Systems aus der Lage A,, Ay, .-., A, in die Lage B,, B,,..., B, hängt nicht 
von den Kurven ab, auf denen die Verrückung der einzelnen Systempunkte erfolgt. 


Als Beispiel der Kräfte, die ein Potential besitzen, können die Schwerkräfte dienen, 
die auf die Punkte eines Systems einwirken. Ein anderes Beispiel für die ein Potential 
besitzenden Kräfte bilden die elastischen Kräfte, die auf die Punkte eines elastisch 
deformierten Körpers einwirken. Eine der 
Grundvoraussetzungen der Elastizitätstheorie 
besteht darin, daß (in den Elastizitätsgrenzen) 
diese Kräfte die zwei oben erwähnten Eigen- 
schaften besitzen. 


Wenn sich ein System unter der Einwirkung 
von Kräften befindet, die ein Potential be- 
sitzen, kann man von der potentiellen Energie 
des Systems sprechen. Dieser Begriff wird 
folgendermaßen bestimmt: 


Wir wollen uns ein materielles System M,, 
M,;,,...,M, vorstellen (Abb. 130), das sich Abb. 150 
unter der Einwirkung der (ein Potential be- 
sitzenden) Kräfte %,, I, - - - » 3 befindet. Wir wählen irgendeine willkürliche Lage 
des Systems, die wir mit M}, M?,..., M7 bezeichnen und die Null-Lage des Systems 
nennen. Die potentielle Energie des Systems ist in jeder gegebenen Lage gleich der 
Summe der Arbeiten, die durch die Kräfte %,, %....,%„ bei der Verrückung des 
Systems aus der gegebenen Lage in die Null-Lage geleistet wird. 
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Wenn wir von einer bestimmten Wahl der Null-Lage ausgehen, wird die potentielle 
Energie des Systems (wir bezeichnen sie mit V) nur von der Lage des Systems ab- 
hängen; in jeder Lage des Systems wird die potentielle Energie V einen ganz. bestimm- 
ten Wert haben. bs bestimmen die Lage der Systempunkte durch ihre Koordinaten 
% Yo, 21, % » . - ‚2, in bezug auf irgendwelche rechtwinkligen Koordinatenachsen z, 
Y, 2. In diesem Falle ist die potentielle Energie v 
eine Funktion, und zwar eine eindeutige dieser 
Koordinaten: 


V= V(a,, Veh 2,)- 


Natürlich ist die potentielle Energie V in der 

Null-Lage gleich Null. 
Wir haben,gesehen, daß die Summe der Arbeiten 
der (ein Potential besitzenden) Kräfte nicht von 
den Kurven abhängt, längs denen die Verrückung 
der Systempunkte vor sich geht. Diese Summe der 
Arbeiten kann leicht durch die Werte der poten- 
tiellen Energie ausgedrückt werden, die den Lagen 
Abb. 131 entsprechen, zwischen denen die Verrückung des 

Systems vor sich geht. 
Wir nehmen an, daß das System M,, M,,..., M,„, an dem die: Potentialkräfte 
1%. .- , % angreifen, sich aus der Lage A,, A, ..., A„in die Lage B,, B,,..., 
B „verschiebt (Abb. 131). Der Kürze halber werden wir diese Lagen des Systems die 


Bo I und die Lage II nennen; wir wollen auch die Null-Lage M}, M),..., M% 
benennen. Wir ermitteln die Summe der Arbeiten der Kräfte %,, K,. er ‚Sr bei der 
Verrückung des Systems aus der Lage I in die Lage II (wir bezeichnen diese Summe 
der Arbeiten mit I R,), indem wir die Summe der Arbeiten unserer Kräfte bei der 
Verrückung des Systems aus der Lage I in die 
Null-Lage und die Summe der Arbeiten der- 
selben Kräfte bei der Verrückung des Systems 
aus der Lage II in die Null-Lage bestimmen. 
Die letzten zwei Summen der Arbeiten sind aber 
“entsprechend gleich den Werten der potentiellen 
Energie in den Lagen I und II. Folglich er- 
halten wir, wenn wir die Werte der potentiellen 
Energie in den Lagen I und II mit V,und V, 
Abb. 132 bezeichnen: | 
. YR=V-V,. (A) 


Wir wollen diese Beziehung bei der Berechnung der Komponenten der ein Potential 
besitzenden Kräfte auf den Koordinatenachsen anwenden. 

Wir bezeichnen die Koordinaten des Punktes M,; in bezug auf die Koordinaten-. 
achsen x, y, 2 mit &,, Y;,2; und die Komponenten der Kraft %; auf denselben Achsen 
mit X, Y,, 7; (Abb. 132). Wir geben nun dem Punkte M, die elementare Verrückung 
dx, parallel der x-Achse, indem wir die Lage der übrigen. Punkte des Systems unver- 
ändert lassen (wir erinnern daran, daß wir in Gedanken alle Zwangsbedingungen 


8 79. Kräfte, die ein Potential besitzen. Die potentielle Energie eines Systems 207 
zwischen den Systempunkten unberücksichtigt gelassen haben) und drücken die 
elementare Arbeit der Kraft %, bei der Verrückung dx, einerseits nach der Gleichung 

dR,= X,da, + Yıdy, +Zıda 


und andererseits nach der Gl. (1) aus. | 
Wenn wir beachten, daß im gegebenen Falle dy, = 0 und dz, = 0 ist, werden wir 
X,da,= V (a, Yn?n Io. 2) V(zı +d2, Yn 2 lg. +; 2) 
erhalten. 
Ferner gilt: 


Ve, Yı, 215 Lore.) > Va = dz,, Yı, ?1, Xp, 0; Zn 


e oV 
een [Ya T dt, Y1, 21; 2 az Vz Yı, 1 Lo, ng 2n)| a 0% da, 
1 
Folglich erhalten wir: an . 
X d %ı == d %ı s 
0% 
woraus sich Be 
Kr = 0 

Ox%ı 


ergibt. Ganz ebenso ergeben sich folgende Gleichungen: 


oV oV oV 
.eE— Y;=-—- ZI: == — 


rrT 9yi FE 


Also sind die Projektionen der ein Potential besitzenden Kräfte auf die Koordi- 
natenachsen gleich den negativen partiellen Ableitungen der potentiellen Energie 
nach den entsprechenden Koordinaten. 

Die Funktion V (&,, Yı, 21, %a5 - - - » 2,) heißt die Potentialfunktion oder das Potential. 

Die negative Potentialfunktion heißt die Kraftfunktion. Bezeichnen wir die Kraft- 
funktion mit U (x, Yu, 21, &as - - - »2,), so gilt 


U (x, Yı 21, Lo, eg 2,)= 2 V (a Yı» 21, do, Be 2n)- 


Wenn wir in die Gleichungen für die Projektionen X,, Y,, Z; anstatt der Poten- 
tial- die Kraftfunktion einführen, erhalten wir: 
U U U 
i = ——, Y; = j Z; = N) 
0% oyi 02; 
d. h., die Komponenten X,, Y;, Z; sind gleich den partiellen Ableitungen der Kraft- 
funktion nach den entsprechenden Koordinaten. 
Die Summe der elementaren Arbeiten der Kräfte %ı, I, - - . , 5, Kann in folgender 
Form dargestellt werden: 


DdaRk= (X; du + Yıdy +Z,dz) 
oU oU oU 
— >| <— de; + —dy; aa) av. 
ee ws dy, ir j 


L 
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Die Summe der elementaren Arbeiten der ein Potential besitzeenden Kräfte ist. also 
‚gleich dem totalen Differential der Kraftfunktion. Das ist ein analytisches Kennzeichen, 
das die ein Potential besitzenden Kräfte auszeichnet. 


In der dargelegten Theorie ist die Kraftfunktion U eine eindeutige Funktion. Es 
sind aber Fälle möglich, in denen die Summe der elementaren Arbeiten der Kräfte %,, 
Ya... , % ein totales Differential einer gewissen vieldeutigen Funktion ist. Dann 
sagt man, daß die gegebenen Kräfte ein vieldeutiges 
Potential besitzen. Mit solchen Fällen werden wir 
uns nicht befassen. 


Zum Schluß wollen wir uns noch mit der Berech- - 
nung der potentiellen Energie eines Systems beschäfti- 
gen, das sich unter der Wirkung der Schwerkräfte 
befindet. | 


Wir nehmen an, daß auf das System M,, M;, 

Abb. 133 ..., M, de Schwerkräfte p,, Ps, . . . , p, einwirken 

T " (Abb. 133) und wählen die Koordinatenachsen x, %, 2 

so, daß wir die Achsen x und y horizontal, die Achse 2 

dagegen vertikal nach oben richten. Als Null-Lage wählen wir eine solche Lage des 

Systems, bei der sich alle Punkte des Systems in der xy-Ebene befinden. In diesem 

Fall ist die Arbeit der Kraft p; bei der Verrückung des Punktes M, aus der gegebenen 

Lage in die Null-Lage gleich p;2,. Hieraus folgt, daß die potentielle Energie des 
Systems V in der gegebenen Lage gleich 


z V=Ppı?2ı + Pad + + PM 2 pie. 

Ist. 
Wir wissen aber, daß 

5 yaı=P2,. 


ist, wobei P das Gewicht des ganzen Systems und 2, die vertikale Koordinate seines 
Schwerpunktes C ist. Folglich ist | 
V=P 


Also ıst die potentielle Energie eines unter der Einwirkung der Schwerkräfte befind- 
lichen Systems gleich dem Produkt aus dem Gewicht des Systems und der Höhe seines 
Schwerpunktes über dem Niveau der Null-Ebene. 


S 60. Der Energieerhaltungssatz 


Wir wollen uns der Betrachtung einer Bewegung zuwenden, die ein materielles 
System unter der Einwirkung von Kräften, die ein (eindeutiges) Potential besitzen, 
ausführt. 


Wir setzen voraus, daß alle vorgegebenen am System angreifenden Kräfte ein 
(eindeutiges) Potential besitzen; die potentielle Energie des Systems bezeichnen wir 
mit V. Alle Bindungen des Systems setzen wir als zweiseitig und ideell (und nicht 
von der Zeit abhängig) voraus. Wir nehmen an, daß das System im Laufe eines ge- 
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wissen Zeitraumes aus der einen Lage (wir nennen sie die Lage I) in die andere Lage 
(Lage II) übergeht. Bezeichnen wir die Werte der kinetischen Energie des Systems 
in den Lagen I und Il mit T, und T,,, die Summe der Arbeiten der vorgegebenen 
Kräfte bei der Verrückung des Systems aus der Lage Iin die Lage II aber mit I R,, 
so gilt nach den Gesetzmäßigkeiten der kinetischen Energie 


T,-Tı= 2 R:. 


Andererseits kann, da die vorgegebenen Kräfte ein Potential besitzen, die Summe 
ihrer Arbeiten in der Form 
> R=Vı-); 


dargestellt werden, wobei V, und V, die Werte der potentiellen Energie des Systems 
in den Lagen I und II sind. Folglich ist 


Te —z 7; = 2 = 2 . 
Hieraus folgt, dab 
T, + Vv, a en V, 


ist, d.h.,in den Lagen I und II hat die Summe der kinetischen und der potentiellen 
Energie des Systems ein und denselben Wert. 


Die Lagen I’und II waren aber von uns vollständig willkürlich gewählt worden. 
Folglich ist 
T+V= const. 


Diese Gleichung drückt das Gesetz der Energieerhaltung oder den Energieerhaltungs- 
satz aus, den wir folgendermaßen formulieren können: Bei der Bewegung eines Systems, 
das sich unter der Wirkung von Kräften befindet, die ein (eindeutiges) Potential be- 
sitzen, und das zweiseitigen und ideellen (nicht von der Zeit abhängigen) Bindungen 
unterworfen ist, ist die Summe seiner kinetischen und potentiellen Energie eine konstante 
Größe. 

Hieraus folgt, daß jede Vergrößerung der potentiellen Energie eines Systems von 
einer entsprechenden Verringerung seiner kinetischen Energie begleitet sein muß 
und umgekehrt. Wenn die Bewegung eines Systems eine solche ist, daß das System 
nach Ablauf eines gewissen Zeitraumes in seine Ausgangslage zurückkehrt, nachdem 
es einen gewissen Bewegungskreislauf ausgeführt hat, dann kehrt die potentielle 
Energie des Systems am Schluß dieses Kreislaufes gleichfalls zu ihrem ursprünglichen 
Werte zurück. Auf Grund des Gesetzes der Energieerhaltung müssen wir schließen, 
daß in einem solchen Falle auch die kinetische Energie, die das System besitzt, 
nachdem sie in ihre Ausgangslage zurückgekehrt ist, gleich jener kinetischen Energie 
ist, mit der das System aus dieser Lage herausgegangen war. Für die Zeit eines vollen 
Kreislaufes kann es weder einen Gewinn noch einen Verlust an kinetischer Energie 
. geben. 


Das Gesetz der Energieerhaltung ist hier in seiner Anwendung auf mechanische 
Erscheinungen dargestellt. Wir erwähnen, daß die Summe der kinetischen und 
potentiellen Energie eines Systems die volle mechanische Energie des Systems genannt 
wird. Die Ausdehnung des Gesetzes der Energieerhaltung auf beliebige physikalische 
Erscheinungen gehört nicht in den Rahmen dieses Lehrbuches. 


210 XIII. Die kinetische Energie 


8 81. Die kinetische Energie einer Maschine. Das reduzierte Trägheitsmöoment 
und die reduzierte Masse 


Zum Abschluß dieses Kapitels wollen wir uns mit der Anwendung der Gesetze der 
kinetischen Energie bei der Erforschung der Bewegung einer Maschine befassen. Wenn 
die Maschine ein System mit einem Freiheitsgrade darstellt (und das ist bei der 
Mehrzahl der vorhandenen Maschinen der Fall), dann genügt zur Bestimmung. der 
Bewegung der Maschine eine Gleichung; diese Gleichung erhält man aus den Gresetz- 
mäßigkeiten der kinetischen Energie. 


Abb. 134 


Wir wollen uns zuerst der Berechnung der kinetischen Energie einer Maschine zu- 
wenden. Die kinetische Energie einer Maschine setzt sich aus den kinetischen Energien 
ihrer einzelnen Teile zusammen. In der Mehrzahl der Fälle führen die einzelnen Teile 
oder Glieder einer Maschine Bewegungen von dreierlei Art aus; entweder sie bewegen 
sich fortschreitend, oder sie rotieren um eine feste Achse, oder sie führen eine eben- 
parallele Bewegung aus. Die kinetische Energie eines jeden Gliedes muß nach den 
im $ 75 aufgestellten Gleichungen errechnet werden. 


Wir untersuchen z. B. den Kurbelmechanismus einer Dampfmaschine (Abb. 134). 
Die kinetische Energie dieser Maschine setzt sich zusammen aus der kinetischen 
Energie 7, der Hauptwelle mit dem Schwungrad und der Kurbelwelle, der kine- 
tischen Energie 7’, des Kolbensystems, der Kolbenstange und des Kreuzkopfes und 
der kinetischen Energie 7', der Kurbelstange. Diese drei Glieder der Maschine führen 
eine rotierende bzw. fortschreitende und eben-parallele Bewegung aus. Wir wollen 
die Größen 7T,, T, und T, berechnen. 


Wir bezeichnen das Trägheitsmoment der Hauptwelle mit dem Schwungrade und 
der Kurbel (in bezug auf ihre Drehachse) mit J,, die Größe der Winkelgeschwindig- 
keit der Hauptwelle mit ». Dann ist 


1 2 
nee . 
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Ferner bezeichnen wir die Masse des Kolbens, der Kolbenstange und des Kreuz- 
kopfes mit M, und die Größe der Geschwindigkeit des Kolbens mit v,. Damit ergibt 
sich 

1 2 
T, — > M, %, . 


Schließlich bezeichnen wir die Masse der Kurbelstange mit M,, ihr Trägheits- 
moment in bezug auf die Achse, die durch ihren Schwerpunkt C hindurchgeht (und 
senkrecht auf der Abbildungsebene steht), mit J,, die Größe der Geschwindigkeit des 
Punktes C mit v,, die Größe der Winkelgeschwindigkeit der Kurbelstange mit o,. 
Wir erhalten dann 


1 
M;t, + >y J,o2. 


w| m 


T,— 
Wenn wir alles addieren, erhalten wir die kinetische Energie T der ganzen Maschine: 


he an Ds 
1m tg Met,tZ Mt, rm, 


Wir wollen diesen Ausdruck in folgender Form darstellen: 


1 2 2 [3 2 
2 N) 1) N) 


und die Bezeichnung 
2 2 (9) 3 
9=Jı +M, (®) +) ER (=) 
einführen. 


Dann gewinnen wir für die kinetische Energie der ganzen Maschine den einfachen 
Ausdruck | | | 


Hieraus ersieht man, daß die kinetische Energie einer ganzen Maschine stets in 
Form der kinetischen Energie irgendeiner fiktiven Masse dargestellt werden kann, 
die um die Hauptwelle rotiert, deren Trägheitsmoment gleich @ ist. Diese Größe 
heißt das reduzierte Trägheitsmoment der Maschine. 


Wir wollen erwähnen, daß die Verhältnisse ® und a die im Ausdruck © ent- 
163) 149) 143) 


halten sind, einen ganz bestimmten Wert in jeder gegebenen Stellung des Mechanis- 
mus haben; dabei ist der Wert dieser Größen verschieden in den verschiedenen Stel- 
lungen des Mechanismus. Mit anderen Worten, die erwähnten Verhältnisse werden 
als Funktionen des Drehwinkels & der Hauptwelle dargestellt. Hieraus. folgt, daß 
auch das reduzierte Trägheitsmoment © eine Funktion des Drehwinkels @ ist: 


9=6(P). 
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"Da nach einer vollen Umdrehung der Hauptwelle alle Teile des Mechanismus in 
ihre ursprüngliche Lage zurückkehren, nimmt auch das reduzierte Trägheitsmoment © 
seinen ursprünglichen Wert nach Ablauf einer vollen Umdrehung der Hauptwelle an, 
en | | 

9 +2m)=9(p). 


Das bedeutet, daß @ (@) eine periodische Funktion des Winkels @ mit der Periode 
2 n ist. 


Wir haben die kinetische Energie der ganzen Maschine in Form der kinetischen 
Energie einer fiktiven rotierenden Masse dargestellt. Man kann noch weiter gehen und 
die kinetische Energie der ganzen Maschine auf die kinetische Energie eines materiel- 
len Punktes zurückführen. 


Wir führen die Bezeichnungen 


ur 


y2 


ein, wobei r die Länge der Kurbel OA ist. Setzen wir © = ur?, so gilt: 


= EURE 
z 


Fe] 


Andererseits istr = v, wobei v die Geschwindigkeit des Punktes A ist. Folglich ist 


Hieraus folgt, daß die kinetische Energie der ganzen Maschine gleich der kinetischen 
Energie der im Kurbelzapfen A konzentrierten fiktiven Masse u ist. Diese fiktive 
Masse u heißt die reduzierte Masse der Maschine. Natürlich 
ist die reduzierte Masse keine konstante Größe. Ebenso wie 
c das reduzierte Trägheitsmoment ist die reduzierte Masse 

eine Funktion (und zwar eine periodische mit der Periode 
2 r) des Winkels o. | 


Ö 0 Zur Ermittlung des reduzierten Trägheitsmomentes @ 
Abb. 135 kann man mit Erfolg die Konstruktion eines Geschwindig- 
keitsplanes benutzen. 


da 


Wir wollen den Geschwindigkeitsplan für unseren Kurbelmechanismus konstruieren 
(Abb. 135). Wenn man diesen Geschwindigkeitsplan hat, ist es leicht, die Größen 


= 3 und =? zu ermitteln. Wir bezeichnen, wie oben, die Größe der Geschwindigkeit 
ao) 0 w i 

des Punktes’ A mit v und setzen OA =r, AB = |. Im Gesehwindigkeitsplan haben 
wir 


$ 81. Die kinetische Energie einer Maschine. Das reduzierte Trägheitsmoment 213 


Ferner sind die Abschnitte oa und ab im Geschwindigkeitsplan gleich den Größen 
der Geschwindigkeit v des Punktes A bzw. der Rotationsgeschwindigkeit v,, des 
Punktes B um den Punkt A; dav = rw und v,, = lo, ist, so ist 


oa ab 
W = ——, 0, = — 
. r I 
Hieraus folgern wir: 
RR. dg „uQe 2 Ta 
@ oa’ ” 00 ) I 0a 


Konstruieren wir den Geschwindigkeitsplan für verschiedene Stellungen des Mecha- 
nismus (d. h. für verschiedene Werte des Drehwinkels 9), so finden wir die Werte der 


9 


Verhältnisse >, ® und —° und folglich auch die Werte des reduzierten Trägheits- 
169) 103) 143) 


momentes © für verschiedene Werte von @. Danach können wir punktweise die Kurve 
ermitteln, welche die Abhängigkeit © von 9 


angibt. bo 6 A 
Da sich die reduzierte Masse u von dem C 
reduzierten Trägheitsmoment © nur durch [a 
einen konstanten Faktor unterscheidet, 0 
wird auf die angegebene Weise auch die Abb. 136 


reduzierte Masse der Maschine ermittelt. 

Durch dieses Verfahren kann das reduzierte Trägheitsmoment jeder Maschine 
ermittelt werden, deren einzelne Glieder eine eben-parallele Bewegung ausführen. 
Im speziellen Fall eines Kurbelmechanismus kann der Aufbau noch bedeutend ver- 
einfacht werden. 

Wir wollen den Maßstab des Geschwindigkeitsplanes so wählen, daß der Ab- 
schnitt oa in Abb. 135 gleich dem Abschnitt OA in Abb. 136 ist, und den Geschwindig- 
keitsplan in dieselbe Zeichnung eintragen, in der der Mechanismus selbst dargestellt 
ist. Wir legen den Abschnitt OA mit dem Abschnitt oa so übereinander, daß die 
Punkte o und a entsprechend mit den Punkten O und A zusammenfallen (Abb. 136); 
dann ist die Seite ob des Dreiecks oab senkrecht zu der Geraden OB; die Seite ab 
aber liegt auf einer Geraden mit dem Abschnitt AB. Hieraus folgt, daß es zum 
Aufbau eines Geschwindigkeitsplanes genügt, den Abschnitt AB bis zum Schnitt 
mit der Senkrechten zu verlängern, die im Punkte O zu der Geraden OB errichtet 
ist. Das Dreieck OAB ist dann der Geschwindigkeitsplan. Um den Punkt c zu erhalten, 
genügt es, von C aus eine Gerade zu ziehen, die parallel.der Geraden OB ist, bis zum 
Schnitt mit OA und von dem Schnittpunkt aus eine Gerade zu ziehen, die senkrecht 
zu OB ist, bis zum Schnitt mit der Geraden Ab. Der auf diese Art gefundene Punkt 
ist der Punkt c. 

Wenn wir die in Abb. 136 angegebene Konstruktion ausgeführt haben, erhalten wir 

A, A az 
w 0) 0) I 

Die Längen Ob, Oc und Ab müssen im gleichen Maßstab gemessen werden, in dem 

die Zeichnung des Mechanismus konstruiert ist. 


15 Nikolai II 


214 XIII. Die kinetische Energie 


$ 82. Die Arbeit der Kräfte in Maschinen. Das Drehmoment und das 
Reibungsmoment 


Die in Maschinen wirkenden vorgegebenen Kräfte kann man in folgende drei 
Gruppen einteilen: 

1. Kräfte, die eine positive Arbeit ausführen (z. B. der Dampfdruck auf einen 
Kolben im Zylinder einer Dampfmaschine); diese Kräfte heißen Treibkräfte. 

2. Kräfte, die eine negative Arbeit ausführen und Widerstände genannt werden. 
Die Widerstände werden ihrerseits in Nutzwiderstände, zu deren Überwindung die 
Maschine bestimmt ist (z.B. der Widerstand einer durch die Maschine zu hebenden 
Last, der Widerstand einer durch die Maschine in Bewegung gesetzten Werkbank), 
und Nebenwiderstände, die schädliche Widerstände genannt werden (Reibungskräfte, 
Luftwiderstand), eingeteilt. 

3. Schwerkräfte der einzelnen Maschinenteile, die abwechselnd bald eine positive, 
bald eine negative Arbeit ausführen. 

Wir wollen uns mit der Berechnung der Arbeit der Treibkräfte beschäftigen. Wir 
stellen die Summe der elementaren Arbeiten .der Treibkräfte während des unend- 
lich kleinen Zeitraumes di auf. Bezeichnen wir die Treibkräfte mit %,, I» - - - » Un 
die Geschwindigkeiten ihrer Angrifispunkte mit v,,v;,...,v, und die Verrückungen 
dieser Punkte während der Zeit dt mit ds,, ds,,..., ds, so ergibt sich für die Arbeit 
der Ausdruck: | 

D’F;ds; cos (&;D;). 


Da ds, = v,dt ist, kann diese Arbeit in der Form 


> F,; vV; 6058 (8: v;) di 
dargestellt werden. 

Wir vertauschen diese Summe der Arbeiten der Treibkräfte mit der Arbeit eines 
fiktiven Kräftepaares, das an der Hauptwelle der Maschine angreift. Es ist leicht, 
das Moment dieses Paares zu berechnen. Bezeichnen wir dieses Moment mit M (und 
setzen voraus, daß das Paar in der zu der Achse der Hauptwelle senkrechten Ebene 
liegt), so erhalten wir für die elementare Arbeit des Paares den Ausdruck 


Mdyo= Modi, 


wobei da der Zuwachs des Drehwinkels der Hauptwelle während der:Zeit d$ und » 
die Größe der Winkelgeschwindigkeit der Hauptwelle ist. Setzen wir die Arbeit des 
Paares gleich der Summe der Arbeiten der Treibkräfte, so erhalten wir: 


Modi= 3 Fueos(B,r;)dt; 
woraus 
M=)\F; 008 (Bi, ti) 
folgt. 
Diese Größe M heißt das Drehmoment. Also ist die Summe der Arbeiten der Treib- 
kräfte gleich der Arbeit des Drehmoments. In den meisten Fällen haben die Größen 
F, cos (%;, v;) in jeder gegebenen Stellung der Maschine vollständig bestimmte Werte, 
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d. h., sie sind Funktionen des Drehwinkels & der Hauptwelle (wir erinnern uns an 
das Indikator-Diagramm, das die Abhängigkeit des Dampfdruckes im Zylinder einer 
Dampfmaschine von der Lage des Kolbens oder, was dasselbe ist, vom Drehwinkel 
der Hauptwelle liefert). Im vorhergehenden Paragraphen haben wir gesehen, daß die 


Verhältnisse — gleichfalls Funktionen des Drehwinkels @ sind. Hieraus folgt, daß 
143) 
auch das Drehmoment M als Funktion des Winkels @ dargestellt werden kann: 
M=M(p). 


Die Summe der Arbeiten der Treibkräfte bei der Endbewegung der Maschine, 
bei welcher der Winkel sich in den Grenzen von 9 = go, bis = 9, verändert, 
wird durch das Integral 


P2 D A 
[map 
ausgedrückt. a 0 2 


”i können mit Abb. 137 

143) 

Hilfe eines Geschwindigkeitsplanes gewonnen 

werden, wie das im vorhergehenden Paragraphen gezeigt worden ist. In der Abb. 137 
ist die Ermittlung des Drehmomentes gezeigt, das durch den Dampfdruck F auf den 
Kolben im Zylinder der Dampfmaschine hervorgerufen ist. Bezeichnen wir die Größe 
der Geschwindigkeit des Kolbens (wie im vorhergehenden Paragraphen) mit v,, 
so gilt - 


Die Größen der Verhältnisse 


M=-F. 
163) 
Andererseits haben wir gesehen, daß 


IB 2a 
@ 


ist, wobei die Länge Ob in gleichem Maßstabe gemessen werden muß, in dem die 
Zeichnung der Maschine konstruiert ist. Folglich ist 


M=F-.Ob. 


Alle dargelegten Erwägungen können auch zur Berechnung der Arbeit der Wider- 
stände verwendet werden. Die Summe der Arbeiten der Widerstände kann auch 
durch die Arbeit irgendeines fiktiven Kräftepaares (mit negativem Moment), das an 
der Hauptwelle der Maschine angreift, ersetzt werden. Das Moment dieses Paares 
bezeichnen wir mit W und nennen es das Reibungsmoment. Die Summe der Arbeiten 
der Widerstände bei der Bewegung der Maschine, die der Veränderung des Dreh- 
winkels @ der Hauptwelle von 9, bis @, entspricht, wird durch das Integral 


P2 
. - [Wäp 
ausgedrückt. ü 
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Was die Schwerkräfte anbetrifft, so ist, wenn wir die ihnen entsprechende poten- 
tielle Energie mit V bezeichnen: 
V=Pa, 


wobei P das Gewicht der ganzen Maschine und 2 die vertikale Koordinate ihres Schwer- 
punktes ist (die z-Achse rechnen wir als vertikal nach oben gerichtet). Wenn bei der 
Bewegung der Maschine die Koordinate z sich in den Grenzen von 2, bis 2, ver- 
ändert, ist die Summe der Arbeiten gleich 


P(21—2,). 


8 83. Die Bewegungsgleichung einer Maschine. Die stationäre Bewegung 
“ einer Maschine. Die Unmöglichkeit eines perpetuum mobile 


Wir wollen nun das Gesetz der kinetischen Energie auf die Bewegung einer Maschine 
anwenden. | 

Wir wählen zwei Stellungen der sich bewegenden Maschine: Die diesen Stellungen 
entsprechenden Werte des Drehwinkels & der Hauptwelle werden wir 9, und & 
nennen, die Winkelgeschwindigkeiten der Hauptwelle in diesen Stellungen bezeichnen 
wir mit o, und und die Werte der vertikalen Koordinate 2 des Schwerpunktes der 
Maschine mit 2, und 2. Wenn wir die Gesetzmäßigkeiten der kinetischen Energie bei 
der Bewegung des Systems aus der ersten Stellung in die zweite anwenden, erhalten 
wir: = 

zen — u (9) @, - [a - Mdp+P&— 2). 
% 

Durch diese Gleichung wird die Winkelgeschwindigkeit der Hauptwelle für einen 
beliebigen Wert des Winkels @ bestimmt, d.h. für eine beliebige Stellung der Ma- 
schine. Diese Gleichung heißt die Bewegungsgleichung der Maschine. 

Wir wenden die gewonnene Gleichung .auf eine volle Umdrehung der Haupt- 
welle an, d.h., wir setzen = @,+2nr. Wir sehen, daß der Schwerpunkt der 
Maschine nach einer vollen Umdrehung der Hauptwelle in seine ursprüngliche Lage 
zurückkehrt; es ist dann z = z,, und folglich ist die Arbeit der Schwerkräfte während 
einer vollen Umdrehung der Hauptwelle gleich Null. Behalten wir im Auge, daß 
9 (2 +27) = © (9,) ist, so erhalten wir: 


9 + 2 


Po 
Eine solche Bewegung der Maschine, bei der die Winkelgeschwindigkeit nach einer 
vollen Umdrehung der Hauptwelle zu ihrem ursprünglichen Wert zurückkehrt, heißt 
stationäre Bewegung einer Maschine!. Wenn wir in der vorhergehenden Gleichung 
ı Wir meinen hier Maschinen, in welchen das Drehmoment eine periodische Funktion des Winkels @ mit 
der Periode 2 r ist (eine Dampfmaschine u. a.). Die stationäre Bewegung eines Viertakt-Gasmotors (bei dem 


das Drehmoment die Periode4 hat) wird dadurch charakterisiert, daß die Winkelgeschwindigkeit der Haupt- 
welle nach je zwei Umdrehungen der Welle zu ihrem ursprünglichen Werte zurückkehrt. 
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© = w, annehmen, erhalten wir die Bedingung für die stationäre Bewegung der 
Maschine: 3a 
fm -w)äe=0. 
P 

Also ist esnotwendig, damit die Bewegung einer r Maschinestationärist, daß die Summe 
der Arbeiten der Treibkräfte und der Widerstände während einer vollen Umdrehung 
der Hauptwelle gleich Null ist. Wenn diese Summe der Arbeiten größer als Null ist, 
d. h., wenn die Arbeit der Treibkräfte während einer Umdrehung der Hauptwelle 
größer als die Arbeit der Widerstände ist, dann wächst mit jeder Umdrehung der 
Hauptwelle ihre Winkelgeschwindigkeit; im entgegengesetzten Falle nimmt sie ab. 

In der von uns gewonnenen Bedingung der stationären Bewegung einer Maschine 
zeigt sich die Unmöglichkeit der Lösung der berühmten Aufgabe vom perpetuum 
mobile, die im Laufe mehrerer Jahrhunderte viele Erfinder beschäftigt hat. Unter der 
Bezeichnung perpetuum mobile (d.h. eine sich ewig bewegende Maschine) verstand 
man eine Maschine, die imstande war, sich auf stationäre Art zu bewegen, ohne daß 
zum Antrieb irgendwelche Treibkräfte erforderlich wären, und die gleichzeitig die 
Nutzwiderstände überwinden, d.h. eine nützliche Arbeit vollbringen würde. Sehr 
zahlreich waren die Versuche, eine solche Maschine zu bauen; die meiste Aufmerksam- 
keit zog seinerzeit das Rad von ORPHIREUS auf sich, das von diesem Erfinder im ersten 
Viertel des 18. Jahrhunderts gebaut und später von ihm vernichtet wurde. Alle Ver- 
suche blieben erfolglos. Aus der Bedingung der stationären Bewegung einer Maschine 
wird die Unmöglichkeit eines perpetuum mobile klar. Damit sich eine Maschine auf 
stationäre Art bewegt, ist das Vorhandensein von Treibkräften erforderlich, die eine 
positive Arbeit ausführen, die der negativen Arbeit der nützlichen und schädlichen 
Widerstände gleich ist. Selbst wenn die Maschine gar keine Nutzwiderstände über- 
windet, sind Treibkräfte zur Erhaltung der stationären Bewegung notwendig, da die 
schädlichen Widerstände nicht zu beseitigen sind. Beim Fehlen von Treibkräften muß 
eine Maschine, die in Bewegung gesetzt ist, unter der Wirkung schädlicher Wider- 
stände unausbleiblich stehenbleiben. 


KAPITEL XIV 


DER SCHWERPUNKTSATZ 
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Im $74 haben wir mit Trägheitszentrum des materiellen Systems M,, Ms,...,M s 
den Punkt © bezeichnet, dessen Koordinaten &,, %., 2., bezogen auf die Koordinaten- 
achsen x, y, z, durch die Gleichungen 


Im 3; mi yi Zm® 

M I M er M (1) 
bestimmt werden, wobei m; die Masse des Punktes M, und y,;, &;, 2; die Koordinaten 
desselben Punktes sowie M = 3m, die Masse des ganzen Systems sind, 


Lt. = 
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Im 871 wurde bereits erwähnt, daß wir, wenn wir Zähler und Nenner in den Gln. (1) 
mit g multiplizieren, diese Gleichungen in der Form 


pi ® 2 piyi Ip: 
eg re | 2.7 
P P P 


en 


darstellen können, wobei p; das Gewicht des Punktes M, und P das Gewicht des 
‚ganzen Systems ist. Hieraus folgt, daß das Trägheitszentrum des Systems mit seinem 
Schwerpunkt zusammenfällt. 
An der gleichen Stelle wurde erwähnt, daß die Gln. (1) gleichwertig der Vektor- 
Gleichung 

> Mit; 

= 2 

„= & 


sind, wobei r, und r, die Radius-Vektoren sind, die von dem Koordinatenursprung 
aus nach dem Punkt M, bzw. nach dem Trägheitszentrum des Systems C gezogen sind. 


Wenn das System in Bewegung ist, verschiebt sich im allgemeinen sein Träg- 
heitszentrum im Raum. Die Bewegung des Trägheitszentrums des Systems ist einem 
einfachen Gesetz unterworfen. Wir wollen jetzt dieses Gesetz ermitteln. 


Wir stellen uns das sich bewegende System M,,M,,..., M„ vor (Abb. 138). Wir 
wissen, daB man alle auf die Punkte des Systems wirkenden Kräfte auf zweierlei Art 
in zwei Gruppen einteilen kann: entweder 
‚in äußere und innere Kräfte, oder in vor- P4 M, 
gegebene Kräfte und Zwangskräfte. Bei 2 

2 


den Untersuchungen, mit denen wir uns 5 FG 
bis jetzt beschäftigt haben, erwies es sich A 2 2 
als bequem, die Kräfte in vorgegebene F Im 


Kräfte und Zwangskräfte einzuteilen; beim 
Aufstellen des uns jetzt interessierenden 
Gesetzes der Bewegung des Trägheits- 
zentrums erscheint es zweckmäßiger, alle 
Kräfte in äußere und innere einzuteilen. 


Also legen wir, unter Benutzung der im /r Abb. 138 
$ 56 festgesetzten Bezeichnungen, die Re- 
sultierenden 37, 87, ..., 3% aller an den Punkten unseres Systems angreifenden 


a 


äußeren Kräfte und die Resulierenden 3 X) aller an denselben Punkten 


wirkenden inneren Kräfte fest. 
Wenn wir beide Teile der Gl. (2) mit M multiplizieren, erhalten wir 


Mr= >) mu. 
Wir differenzieren nun diese Gleichung zweimal nach der Zeit t: 


2 2 
d?r, d’r; 


re irre 
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Wir wissen, daß die Vektor-Ableitung eines Radius-Vektors nach der Zeit gleich 
der Geschwindigkeit des Punktes und die Vektor-Ableitung der Geschwindigkeit nach 
der Zeit gleich der Beschleunigung ist; folglich ergibt sich, wenn wir die Beschleuni- 
gung des Punktes M, mit w; und die Beschleunigung des Trägheitszentrums C mitw, 
bezeichnen: 

d?r; d’r, 


To de ve 


Die vorhergehende Gleichung nimmt folgende Form an: 
Mw,= > MiWDi- 


Andererseits gilt, wenn wir die Grundgleichung der Dynamik für den Punkt M,;, 
aufschreiben: 
| mwu=- + 
und folglich 
Mw.= TE Be >. xr, 


wobei die Summation auf alle Punkte des Systems ausgedehnt ist. 


Wir bemerken nun, daß die zweite, im rechten Teil der letzten Gleichung stehende 
Summe gleich Null ist. Die inneren Kräfte sind, da sie die Wechselwirkung zwischen 
je zwei Systempunkten darstellen, auf Grund des Axioms ‚‚die Kraft ist gleich der 
Gegenkraft‘‘ paarweise der Größe nach gleich und längs einer Geraden nach ent- 
gegengesetzten Seiten gerichtet. Hieraus folgt, daß ihre Summe und damit natürlich 


auch die Summe der Resultierenden %; gleich Null ist. Somit ist 
Zu=0. 
Auf diese Art erhalten wir endgültig: 
Mw.= | 3. (3) 


Durch diese Gleichung wird die Beschleunigung des Trägheitszentrums des Systems 
bestimmt. Es ist leicht zu sehen, daß diese Gleichung die Form der Grundgleichung 
der Dynamik hat, die für einen materiellen Punkt aufgestellt ist, dessen Masse gleich 
M ist und an dem alle äußeren Kräfte Sr, Sr, ...,%% angreifen. Hieraus folgt, 
daß sich das Trägheitszentrum des Systems wie ein materieller Punkt bewegt, in dem die 
Masse des ganzen Systems konzentriert ıst und an dem alle äußeren Kräfte angreifen. 
Das ist das Gesetze für die Bewegung des Trägheitszentrums oder der Schwerpunktsatz. 

Projizieren wir beide Teile der Gl. (3) auf die Achsen x, y, z und bezeichnen die 
Komponenten der Kraft %# auf diesen Achsen mit X?, Y? und Z?, so gilt: 


M&,= X, 
Mi.= yY;, 
M2,= I Z. 
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Durch diese Gleichungen, welche die Form von Differentialgleichungen der Bewegung 
eines materiellen Punktes haben, wird die Bewegung des Trägheitszentrums des 
Systems bestimmt. Diese Gleichungen heißen Differentialgleichungen der Bewegung 
des Träghertszentrums. 


Also müssen wir, wenn wir die Bewegung des Trägheitszentrums oder des Schwer- 
punktes irgendeines Körpers oder eines Systems von Körpern untersuchen wollen, 
uns vorstellen, daß in diesem Punkte die Masse des ganzen Körpers oder des ganzen 
Systems von Körpern konzentriert ist, und in Gedanken an diesem Punkt alle äußeren 
Kräfte angreifen lassen. Nunmehr können wir zur Lösung der erhaltenen Aufgabe alle 
die Verfahren anwenden, die im Abschnitt Ibeim Studium der Bewegung eines mate- 
riellen Punktes dargelegt wurden. Alle Resultate, diein dem der Dynamik eines mate- 
riellen Punktes gewidmeten Abschnitt Ifestgestellt wurden, sind, streng genommen, nur 
bei der Bewegung eines einzelnen materiellen Punktes anwendbar, d. h. eines materiel- 
len Teilchens von winzig kleinen Abmessungen. Wir haben jedoch bei der Anwendung 
beständig diese Resultate bei Körpern von endlichen Abmessungen benutzt. In wel- 
chem Maße und in welchen Grenzen ist dies zulässig? In welchem Falle kann man die 
Maße eines Körpers als genügend klein ansehen, um das Recht zu haben, denselben 
als materiellen Punkt zu behandeln? Wir wollen uns mit diesen Fragen befassen. 


Wir wollen uns einen sich fortschreitend bewegenden Körper vorstellen. In diesem 
Falle wird die Bewegung des ganzen Körpers voll und ganz durch die Bewegung seines 
Schwerpunktes bestimmt. Wenn wir die Aufgabe von der Bewegung des Schwer- 
punktes eines Körpers auf Grund des von uns festgestellten Gesetzes als Aufgabe von 
der Bewegung irgendeines materiellen Punktes lösen, erhalten wir damit die Lösung 
der Frage der Bewegung des ganzen Körpers. Folglich sind wir im gegebenen Fall’bei 
der Untersuchung der Bewegung eines Körpers berechtigt, ihn als materiellen Punkt 
zu behandeln, wenn wir voraussetzen, daß die ganze Masse des Körpers in seinem 
Schwerpunkt konzentriert ist. Ein solcher Ablauf der Lösung wird durch den Schwer- 
punktsatz vorgeschrieben. 


Wenn der Körper sich nicht fortschreitend bewegt, kann seine Bewegung in eine 
fortschreitende Bewegung zusammen mit dem Schwerpunkt und in die Rotation 
um den Schwerpunkt zerlegt werden. Der fortschreitende Teil der Bewegung wird 
wieder voll und ganz durch die Bewegung des Schwerpunktes selbst bestimmt. Folg- 
lich haben wir bei der Erforschung dieses fortschreitenden Teiles der Bewegung das 
Recht, auf Grund des Schwerpunktsatzes den ganzen Körper als materiellen Punkt 
zu behandeln, wenn wirin Gedanken die ganze Masse des Körpers als im Schwerpunkt 
konzentriert denken. Wenn wir so vorgehen, machen wir keinen Fehler; dann bleibt der 
rotierende Teil der Bewegung übrig, der eine besondere Untersuchung erfordert. 
Hieraus ist ersichtlich, daß es in den Fällen zulässig ist, einen Körper von endlichen 
Ausmaßen als materiellen Punkt zu betrachten, in denen der fortschreitende Teil der 
Bewegung des Körpers die hauptsächliche Bedeutung hat, und in dem Maße, in dem 
eine Vernachlässigung der Rotation des Körpers um seinen Schwerpunkt erlaubt ist. 
Somit hängt die Lösung der Frage, ob der gegebene Körper als materieller Punkt 
betrachtet werden kann, nicht von seinen Ausmaßen, sondern vom Charakter seiner 
Bewegung und vom Charakter der gestellten Aufgabe ab. Die Sonne und die Planeten 
kann man als materielle Punkte (wie es in der Astronomie geschieht) bei der Unter- 
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suchung ihrer fortschreitenden Bewegungen behandeln; dieses Verfahren ist beim 
Studium der rotierenden Bewegungen der Himmelskörper unzulässig. 


Wir sehen, daß der Schwerpunktsatz der Dynamik eines materiellen Punktes die An- 
wendung auf Körper von endlichen Maßen festlegt. Darin besteht die große prin- 
zipielle Bedeutung dieses Gesetzes. 


Zum Abschluß wollen wir noch einmal unterstreichen, daß beim Aufstellen des 
Schwerpunktsatzes alle inneren Kräfte automatisch eliminiert sind. Das Trägheits- 
zentrum eines Systems ist nicht von der Wirkung der inneren Kräfte abhängig. 
Wir wissen bereits, welch eine praktische Bedeutung die Gewinnung solcher Abhängig- 
keiten besitzt, aus denen alle inneren Kräfte ausgeschlossen sind. In dieser Elimi- 
nierung der inneren Kräfte besteht praktisch der Wert des Schwerpunktsatzes. 


$S 55. Einige Anwendungen des Schwerpunktsatzes 


Wir wollen uns ein materielles System vorstellen, auf dessen Punkte nur innere 
Kräfte einwirken; ein solches System, an dem keine äußeren Kräfte angreifen, kann 
man ein „isoliertes“‘ System nennen. Auf Grund des Schwerpunktsatzes können wir be- 
haupten, daß sich das Trägheitszentrum des Systems bei Fehlen von äußeren Kräften 
wie ein materieller Punkt bewegen muß, an dem keinerlei Kräfte angreifen. Folglich 
"bewegt sich das Trägheitszentrum eines isolierten Systems geradlinig und gleichförmig 
oder bleibt in Ruhe. Ein Beispiel für ein System, in dem es nur innere Kräfte der 
Wechselwirkung gibt, stellt das Sonnensystem dar (die Anziehungskräfte von Seiten 
der unbeweglichen Sterne, die in bezug auf das System äußere Kräfte sind, kann man 
vernachlässigen). Hieraus folgt, daß sich das Trägheitszentrum des Sonnensystems im 
Sternenraum geradlinig und gleichförmig bewegt. Die Beobachtungen der schein- 
baren Bewegung der Sterne haben gezeigt, daß sich das Trägheitszentrum des Sonnen- 
systems in der Richtung auf einen Punkt des Himmelsgewölbes, der sich im Sternbild 
des ‚„Herkules‘“ befindet, mit einer Geschwindigkeit von ungefähr 18km in der 
Sekunde hinbewegt. 


Wir stellen uns einen schräg zur Horizontalen geworfenen Stein vor, der fliegt 
und sich dabei gleichzeitig um seinen Schwerpunkt dreht. Wir werden den Luftwider- 
stand vernachlässigen, dann sind die einzigen äußeren Kräfte, die auf die Teilchen des 
Steines einwirken, die Schwerkräfte. Nach dem Schwerpunktsatz muß sich der 
Schwerpunkt des Steines wie ein materieller Punkt unter der Einwirkung der Schwer- 
kraft bewegen; wir folgern, daß sich der Schwerpunkt des Steines auf einer para- 
bolischen Bahn bewegen muß. Die Bewegungsbahnen aller übrigen Punkte des Steines 
sind bedeutend komplizierter. Das kommt daher, daß sich die Teilchen des Steines 
unter der Einwirkung der Schwerkraft und der inneren Kräfte bewegen, welche sie 
von seiten der benachbarten Teilchen verspüren. Auf die DEU RUE des Trägheits- 
zentrums haben aber die inneren Kräfte keinerlei Einfluß. 

Wenn der Flug eines Geschosses in einem luftleeren Raum vor sich ginge, würde 
der Schwerpunkt des Geschosses eine Parabel beschreiben. In Wirklichkeit bewegt 
er sich unter der Einwirkung der Schwerkraft und des Widerstandes auf einer anderen 
Bewegungsbahn (sie heißt die ballistische Kurve). Wir wollen uns vorstellen, daß in 
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‘einem bestimmten Augenblick die Detonation des Geschosses erfolgt. Im Augenblick 
der Detonation entstehen zwischen den Geschoßteilchen sehr große Kräfte. Diese 
Kräfte aber gehören zu den inneren Kräften, und wir wissen, daß innere Kräfte keinen 
Einfluß auf die Bewegung des Trägheitszentrums ausüben. -Hieraus folgt, daß der 
Schwerpunkt des Geschosses die erfolgte Detonation nicht empfindet. Die Splitter, 
in die das Geschoß zersprengt wird, fliegen so auseinander, daß ihr gemeinsamer 
Schwerpunkt fortfährt, sich auf der Kurve zu bewegen, die der Schwerpunkt des 
Geschosses vor dem Augenblick der Detonation beschrieben hat (wenn man den Um- 
stand vernachlässigt, daß die Wirkung des Luftwiderstandes auf die Splitter eine 
andere ist als seine Wirkung auf das ganze Geschoß). 

Wenn ein Turner einen Sprung macht, beschreibt sein Schwerpunkt unter der 
Wirkung der Schwerkraft eine parabolische Bewegungsbahn. Durch keinerlei Körper- 
bewegung kann der Turner während des Fluges diese parabolische Bewegung ver- 
ändern; er Kann die Bewegung seines Schwerpunktes nur dann beeinflussen, wenn er 
irgend einen äußeren Gegenstand berührt. 

Wir wollen die Bewegung einer Lokomotive vom Gesichtspunkt des Schwerpunkt- 
satzes betrachten. Der Schwerpunkt einer Lokomotive kann nur durch äußere Kräfte 
in Bewegung gesetzt werden, die an der Lokomotive dort angreifen, wo sie mit äußeren 
Körpern in Berührung kommt, d.h. in den Berührungspunkten der Räder mit 
den Schienen. An den Berührungspunkten der Triebräder (d. h. der Räder, die durch 
die Dampfmaschine in Bewegung gesetzt werden) mit den Schienen greifen in Rich- 
tung der Bewegung der Lokomotive wirkende Reibungskräfte an den Triebrädern an. 
Diese Reibungskräfte setzen den Schwerpunkt der Lokomotive in Bewegung. Eine 
auf absolut glatte Schienen gestellte Lokomotive könnte sich nicht von der Stelle 
rühren. 

Ebenso kann beim Bremsen eines Zuges die Verlangsamung der Bewegung seines 
Schwerpunktes nicht durch Reibungskräfte zwischen den Rädern und den Brems- 
klötzen herbeigeführt werden, da dies innere Kräfte sind. Beim Bremsen ent- 
wickeln sich Reibungskräfte zwischen den gebremsten Rädern und den Schienen. Diese 
Reibungskräfte sind entgegengesetzt der Bewegung des Zuges gerichtet; sie sind es, 
die an dem Zuge angreifen. | 

Im Kapitel XVI werden wir uns ausführlicher mit der Dynamik der Bewegung von 
Schienenfahrzeugen beschäftigen. 


S 86. Die biegsame Welle der Turbine von DE LAVAL. 
Die kritische Winkelgeschwindigkeit 


Wenn der Schwerpunkt eines rotierenden Körpers (z. B. eines Schwungrades) sich 
nicht auf der geometrischen Drehachse befindet, dann entstehen (wie ausführlicher im 
Kapitel XVIII klargestellt werden wird) bei der Rotation zentrifugale Trägheits- 
kräfte, die bestrebt sind, die Welle zu verbiegen, auf die der rotierende Körper auf- 
gesetzt ist. Diese Kräfte rufen, wenn sie durch Vermittlung der Lager auf den Ma- 
schinenstand übertragen werden, eine Erschütterung der ganzen Maschine hervor. Da 
die Zentrifugalkräfte proportional dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit der Ro- 
tation anwachsen, können sie bei einer sehr schnellen Rotation Werte erreichen, die für 
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die Dauerfestigkeit der Maschine gefährlich werden. Deshalb ist eine möglichst genaue 
Auswuchtung der schnellrotierenden Körper notwendig. Es ist natürlich unmöglich, 
eine absolut genaue Auswuchtung zu erreichen, und beisehrrascher Rotation muß man 
mit der Möglichkeit des Auftretens gefährlicher zentrifugaler Trägheitskräfte rechnen. 

Mit einem solchen Falle sehr rascher Rotation haben wir es bei der Dampfturbine 
von pe I avar zu tun. Das Rad dieser vom erwähnten schwedischen Ingenieur im 
Jahre 1884 erfundenen Turbine hat eine Drehzahl bis 30000 U/min. Um gegen die 
schädliche Wirkung der Trägheitskräfte anzukämpfen, die infolge einer unvollständi- 
gen Zentrierung des Rades erscheinen, hat DE LavAr zu einem Mittel gegriffen, das 


IE 


W E 
Abb. 139 Abb. 140 Abb. 141 


auf den ersten Blick paradox erscheint: Anstatt den Durchmesser der Welle zu ver- 
größern, hat er ihn verringert, indem er das Laufrad der Turbine auf eine dünne 
biegsame Welle von Fingerstärke setzte. Es erwies sich, daß das auf die biegsame 
Welle gesetzte Turbinenrad bei einer sehr raschen Rotation die bemerkenswerte 
Eigenschaft der Selbstzentrierung erwirbt. Bei einer sehr großen Winkelgeschwindig- 
keit der Rotation biegt sich die biegsame Welle gerade so, daß sich der Schwerpunkt 
des Rades der geometrischen Rotationsachse nähert. 

Wenn wir die Aufgabe schematisieren, stellen wir uns eine horizontale runde Scheibe 
vor, die auf eine vertikale biegsame Welle aufgesetzt ist (Abb. 139). Wir setzen voraus, 
daß sich der Schwerpunkt C der Scheibe nicht auf der Wellenachse befindet; seinen 
Abstand AC von der Wellenachse nennen wir die Exzentrizität der Scheibe und be- 
zeichnen sie mit e. Natürlich ist diese Größe e sehr klein (Bruchteile eines Millimeters); 
die Verbiegung der Welle, die davon herrührt, daß das Gewicht der Scheibe nicht an 
die Wellenachse angelegt ist, werden wir vernachlässigen. Nun setzen wir voraus, daß 
die Welle zusammen mit der Scheibe gleichförmig mit der Winkelgeschwindigkeit o 
rotiert (wir setzen voraus, daß an der Welle ein Drehmoment wirkt, das zur 
Überwindung der Reibungswiderstände in den Lagern und zur Erhaltung ihrer gleich- 
förmigen Rotation notwendig ist). Bei der Rotation wird sich die Welle verbiegen 
(Abb. 140). Der Einfachheit halber wollen wir voraussetzen, daß die Scheibe auf dem 
mittleren Punkt der Welle aufgesetzt ist; dann wird bei verbogener Welle die Ebene 
der Scheibe horizontal bleiben. Wir wollen die Größe der Durchbiegung (wir bezeich- 
nen sie mit r) der verbogenen Welle ermitteln. 
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Wir vermerken in der Scheibenebene den Punkt O, in dem sich diese Ebene mit der 
geometrischen Drehachse schneidet, sowie den Punkt A, in dem sich die Schei- 
benebene mit der verbogenen Wellenachse schneidet (Abb. 141). Der Abschnitt 
OA = r ist die gesuchte Durchbiegung der Welle. Wir ziehen in der Scheibenebene: 
durch den festen Punkt O die Koordinatenachsen x und y und bezeichnen die Koordi- 
naten des Punktes A mit x und y. Wir werden die Größe der Durchbiegung r kennen, 
wenn esuns gelingt, die Koordinaten x und yzu bestimmen. Diese Koordinaten können 
wir ermitteln, indem wir auf die Bewegung der Scheibe den Schwerpunktsatz 
anwenden. 

Wir bezeichnen die Koordinaten des Schwerpunktes G der Scheibe mit x, und %.. 
An der Scheibe greifen zwei äußere Kräfte an: die Schwerkraft B und die Reaktion 
der Welle, die im Punkte A wirkt. Die Reaktion der Welle setzt sich ihrerseits aus der 
vertikalen Komponente, die,gleich dem Gewicht der Scheibe ® ist, und der horizon- 
talen Komponente % zusammen, die nach dem Punkte O gerichtet ist; die Größe der 
Reaktion % ist proportional der Durchbiegung r, d.h.% = er, wobei c ein konstanter 
Koeffizient ist. Da sich die Welle wie ein Träger auf zwei Stützen verbiegt 
(Abb. 140), ist 

’ 48 EJ 


B 


wobei E der Elastizitätsmodul, J das Trägheitsmoment des Wellenquerschnittes und 
I die Länge der Welle ist. | 

Wir stellen die Differentialgleichung der Bewegung des Trägheitszentrums CO unserer 
Scheibe auf. Bezeichnen wir die Masse der Scheibe mit M und den durch den -Ab- 
schnitt OA mit der x-Achse gebildeten Winkel mit «, so gilt: 


M&,=— Fecose; Mij.=-—Fsine. 
Setzen wir hier F = er und beachten wir, daß 


% : Y 
Tr Tr 


ist, so erhalten wir: 
Mi,= -cıw, Mij.,=- ey. (1) 


Wir bezeichnen den durch den Abschnitt AC = e mit der x-Achse gebildeten 
Winkel mit &, und zwar ist @ nichts anderes als der Drehwinkel der rotierenden 
Scheibe. Da die Scheibe gleichförmig mit der Winkelgeschwindigkeit w rotiert, ist 
9 = wit. Aus der Zeichnung lesen wir ab: 


(2) 


= CH ecosp=r-tecoswt, 
y=yH+tesnp=Yy-+esinwt. 


Wir eliminieren mit Hilfe dieser Beziehungen die Koordinaten &, und y, aus. 
den Gln. (1). Differenzieren wir die Gln. (2) gliedweise zweimal nach der Zeit t, so 
erhalten wir: | 


2, = E-e.w?coswt; ja. = Üü-—ew?sinwi. 
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Setzen wir diese Ausdrücke für &, und 5, in die Gln. (1) ein, so gilt: 


M&— Mew’coswi= — ct, MüÜ—Mew’snwi= —cy 
oder | 
2 + —_2= ewicosat, ER NE 
M M 
Wir haben hiermit Differentialgleichungen gewonnen, durch welche die Koordinaten 
x und y bestimmt werden, und zwar sind es Gleichungen von einer uns gut bekannten 
Form: Wir haben es bereits mit Differentialgleichungen dieser Form im Kapitel VII 
beim Studium der erzwungenen Schwingungen eines materiellen Punktes zu tun 
gehabt; die Lösung dieser Gleichungen ist dort im $ 35 dargelegt. Erinnern wir uns 
dieser Lösung und führen der Kürze halber die Bezeichnung 


BEE? 
M 


ein, so erhalten wir 
2 


= a,sin(kt +.) + = coswt, 


e 
k2 — 
2 


oo; ew . 

y=a,sin(kt + ß,)+ ER sin wt, 

wobei 4,, ßı, 4a, Bz beliebige Konstanten sind. 

Diese willkürlichen Konstanten hängen von den Anfangsbedingungen ab. Wir 
nehmen an, daß die Anfangsbedingungen so geartet sind, daß a, = 0 und a, = 0 ist. 
Dann wird die Bewegung des Punktes A durch die Gleichungen 


ew? e w? j 
ee re, ee (4) 
bestimmt. 
Wir wollen zuerst diesen einfachsten Fall betrachten; in diesem Fall erhalten wir 
für die Durchbiegung der Welle den Ausdruck 


ew? 


r = Yart = —. (8) 


k?2 — w? 


Gleichzeitig erhalten wir, wenn wir =rcosaundy=rsin« in die Gln. (4) ein- 
setzen, nach Kürzung durch r: 


C0O8S& = c0Swt, sin«=sSinwt, 


daher «= ot = p. Hieraus folgt, daß die Punkte O, A und C auf einer Geraden 
liegen; diese Gerade rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit » gleichförmig um den 
Punkt O. Der Abstand OC = o des Scheibenschwerpunktes von. der geometrischen 
Drehachse ist gleich 

ew? ek? 


en ” 
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Bei » <k haben wir O<r<o; das bedeutet, dab sich der Punkt A zwischen 
den Punkten O und © befindet (Abb. 142). Wenn & „> k, dann gilt r<eo<0(. 
Dem negativen Werte der Durchbiegung r entspricht die Durchbiegung der Welle 
nach der Seite, die der Richtung des Abschnittes AC entgegengesetzt ist; der Schwer- 
punkt O liegt zwischen den Punkten A und O (Abb. 143). Bei w = oo erhalten wir 
r=—.eundo=(, d.h., der Schwerpunkt CO befindet sich auf der geometrischen 
Rotationsachse. Bei einer unendlich großen Winkelgeschwindigkeit zentriert sich also 
die auf die biegsame Welle gesetzte Scheibe automatisch. 


Wir bemerken, daß bei » = k die Gl. (5) r = oo ergibt, was der Resonanzerschei- 
nung in der Theorie der erzwungenen Schwingungen eines materiellen Punktes ent- 
spricht. Diese Winkelgeschwindigkeit, bei 
der man sehr große, für die Dauerfestigkeit 
der Welle gefährliche Durchbiegungen er- 
warten muß, heißt die kritische Winkel- 
geschwindigkeit der biegsamen Welle. Be- 
zeichnen wir die kritische Winkelgeschwin- 
digkeit mit w,, und erinnern uns der 
Bedeutung k, so haben wir 


r M ö 
= a In der Abbildung 144 ist die Abhängig- 
Abb. 142 Abb. 148 keit der Durchbiegung r von der Winkel- 


geschwindigkeit »& graphisch dargestellt. 


Wir haben den einfachsten Fall betrachtet, bei dem die Durchbiegung der Welle 
durch die Gln. (4) bestimmt wird. Wir wenden uns nun den allgemeineren Gln. (3) zu. 
Diese Gleichungen unterscheiden sich von den Gln. (4) durch Glieder, die von den 
freien Schwingungen der Welle abhängen. Im allgemeinen Fall liegen die Punkte O, 
A und © nicht auf einer Geraden; das einfache Bild der Bewegung einer Scheibe, das 
wir beim Analysieren der Gln. (4) erhielten, wird sich infolge der freien Schwingungen 
der biegsamen Welle verzerren. Wir wissen aber, daß die unvermeidlichen Dämpfun- 
gen (die in der dargelegten Theorie nicht beachtet werden) zu einem raschen Er- 
löschen der freien Schwingungen führen. Hieraus folgt, daß in den Gin. (3) die den 
freien Schwingungen der Welle entsprechenden Glieder keine wesentliche Bedeutung 
haben; bei beliebigen Anfangsbedingungen vollzieht sich die Bewegung der Scheibe 
in den Grundzügen wie oben beschrieben. Nur in der Nähe der Resonanz muß man, 
wie wir wissen, bedeutende freie Schwingungen erwarten. Dementsprechend müssen 
wir bemerkbare Schwingungen der Welle dann erwarten, wenn die Winkelgeschwin- 
digkeit nahe der kritischen ist. In der Nähe der kritischen Winkelgeschwindigkeit 
„schlägt“ die Welle. | 


Wir haben gesehen, daß sich eine volle Zentrierung einer auf eine biegsame Welle 
gesetzten Scheibe bei einer unendlich großen Winkelgeschwindigkeit ergibt. In der 
Turbine von pe Lava wird die biegsame Welle so gewählt, daß die normale 
Winkelgeschwindigkeit der Turbine ungefähr 7mal größer als die kritische ist. 
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Setzen wiro = "kin die Gl. (6) ein, so erhalten wir oe = 25 d. h., in diesem Fall 


verringert sich der Fehler in der Zentrierung des Turbinenrades 48 mal. Die Turbinen- 
welle ist mit einer Stoppvorrichtung versehen, die bedeutende Durchbiegungen der 
Welle verhindert; diese Vorrichtung gestattet, gefahrlos durch die kritische Winkel- 
geschwindigkeit beim Anlassen der Turbine und bei ihrer Stillsetzung zu fahren. 


Zum Abschluß wollen wir die gewonnenen Resultate bei einem Zahlenbeispiel an- 
wenden. 


Abb. 144 


Wir nehmen an, daß das Gewicht des Turbinenrades P = 20 kg, dieWellenlänge 
!=60 cm, die normale Winkelgeschwindigkeit ® = 10000 U/min beträgt. Wir 
wollen errechnen, bei welchem Durchmesser d der Welle die normale Winkelgeschwin- 
digkeit der Turbine um 7 mal größer als die kritische sein wird. | 


Nach der Bedingung ist: 


© 10000 {0000 1 1 
Une 2150. 
kr 7 en 7:30 5 F 


woraus 


folgt. 


Substituieren wir hier 
48EJ 3End 
G.== = 


BB 4B 
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SER: nd! . .: 
wir erinnern daran, daB J = rn ist J, so erhalten wir: 


3End Pal, 


 4B g 


ee 
u '3ngE 


woraus 


folgt. 
Wenn wir hier setzen 


1 
P=20kg, I=60cm, E= 2.10%kg/em?, g= lem}, wyr=150 —, 
S 


finden wir: 
d= 2,14cm. 


KAPITELXV 


DER IMPULSSATZ 


S 87. Der Impulssatz 


Wir wollen bei der Bewegung eines materiellen Systems den Impulssatz anwenden, 
der im Kapitel V für den Fall der Bewegung eines materiellen Punktes aufgestellt ist. 


Wir stellen uns .das sich bewegende materielle System M,, M,,...,M, vor 
(Abb. 145). Die auf das System wirkenden Kräfte teilen wir in äußere und innere ein. 
Die Resultierenden der äußeren Kräfte, die an jedem der Systempunkte 'angreifen, 


bezeichnen wir mit Er, Er, a TE ‚ die Resultierenden der inneren Kräfte ent- 
sprechend mit 5, 2%, a 

Wir wenden den Impulssatz bei der Bewegung des Punktes M, während der Zeit 
von, bist, an. 

Bezeichnen wir die Geschwindigkeit des Punktes M, mit v, und die Impulse der 
Kräfte I und 5, während des Zeitraumes 1, — t, mit or und €, so erhalten wir 


PR) 
(m; di) — (m; v;) = & a: CH , 


wobei (m; v;), und (m;v;), die Werte des Impulses m, v; zur Zeit t, bzw. t, sind. 
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I 
Da wir für jeden Punkt des Systems eine solche Gleichung aufschreiben können, 
werden wir im ganzen n Gleichungen erhalten. Addieren wir diese n Gleichungen 
gliedweise, so erhalten wir: 


Emm.-Ymo)= I E+Y €, (1) 


wobei (EZ m;v;), und (X m,v;), die Werte der Summe &m,v, zur Zeit t, bzw. t, 

sind. 
‚Wir bemerken nun, daß die Summe der Impulse aller inneren Kräfte gleich Null 
ist, d.h. 
| y„e/=0, z 


und zwar gilt tatsächlich, wenn wir uns 
der Bestimmung der Kraftstöße erinnern, 
a E 
&; Ze [ %; dt. 
{ 
Folglich gilt: 


Abb. 145 


L, t, 
yse/- y/Vu-/[ywWain, 
t, ı 


Wir haben aber bereits im $ 84 gesehen, daß die Summe aller inneren Kräfte gleich 
Null ist, d.h. 2%? = 0. Aus der soeben aufgestellten Gleichung folgt, daß auch 
Ice = 0 ist. | 

Somit nimmt die Gl. (1) folgende endgültige Form an; 


mv) - Nmv)ı= I. (2) 


Durch diese Gleichung wird der Impulssatz ausgedrückt. Wir sehen, daß der Zu- 
wachs der Summe der Impulse der Systempunkte in einem gewissen Zeitraum gleich den 
Impulsen aller äußeren Kräfte in demselben Zeitraum vst. 

Man kann dem Impulssatz auch eine andere Formulierung geben, wenn man beide 
Teile der Gl. (2) auf die Koordinatenachsen x, y und z reduziert. Bezeichnen wir die 
Komponenten der Geschwindigkeit v; auf diesen Achsen mit v;,, d;, und v;, und die 
‘Komponenten des Impulses €? mit SZ, Sy und SZ, so gilt: 


(D’miti a) — (> mitiz)ı = NS, 
(Emuya- (muy 38, 
(I miti.)a —- (D miviz) = Sir, 


wobei (2m; v;,)ı, (m; v;,), usw. die Werte der Summen X m; v,;, usw. zur Zeit 
it, bzw. t, sind. 
1 Es ist leicht zu ersehen, daß sich das Theorem ‚‚die Summe der Integrale ist gleich dem Integral der 


Summe“ auch auf die Integrale der Vektor-Funktion erstreckt. 
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Unter Beachtung, daß m; v;., Mi tiy, Mi vi, die Komponenten des Impulses mv, 
auf den Achsen x, y und z sind, schließen wir, daß der Zuwachs der Summe der Kompo- 
nenten der Impulse der Systempunkte auf einer beliebigen Achse gleich der Summe der 
Komponenten der Impulse aller äußeren Kräfte auf derselben Achse ist. Dies ist die Formu- 
lierung des Impulssatzes in Komponentenform auf. einer beliebigen Achse; diese 
Formulierung wird gewöhnlich bei den Anwendungen benutzt. 


Wir bemerken, daß die inneren Kräfte in den Gleichungen, die den Impulssatz 
ausdrücken, nicht auftreten. Folglich werden wir bei Anwendung dieses Gesetzes 
Beziehungen erhalten, die keine inneren Kräfte enthalten. Wir wissen bereits, 
welchen Wert diese Eliminierung der inneren Kräfte bei Anwendungen hat. 


$ 58. Die Kraft eines Strahles 


Wir wollen uns einen Flüssigkeitsstrahl vorstellen, der auf seinem Wege einem 
Hindernis in Form einer Wand begegnet (Abb. 146). Wenn der Strahl an die Wand 
stößt, übt er eine Kraft auf diese aus. Wir wollen diese Kraft ermitteln. 

Wir bezeichnen die Geschwindigkeit der Flüssigkeitsteilchen, die sich im Strahl 
bewegen, mit» und werden annehmen, daß alle Flüssigkeitsteilchen ein und dieselbe 
konstante Geschwindigkeit haben. Einen kleinen Abschnitt des Strahles kann man 
als geradlinig ansehen; den vom Strahl mit der Wand ge- 
bildeten Winkel bezeichnen wir mit «. Außerdem bezeichnen 
wir die Querschnittsfläche des Strahles mit » und die Diehte 
der Flüssigkeit (d. h. die Masse einer Raumeinheit der 
Flüssigkeit) mit o. | 

Man kann die Kraft des Strahles auf die Wand als senk- 
recht zur Wand gerichtet annehmen. Beim Aufprall auf 
die Wand erfahren die Flüssigkeitsteilchen von seiten der 
Wand eine Reaktion, die der Größe nach gleich und der 
Richtung nach entgegengesetzt dem Druck der Flüssigkeit 
ist. Wir bezeichnen die Reaktion der Wand mit %; die 

Abb. 146 Aufgabe wird auf die Bestimmung dieser Reaktion zurück - 
geführt. 

Wir wenden auf die Bewegung des Strahles den Impulssatz an. Vor allem ist es not- 
wendig, genau anzugeben, welche Flüssigkeitsteilchen wir in den Bestand des Systems 
aufnehmen, dessen Bewegung wir untersuchen wollen. Wir teilen von der Wand längs 
des Strahles den kleinen Abschnitt AB ab, dessen Länge v ist, wobei ı ein kleiner 
Zeitraum ist; am Ende B dieses Abschnittes ermitteln wir den Querschnitt des 
Strahles. Wir wählen einen beliebigen Zeitpunkt t und nehmen in den Bestand unseres 
Systems die Flüssigkeitsteilchen auf, die sich in diesem Zeitpunkt zwischen der Wand 
und dem soeben gekennzeichneten Schnitt des Strahles befinden. Wir wenden nun den 
Impulssatz bei der Bewegung dieser Flüssigkeitsteilchen im Zeitraum von t, = t 
bis, =t + ran. 

Wir stellen die Gleichung auf, die den Impulssatz in Komponenten auf die zur 
Wand senkrechte x-Achse ausdrückt. 
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Im Augenblick ti, = t besitzen die von uns bezeichneten Flüssigkeitsteilchen die 
allgemeine Geschwindigkeit v. Projizieren wir diese auf die x-Achse, so gilt: 


(I mv „.)= > mivsine=vsine Sm; = Movsine, 


wobei M die Masse des abgesonderten Teiles des Strahles ist. Unter Beachtung, daß 
der Rauminhalt dieses Strahlteiles gleich » vr ist, erhalten wir M=owvr und 
folglich 


(I miviz) =ewv’tsine. 


‘° Während der Zeit z durchlaufen die sich längs des Strahles bewegenden Flüssig- 
keitsteilchen die Strecke vr. Jene Teilchen, die sich im Augenblick it im Schnitt B 
befanden, erreichen im Augenblick ? + die Wand; die weiter nach vorn liegenden 
Teilchen stoßen noch früher an die Wand. Folglich befinden sich im Augenblick 
(, =t +r alle von uns betrachteten Teilchen bereits an der Wand. Sie bewegen sich 
längs der Wand, folglich sind ihre Geschwindigkeiten senkrecht zur x-Achse gerichtet. 
Somit: ist im Augenblick , =? +r der Wert v;,,„ = 0 und 


(3) mivi a) = 0. 


Was die äußeren Kräfte anbetrifft, die auf unser System wirken, so sind diese die 
Schwerkraft, die Reaktion % der Wand und der Druck von der Seite, die sich im 
Rücken der Masse der Flüssigkeit befindet (und eine äußere in bezug auf die abgeson- 
derten Teilchen ist). Vernachlässigen wir diesen Druck und auch die Schwerkraft 
(bei einer großen Geschwindigkeit des Strahles sind diese Kräfte im Vergleich zu 
der Reaktion der Wand unbedeutend), so bleibt nur die eine äußere Kraft % 
‚übrig. Der Impuls dieser Kraft in der Zeit r ist gleich %r; die Projektion dieses 
Impulses auf die x-Achse ist gleich — Fr. | 


Also führt der auf die x-Achse projezierte Impulssatz zu der Gleichung 


— owvrsina=— Fr, 
woraus 
F=0owv?sin« 
folst. 

Mit dieser Gleichung wird die Kraft des Strahles auf die Wand bestimmt. Wir 
wollen das gewonnene Resultat auf ein Zahlenbeispiel anwenden. Wir errechnen 
die Kraft, die ein Wasserstrahl auf eine zur Richtung des Strahles senkrechte Wand 
erzeugt, wenn ® = 0,005 m? und v = 20 m/s ist. 


Wenn wir o als Masse von 1 m? Wasser bestimmen, finden wir: 


Folglich erhalten wir, wenn wir « = 90° annehmen, 


F = 102 0,005 400 — 204 kg. 
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$ 89. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wirkung einer Kraft im 
elastischen Körper 


In einem absolut starren Körper wird die Wirkung einer Kraft momentan über- 
tragen. 


Wir wollen uns einen vertikalen Stab AB vorstellen, der sich auf eine horizontale 
Ebene stützt (Abb. 147). Wir lassen an dem oberen Ende A des Stabes die vertikale 
(konstante) Kraft B angreifen. Wenn der Stab absolut starr wäre, würden wir in 
demselben Augenblick, in dem wir an dem Ende A die Kraft ®B angreifen lassen, 
im Punkte B einen dieser Kraft gleichen Druck auf die Stützfläche erhalten und 
eine entsprechende (am Ende B des Stabes angreifende) Re- 
aktion der Ebene. Die Wirkung der Kraft B würde momentan 
vom Ende A auf das Ende B des Stabes übertragen werden. 


Es gibt aber in Wirklichkeit keine absolut starren Körper. 
Alle Körper besitzen in höherem oder niedrigerem Grade die 
Fähigkeit, sich unter der Einwirkung angreifender Kräfte zu 
deformieren. Im Zusammenhang damit wird in wirklich 
existierenden Körpern die Wirkung von Kräften nicht momen- 
tan übertragen; sie breitet sich mit einer bestimmten Ge- 
schwindigkeit aus. Wenn wir den Stab AB (Abb. 147) im 
Punkte A mit der Kraft ® belasten, erhalten wir im Punkte B 
nicht in demselben Augenblick einen Druck auf die Stütz- 
fläche, in dem die Kraft B angelegt wurde, sondern erst nach 
Ablauf eines gewissen Zeitraumes. Wir wollen errechnen, mit 
Abb. 147 Abb. 148 Welcher Geschwindigkeit die Wirkung der Kraft ® längs 
| des Stabes übertragen wird. 


Die am oberen Ende des Stabes angreifende Kraft B ruft.eine Zusammendrückung 
des Stabes hervor. Wie aus dem Lehrgang der Festigkeitslehre bekannt ist, gilt für 
die durch die Kraft B hervorgerufene Zusammendrückung e 


wobei E der Elastizitätsmoduı und » die Schnittfläche des Stabes ist. Wenn wir 
jedoch an das Ende A des Stabes die Kraft B anlegen, wird der Stab die Zusammen- 
drückung & nieht momentan erhalten. Anfangs wird die oberste Schicht, die an das 
Ende A grenzt, zusammengedrückt werden. Nachdem diese erste Schicht die Zu- 
sammendrückung e erhalten hat, beginnt sie mit einer Kraft gleich ® auf die folgende, 
zweite Schicht zu drücken, die ihrerseits sich zusammenzudrücken beginnt. Darauf 
beginnt die zweite Schicht die dritte zusammenzudrücken usw. Auf diese Art wird 
der Druck B und die Zusammendrückung e allmählich von Schicht zu Schicht über- 
tragen, wobei sie sich mit einer gewissen Geschwindigkeit c längs des Stabes vom 
Ende A nach dem Ende B ausbreitet. 


Wir bemerken, daß die Zusammendrückung der aufeinanderfolgenden Schichten 
‚unseres Stabes eine allmähliche Senkung aller höherliegenden Schichten hervorruft. 
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Natürlich ist diese Verrückung der Punkte des Stabes winzig klein. Zur Bestimmung 
der Geschwindigkeit € wollen wir bei der winzig kleinen Bewegung der Stabteilchen 
den Impulssatz anwenden. 

Wir nehmen an, daß wir die Kraft B an das obere Ende des Stabes im Zeitpunkt t 
angelegt haben. Im Zeitpunkt t-+r, der auf den Zeitpunkt t folgt, wird sich der 
Stabteill AK = cr (Abb. 148) bereits im zusammengedrückten Zustand befinden, 
der Stabteil KB dagegen wird noch in seinem ursprünglichen undeformierten Zustand 
bleiben. Wir wenden den Impulssatz bei der Bewegung des Stabteiles AK in der 
Zeit von 4 =t bis , =t+r an und schreiben die entsprechende Gleichung in 
Projektionen auf die vertikal nach unten gerichtete x-Achse auf. 

Im Augenblick t, = t befinden sich alle zum Stabteil AK gehörenden Teilchen in 

Ruhe. Folglich ist 

(2 mvian=t. 


Im Augenblick t, =t + r befindet sich der Stabteil AK bereits im zusammen- 
gedrückten Zustand; in den darauffolgenden Augenblicken bewegt er sich wie ein 
unveränderliehes Ganzes nach unten (infolge der Zusammendrückung der tiefer- 
liegenden Schichten); alle seine Punkte haben bei dieser Bewegung gleiche Ge- 
schwindigkeiten. Folglich genügt es zur Ermittlung der Geschwindigkeit des Stab- 
teiles AK im Augenblick , =t+r, die Geschwindigkeit des Punktes A in diesem 
Augenblick zu bestimmen. 

Um die Geschwindigkeit des Punktes A zu bestimmen, wollen wir ermitteln, um 
welche Größe sich (wir bezeichnen sie mit u) der Punkt A im Augenblick , =t+1: 
gesenkt hat. Die Verrückung % des Punktes A ist gleich der Verkürzung des Stab- 
teiles AK. Da die relative Zusammendrückung des Teiles AK gleich e ist, gilt 


j P-er 
Eo ' 


Die Geschwindigkeit des Punktes A ist aber nichts anderes als die Ableitung | — 


es gilt 
; du _ Pe 
dr  Eo' 
Diese Geschwindigkeit. werden alle zum Teil AK gehörenden Teilchen im Augen- 
blick t, =t + haben. Unter Beachtung, daß diese Geschwindigkeit vertikal nach 
unten gerichtet ist, erhalten wir 


du Pe MPe 


(2 mia = 2m dr = Ew = Ew ’ 


wobei M die Masse des Stabteiles AK ist. Bezeichnen wir die Dichte (d. h. die Masse 
der Raumeinheit) des Stabmaterlals mit e und bemerken, daß das Volumen des 
Teiles AK gleich w e r ist, so haben wir M = gw cr. Folglich ist 


Pe?r 
(> miviz) = = . E 
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Wenn wir die Schwerkraft vernachlässigen, ist die einzige äußere Kraft, die auf 
den Stabteil AK während der Zeit x einwirkt, die am oberen Ende des Stabes an- 
greifende Kraft B (im Schnitt K sind bis zum Zeitpunkt t, =?! + r keinerlei Kräfte 
vorhanden). Der Impuls der Kraft B während der Zeit x ist gleich Br; da dieser 
Impuls vertikal nach unten verläuft, ist seine Projektion auf die x-Achse gleich Pr. 


Also führt uns der Impulssatz zu folgender Abhängigkeit: 


Hieraus folgt, daß 


ist. 
Dies ist die Geschwindigkeit. der Ausbreitung der Kraftwirkung längs des Stabes. 
Für einen Stahlstab ist 
E = 2200 000 kg/em?, 


ke 2 k 5 
0 7,86: 102 = 802 ee _ 02 10-3 el 
m‘ cm? 


Folglich ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Kraftwirkung in ‚einem Stahl- 
stabe gleich 


2200 000 - 108 
= => — 524 : 10% cm/s = 5,24 km/)s. 


In einem Stahlstabe von der Länge 2m wird die Kraft von einem Ende zum 
anderen im Laufe von 0,00038 s übertragen. Natürlich kann man praktisch annehmen, 
daß die Übertragung der Kraft momentan erfolgt. 

Für einen absolut starren Körper ist E= ©, und folglich ist c= x, d.h., in 
einem absolut.starren Körper breitet sich die Kraftwirkung momentan aus, wie im 
Anfang dieses Paragraphen erwähnt wurde. 

Eine ausführlichere Analyse zeigt, daß die Erscheinung, die bei einem plötzlichen 
Angreifen der Druckkraft B an einem Ende des elastischen Stabes vor sich geht, 
nicht auf das einfache Bild einer allmählichen Zusammendrückung der Stabschiehten 
beschränkt ist, das wir bereits untersucht haben. 


Der Prozeß bleibt nicht in dem Augenblick stehen, in dem die Zusammendrückung e 
das untere Ende B des Stabes erreicht hat und der ganze Stab gleichmäßig zusammen- 
‚gedrückt ist. In diesem Augenblick besitzen alle Stabteilchen Geschwindigkeiten, die 
vertikal nach unten gerichtet sind; infolgedessen drückt sich der Stab weiter zu- 
sammen. Einer weiteren Zusammendrückung des Stabes jedoch wirken die elastischen 
Kräfte des Stabes entgegen; dadurch entsteht in dem Stabe eine Erscheinung von 
schwingendem Charakter. Diese Schwingungen klingen in dem Stabe allmählich 
ab, und die Stabteilchen nähern sich den Ruhelagen, denen eine gleichmäßige Zu- 
sammendrückung e des Stabes entspricht. 
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KAPITELXVI 


DER MOMENTENSATZ 


S 90. Das resultierende Moment des Impulses eines Systems 


In dem der Statik eines starren Körpers gewidmeten Abschnitt des I. Teiles des 
Lehrbuches wurden die Begriffe des resultierenden Momentes der Kräfte in bezug auf 
einen Punkt und des resultierenden Momentes der Kräfte in bezug auf eine Achse 
dargelegt. Wir erinnern daran, daß wir die Summe der Momente der gegebenen 


Lem; 
M 2 


2 
C> zZ & 727 %y 
L MR, j 
M}%; [z M; Mn 
0 2 Mn 


M Mn Wr 


Z 


Abb. 149 Abb. 150 


Kräfte in bezug auf einen Punkt resultierendes Kräftemoment in bezug auf diesen 
Punkt genannt haben; das resultierende Moment in bezug auf eine Achse aber ist 
die Summe der Momente der gegebenen Kräfte in bezug auf diese Achse. 

Im Kapitel VI dieses Teiles haben wir den Begriff des Momentes auf den Impuls 
eines materiellen Punktes angewandt. Nun wollen wir den Begriff des resultierenden 
Momentes auf die Bewegungsgröße materieller Punkte ausdehnen. 

Stellen wir uns ein sich bewegendes materielles System M,, M,...,M, vor 
(Abb. 149). Wir bezeichnen die Bewegungsgrößen der Punkte dieses Systems mit 
M1d4, MgD 5, .. . , M,d, und bilden dieMomente I, T,,... , I, dieser Bewegungsgrößen in 
bezug auf einen Punkt O. Die Summe 2 dieser Momente heißt das resultverende Moment 
oder Haupimoment der Bewegungsgrößen! des Systems ın bezug auf den Punkt OÖ. 

Wir wollen wiederum die Bewegungsgrößen der materiellen Punkte M,, M;,..., M, 
mit MD, M2dz,.. . , M,d, (Abb. 150) bezeichnen und die Momente I,, 122. - » by: 
dieser Bewegungsgrößen in bezug auf eine Achse 2 errechnen. Die Summe L, dieser 
M omenie heißt das resultierende Moment der Bewegungsgrößen des Systems in bezug 
auf die z- Achse. 

Also ist: L,=h, +2 +" +h2= Ihe. 


ı Im Deutschen vielfach Gesamtdrehimpuls oder Gesamtdrall oder, wenn keine Verwechslung 
möglich ist, einfach Drehimpuls oder Drall (Anm. d. deutschen Red.). 
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Das resultierende Moment Z, wird längs der z-Achse von einem beliebigen Punkt O, 
nach der positiven oder negativen Achsrichtung je nach dem Vorzeichen der 
Größe L, abgetragen. 

In der Statik eines starren Körpers wurde festgestellt, wenn wir das resultierende 
Moment M des gegebenen Kräftesystems in bezug auf einen beliebigen Punkt O 
und das resultierende Moment M, desselben Kräftesystems in bezug auf die z-Achse, 
die durch den Punkt O hindurchgeht, aufstellen, daß das zweite dieser resultieren- 
den Momente gleich der Projektion des ersten auf die z-Achse ist, so dab 


M,=M cos (M, 2) 
ist. | 
Natürlich ist dieses Theorem auch für die resultierenden Momente der Bewegungs- 
größen des Systems richtig. Betrachten wir die resultierenden Momente @ und L, der 
Bewegungsgrößen des Systems in bezug auf irgendeinen Punkt O und in bezug auf 
irgendeine Achse 2, die durch den Punkt O 
Z hindurchgeht, so erhalten wir die Beziehung 


Ms FE L,= Leos (8, z), 


d. h., das resultierende Moment Z, ist gleich 
be der Projektion des resultierenden Momen- 
7 2 8; tes Q auf die 2-Achse. | 
# 
j Fr 


M, 
F £ $ 391. Der Momentensatz 
M; @ Wir erweitern nun den Momentensatz, 
In den wir im Kapitel VI für den Fall. eines 
materiellen Punktes aufgestellt hatten, auf 
de die Bewegung des mechanischen Systems. 


Wir stellen uns ein sich bewegendes 

mechanisches System M,, M,, ..., M vor 

(Abb. 151). Die auf die Punkte des Systems einwirkenden Kräfte unterteilen wir (wie 
wir das bereits beim Aufstellen des Gesetzes von der Bewegung des Trägheitszentrums 
und des Impulssatzes getan haben) in äußere und innere Kräfte. Die Resultierenden 
der äußeren Kräfte, die an den Punkten des Systems angreifen, bezeichnen wir mit 


8, 8 ° ER die Resultierenden der inneren Kräfte entsprechend mit 3, 
J 
ran | 
Wir wählen irgendeine feste Achse z und wenden den Momentensatz auf die Be- 
wegung des ı-ten Punktes unseres Systems an. Bezeichnen wir das Moment der Be- 
MeuLaszion des Punktes M, in bezug auf die z2-Achse mit [;,, die Momente der 


Kräfte 5° und &/ in bezug auf dieselbe Achse mit M; und M;,, so gilt nach dem 
Momentensatz: 

di. Ä 
2 = Mi.+ Min. 


$ 91. Der Momentensatz 237 


Wir stellen eine solche Gleichung für jeden Punkt unseres Systems auf und 
erhalten damit insgesamt n ähnliche Gleichungen. Addieren wir diese n Gleichungen 
gliedweise, so ergibt sich: | 


wobei sich die Summationen auf alle Punkte des Systems erstrecken. 
Nun ist 
dl, dIL, 


S 
= di di 


(da die Summe der Ableitung gleich der Ableitung der Summe ist). Die Summe 
>, Li, ist jedoch nichts anderes als das Hauptmoment L, der Bewegungsgröße des 
Systems in bezug auf die z-Achse. Folglich ist 


di, dh, dL, 
—= di dt de 


Was den rechten Teil der Gl. (1) anbetrifft, so ist es nicht schwer, zu erkennen, daß 
die Summe Y M 2 der Momente aller inneren Kräfte in bezug auf eine beliebige 
Achse z gleich Null ist. Wir wissen, daß auf Grund des Axioms „Kraft ist gleich 
Gegenkraft‘“ die inneren Kräfte paarweise der Größe nach gleich sind und auf 
Geraden nach entgegengesetzten Seiten wirken. Hieraus folgt, daß die Momente 
der inneren Kräfte in bezug auf eine beliebige Achse paarweise der Größe nach gleich 
‚ und dem Vorzeichen nach entgegengesetzt sind; folglich ist die Summe der Momente 
aller inneren Kräfte in bezug auf eine beliebige Achse gleich Null, d.h. 


N Mm;,=90. 
Somit nimmt die Gl. (1) folgende endgültige Form an: 


dl 


3 __ —y E 
= 2 Mi: 


Diese Gleichung zeigt, daß bei einer Bewegung des Systems die zeitliche Ableitung des 
Hauptmomentes der Bewegungsgrößen (des Gesamtdrehimpulses) des Systems in bezug 
auf irgendeine Achse gleich der Summe der Momente (oder dem Hauptmoment) aller 
äußeren Kräfte in bezug auf dieselbe Achse ist. Dies ist der Momentensate. 


Sehr wesentlich ist der Umstand, daß die inneren Kräfte, wie wir gesehen haben, 
gleich bei der Aufstellung des Momentensatzes eliminiert werden. Auch dieses Gesetz 
(ähnlich dem Gesetz von der Bewegung des Trägheitszentrums und dem Impulssatz) 
führt uns zu einer Beziehung, die keine inneren Kräfte enthält; darin besteht der 
praktische Wert dieses Theorems. 
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8 92. Eine andere Formulierung des Momentensatzes 


Das soeben aufgestellte Theorem ist (wie wir im weiteren sehen werden) ein äußerst 
geeignetes Mittel zur Erforschung der Drehbewegungen eines starren Körpers. Bevor 
wir jedoch zur Anwendung des Momentensatzes übergehen, werden wir uns im vor- 
liegenden Paragraphen mit einer etwas anderen Formulierung desselben Gesetzes 
beschäftigen, die sich gleichfalls bei einigen Anwendungen als nützlich erweist. Der 
in dem vorhergehenden Paragraphen aufgestellte Momentensatz verbindet das Haupt- 
moment der Bewegungsgröße des Systems in bezug auf irgendeine Achse mit dem 
Hauptmoment der äußeren Kräfte in bezug auf dieselbe Achse. Die zweite Formu- 

lierung des Momentensatzes, die 


2, £ wir im Auge haben, stellt die Ab- 
M. 2 hängigkeit zwischen den Haupt- 
momenten der Bewegungsgrößen 
ze und denen der äußeren Kräfte 
; 


£ her, die auf irgendeinen festen 
Punkt bezogen sind. 


RN 


Wir wollen uns also wiederum 
1) MM, Ag unser bewegtes System M,, M,, 
? ‚ M, (Abb. 152) vorstellen 


und die äußeren Kräfte mit Sr, 


Abb. 152 3”, ..., 9% und die inneren 
Kräfte, die an den Punkten des 
Systems angreifen, mit 3 3% ...,%% bezeichnen. Wählen wir den festen Punkt O 


und stellen das Hauptmoment 2 der Bewegungsgrößen des Systems und das Haupt- 
moment M” aller äußeren Kräfte in bezug auf diesen Punkt zusammen. Wir wollen 
die Abhängigkeit zwischen den Hauptmomenten & und M® ermitteln. 


Natürlich bleibt bei der Bewegung des Systems das Hauptmoment £ nicht konstant. 


Bezeichnen wir das Moment der Bewegungsgröße des Punktes M; in bezug auf 
den Punkt O mit [,, die Momente der Kräfte 3} und %; in bezug auf denselben 
Punkt mit M und M’, und wenden wir auf den Punkt M, den Momentensatz in 
seiner Vektor-Form an (s. $ 29), so erhalten wir: | 


dl; 


r -M LM. 


Hieraus finden wir, wenn wir über alle Punkte des Systems summieren, 


dl; ‚E J 
Ssa-sW4y0 
oder 


- YM+YW. 


d2T; 
di 


$ 93. Die Differentialgleichung der Drehbewegung eines starren Körpers 239 


Andererseits gilt: 
YNn=8, NW — ME, Nm; = MI, 


wobei & das Hauptmoment der Bewegungsgrößen des Systems in bezug auf den 
Punkt O ist, und ME, MY die Hauptmomente der äußeren und inneren. Kräfte in 
bezug auf denselben Punkt sind. Wenn wir bemerken, daß MJ/—=0 ist (da die 
inneren Kräfte paarweise der Größe nach gleich sind und auf an nach ent- 
gegengesetzten Seiten verlaufen), erhalten wir 

de 

ae u 

Dies ist die zweite Formulierung des Momentensatzes. Wir sehen, daß die zeitliche 
vektortelle Ableitung des Hauptmomentes der Bewegungsgrößen des Systems in bezug 
auf einen bestimmten Punkt gleich dem Hauptimoment aller äußeren Kräfte in bezug 
auf denselben Punkt ıst. 

Man kann die Formulierung des Momentensatzes noch ein wenig verändern. Bei 
der Bewegung des Systems verändert das Hauptmoment & der Bewegungsgrößen 
des Systems, allgemein gesagt, mit der Zeit sowohl seine Größe als auch seine Rich- 
tung. Das Ende des Hauptmomentes & (wir bezeichnen diesen Punkt mit A) ver- 
schiebt sich im Laufe der Zeit im Raume und beschreibt eine Kurve (Abb. 152); 
diese Kurve heißt der Hodograph des Hauptmomentes der Bewegungsgröße. Wir 
wollen die Geschwindigkeit ermitteln, mit welcher sich der Punkt A nach dem Hodo- 
graphen verschiebt; diese Geschwindigkeit werden wir mit dem Buchstaben u be- 
zeichnen. 

Die Antwort auf die gestellte Frage wird unmittelbar durch die Gl. (1) gegeben. 
Wir wissen, daß die Geschwindigkeit des Punktes gleich der vektoriellen Ableitung 
seines Radius-Vektors nach der Zeit ist; andererseits ist das Hauptmoment 2 der Be- 
wegungsgröße des Systems der von dem festen Punkt O aus laufende Radius-Vektor 
des Punktes A. Folglich ist 


_ de 
ee 

oder auf Grund der Gl. (1) 
u= Me, 


Wir gelangen zu der folgenden veränderten Formulierung des Momentensatzes: 
Die Geschwindigkeit des Endes des Hauptmomentenvektors der Bewegungsgrößen, der 
in bezug auf einen bestimmten Punkt aufgestellt ıst, ıst proportional dem Hauptmoment 
aller äußeren Kräfte in bezug auf denselben Punkt. Zuweilen wird dieses Resultat 
das Theorem von Resaı genannt. 


S 93. Die Differentialgleiehung der Drehbewegung eines starren Körpers 
um eine feste Achse 
Wir gehen nun zu der Anwendung des Momentensatzes über. Wir stellen uns einen 


starren Körper vor, dessen zwei Punkte 0, und O, unbeweglich befestigt sind 
(Abb. 153). Der Körper kann sich frei um die feste Achse 2 drehen, die durch die 
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Punkte O, und O, hindurchgeht; der Körper kann keinerlei andere Bewegungen aus- 


führen. Nehmen wir an, daß die äußeren Kräfte Sn Er, ...,%% an dem Körper an- 


greifen. Aus der Statik des starren Körpers ist uns bekannt, daß unser Körper unter 
der Einwirkung dieser Kräfte in Ruhe verbleiben wird, wenn die Summe der Momente 
der an ihm angreifenden Kräfte in bezug auf die Drehachse z gleich Null ist. Wenn 
diese Summe der Momente nicht gleich Null ist, wird sich der Körper unter der Ein- 
wirkung der angreifenden Kräfte um 
die z2-Achse drehen. Wir wollen sehen, 
wie diese Drehbewegung des starren 
Körpers zu bestimmen ist. 

Aus der Kinematik wissen wir, daß 
die Drehungen eines starren Körpers 
um eine feste Achse durch eine Glei- 
chung bestimmt werden, die den Dreh-: 
winkel & mit der Zeit it verbindet: 


9=f{f). 


Unsere Aufgabe wird so gelöst, daß 
wir, wenn wir die äußeren am Körper 
angreifenden Kräfte kennen, den Dreh- 
winkel als Funktion der Zeit bestimmen. 

Abb. 153 Zur Lösung dieser Aufgabe benutzen 
wir den Momentensatz. 

Wir wenden den Momentensatz (in seiner ersten Formulierung) auf die Dreh- 
bewegung unseres Körpers an und stellen die Gleichung auf, die dieses Gesetz in 
bezug auf die Drehachse 2 unseres Körpers ausdrückt: 


dl - 
TB a2 


Wir wollen uns nun mit der Berechnung des Hauptmomentes L, der Bewegungs- 
‚größen des rotierenden Körpers in bezug auf die Drehachse 2 befassen. 

Wir wissen, daß das Hauptmoment L, gleich der Summe der Momente der Be- 
wegungsgrößen aller materiellen Punkte ist, die zum gegebenen Körper gehören; 
bezeichnen wir das Moment der Bewegungsgröße eines beliebigen Teilchens M;, des 
Körpers (in bezug auf die z-Achse) mit ],;,, so gilt 


L, = N liz: 


Wir bezeiehnen die Geschwindigkeit des Punktes M,; mit v, und seine Bewegungs- 
größe mit m; v,. Da der Hebelarm der Bewegungsgröße m, v,;, in bezug auf die 
2-Achse gleich dem Abstand r, des Punktes M, von dieser Achse ist, gilt 


= mivin. 


Es ist aber v,;, = r;o, wobei die Winkelgeschwindigkeit der Rotation des Kör- 
pers ist. Folglich ist 


= 2 
,,=mriw. 
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Hieraus folgt: 

L,= N mrio=o mit. 

“Die Summe X m;r? ist nichts anderes als das uns bereits bekannte Trägheits- 
moment des Körpers in bezug auf: die 2-Achse. Bezeichnen wir dieses Trägheits- 
moment mit J, so erhalten wir: 
| L,=Jw, 


d. h., das Hauptmoment der Bewegungsgrößen eines rotierenden Körpers in bezug auf 
die Drehachse ist gleich dem Produkt aus dem Trägheiismomeni des Körpers in bezug 
auf dieselbe Achse und der Winkelgeschwindigkeit. Das ist eine der wichtigsten For- 
meln der Dynamik eines starren Körpers. 

Setzen wir nun den gefundenen Ausdruck für das Hauptmoment L,in den linken 
Teil der Gleichung, die den Momentensatz ausdrückt, ein, so erhalten wir: 


do 
I AU (1) 


Wir sehen, daß in der Zahl der äußeren Kräfte außer den gegebenen Kräften 3 
SE ..., 3% auch noch die Reaktionen der Stützpunkte O, und O, enthalten sein 


müssen. Die Momente dieser Reaktionen sind jedoch in bezug auf die z-Achse gleich 
Null. Folglich sind im rechten Teil der soeben aufgestellten Gleichung nur die Momente 
der gegebenen Kräfte enthalten. 


Wenn wir im Auge behalten, daß 


W = —— 


ist, wobei @ der Drehwinkel ist, können wir die gewonnene Gleichung auf folgende Art 
umschreiben: 
do “LE 
N an — > Min. (2) 
'Somit können wir, wenn wir die am Körper angreifenden äußeren Kräfte kennen, 
die zweite Ableitung des Drehwinkels nach der Zeit ermitteln. Integrieren wir die 
gewonnene Gleichung, so finden wir den Drehwinkel als Funktion der Zeit, und 
damit ist die Drehbewegung des Körpers bestimmt. Natürlich treten beim Integrieren 
zwei willkürliche Konstanten auf, die aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden 


d 
müssen, d. h. aus den Anfangswerten von @ und ar 
Die Gl. (1) oder. (2) heißt Differentialgleichung der Rotation eines starren Körpers 
um eine feste Achse. 
Nehmen wir an, daß die Summe der Momente der äußeren Kräfte in bezug auf die 
Drehachse gleich Null ist; dann erhalten wir aus der Gl. (1): ’ 


dw 


rn 

worausw = const folgt. Also rotiertin diesem Fall der Körper gleichförmig. Im Spezial- 
fall kann const = 0 sein; dann ist ® = 0, der Körper bleibt in Ruhe, und wir erhalten 
den im Lehrbuch der Statik untersuchten Fall. 


242 XVI. Der Momentensatz 


$ 94. Die Bestimmung des Reibungskoeiffizienten in Lagern 


Als Beispiel für die Anwendung der Differentialgleichung der Rotation eines starren 
Körpers wollen wir ein Verfahren betrachten, das zur Bestimmung des Reibungs- 
koeffizienten in Lagern angewandt wird. 


Eine kurze Welle mit an den Enden aufgesetzten schweren Scheiben A und 5 
ruht in einem Lager (Abb. 154). Die Welle wird auf eine große Winkelgeschwindig- 
keit gebracht und darauf sich ‚selbst überlassen. Infolge der Reibung im Lager 
verlangsamt sich die Drehung der Welle allmählich. Beim Beobachten dieser ver- 
längsamten Drehung wird die Anzahl der Umdrehungen, 
welche die Welle in bestimmten Zeiträumen (z. B. in je 
30 s) macht, vermerkt. Wir wollen sehen, wie man nach 
diesen Angaben den Reibungskoefflizienten im Lager 
SSSSSSSS bestimmen kann. 

7770074 


LED 
III N | 


Wir wenden die im vorhergehenden Paragraphen auf- 
gestellte Differentialgleichung der Drehbewegung auf 
die verlangsamte Drehung unserer Welle an. 


Die äußeren an der Welle angreifenden Kräfte sind 
ihr Gewicht B, die normale Reaktion N des Lagers und 
Abb. 154 die Reibungskraft %. Die Momente der Kräfte ® und V 

in bezug auf die Drehachsen der Welle sind gleich Null, 

das Moment der Reibungskraft % aber ist gleich — Fr, wobeir der Radius des Zapfens 
ist. Bezeichnen wir das Trägheitsmoment der Welle (mit den Scheiben A und B) in 
bezug auf die Drehachse mit J, so gilt die Differentialgleichung der Drehbewegung 


Wenn wir F = fP annehmen, wobei f der gesuchte Reibungskoeffizient und 
J= = rıist, wobei r, der Trägheitsradius der Welle (mit den Scheiben) in bezug auf 


die Drehachse ist, dann erhalten wir 


d o 
EA SE oder GO 2. 
dt r} 


Könnte man den Reibungskoeffizienten f als konstante Größe ansehen, so würde 
die Integration dieser Gleichung keine Schwierigkeiten bereiten. Tatsächlich ergibt 
sich, wenn wir f als konstant annehmen und integrieren: 


igr 


W = — 


I+C, 


E 


wobei C eine willkürliche Konstante ist. Die Konstante C bestimmen wir aus den 
Anfangsbedingungen. Wir bezeichnen die ursprüngliche Winkelgeschwindigkeit, die 
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der Welle mitgeteilt wurde, mit @,. In diesem Falle ist » = », beit = 0. Wenn wir 
in der soeben gewonnenen Gleichung t = 0 und» = w, annehmen, finden wir © = 
und gewinnen endgültig: 


igr 
= WW, — t 
7 

Wir wollen annehmen, daß die Welle nach 7 s, nachdem ihr die Anfangs-Winkel- 
geschwindigkeit &, mitgeteilt worden war, stehenblieb. Setzen wir? = Tundo = 
in die letzte Gleichung ein, so erhalten wir: 


2 
@oTr7 


f= 


gr T 


Nach dieser Gleichung könnte der Reibungskoeffizient berechnet werden, wenn 
man ihn als konstante Größe annähme. Tatsächlich aber verändert sich der Reibungs- 
koeffizient im Lager in ziemlich weiten Grenzen mit der Veränderung der Winkel- 
geschwindigkeit der Welle, und durch die gewonnene Gleichung wird nur ein ge- 
gewisser Mittelwert dieses Koeffizienten bestimmt. Bei der von uns beobachteten 
verlangsamten Drehung der Welle verändert sich der Reibungskoeffizient f ständig. 
Wir wollen sehen, wie die Werte des Koeffizienten / für verschiedene Werte der Winkel- 
geschwindigkeit » auf Grund jener Beobachtungsdaten zu bestimmen sind, von 
denen am Anfang des Paragraphen die Rede war. 


Wir kehren zur Differentialgleichung 


do fgr 
de „2 


zurück. 


d 
Die Ableitung —— ist nichts anderes als die Winkelbeschleunigung e. Folglich ist 


Zn igr 
17 
woraus 
nn S r] 
gr 
folgt. 


Somit wird die Berechnung des Koeffizienten / auf die Berechnung der Winkel- 
beschleunigung e zurückgeführt. Um zu erklären, auf welche Art man, wenn auch nur 
annähernd, die Winkelbeschleunigung & berechnen kann, wollen wir ein Zahlen- 
beispiel wählen: 

Bei einer experimentellen Bestimmung des Reibungskoeffizienten im Lager, die 
nach der angegebenen Art durchgeführt wurde, ist nach je 30 s die Anzahl der Um- 
drehungen der Welle vermerkt worden. Die beobachteten Umdrehungszahlen (d.h. 
die beobachteten Werte des Drehwinkels @) sind in der Tabelle 10 angeführt. 
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Tabelle 10 


| Ä | 
(min) |o(Umdr.)|| i(min) |® (Umdar.)|| £(min) |p(Umdr.)|| t(min) | (Umdr.) 


0 u) 5 9167 10 3486 15 4315 
0,5 275 5,5 9328 10,5 3588 15,5 4379 
1 535 6 2482 11 3685 16 4440 
1,5 781 6,5 2629 11,5 | 3777 16,5 . 4497 
2 1013 7 9769 12 3865 17 4550 
2,5 1232 1,5 2902 12,5 3949 17,5 4598 
3 1439 8 3029 13 4029 18 4640 
3,5 1635 8,5 3150 13,5 4105 18,5 4673 
4 1821 9 3267 14 4178 19 4697 
4,5 1998 95 3379 14,5 4248. 


Die Welle blieb nach 19 Minuten 14 Sekunden stehen, nachdem sie 4702 Um- 
drehungen gemacht hatte. 

Wir wollen die mittlere Winkelgeschwindigkeit der Welle im Zeitraum vom 
Augenblick i = 0 bis zum Augenblick t = 0,5 min ermitteln. Diese mittlere Winkel- 
geschwindigkeit ist gleich 

275 


= 550 1 . 
4) 0,5 U/min 


Wenn wir einen kleinen Fehler zulassen, können wir annehmen, daß die Winkel- 
geschwindigkeit der Welle in einem bestimmten Augenblick zwischen t = O0 und 
ti = 0,5 min, und zwar zur Zeit = 0,25 min, diesen Wert hatte. Genauso finden 
wir, daß im Augenblick it = 0,75 min die Winkelgeschwindigkeit: der Welle (annähernd) 
gleich 

535 — 275 
0— a — = 520 U/min 
war. 

Wir wollen nun die mittlere Winkelbeschleunigung der Welle im Zeitraum zwischen 
t = 0,25 min und it = 0,75 min ermitteln. Es gilt: 


520 — 550 a 
a ao ern /min i 

Wenn wir wieder einen kleinen Fehler zulassen, nehmen wir an, daß dies die 
Winkelbeschleunigung der Welle zwischen t = 0,25 min und # = 0,75 min war, d.h. 
zur Zeit # = 0,5 min. Durch Interpolation können wir auch die Winkelgeschwindig- 
keit, die diesem Augenblick entspricht, bestimmen; sie ist gleich 


550 + 520 
(za  ———— 


5 — 535 U/min. 
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Also entspricht (annähernd) dem Augenblick t = 0,5 min die Winkelgeschwindig- 
- keit & = 555 U/min und die Winkelbeschleunigung &e = — 60 U/min? Auf die 
gleiche Art können wir die Werte der Winkelgeschwindigkeit und der Winkelbeschleu- 
nigung für die Augenblicke {= 1 min, 1,5 min, 2 min usw. errechnen. Die Resultate 
der Berechnungen sind in der Tabelle 11 angeführt. 


Tabelle 11 
i (min) .o (U/min) e (U/min?) i (min) & (U/min) e (U/min?) 

0,5 535 — 60 10 209 — 20 
1 506 — 56 10,5 199 — 20 
1,5 Ä 478 ° — 56 11 189 — 20 
2 451 — 52 11,5 180 — 16 
2,5 426 — 48 12 172 — 16 
3 403 — 44 12,5 164 — 16 
3,5 382 — 40 | 13 156 — 16 
4, 363 — 86 13,5 149 — 12 
4,5 346 — 82: 14 143 — 12 
5 330 — 32 14,5 137 — 12 
5,5 315 — 28 15 131 — 12 
6 301 — 28 155 125 — 12 
6,5 287 — 28 16 118 — 16 
7 273 — 28 16,5 110 — 16 
7,5 260 — 24 17 101 — 20 
8 248 — 24 17,5 90 — 24 
8,5 238 — 16 18 75 — 36 
I 229 — 20 18,5 57 .— 86 
9,5 219 — 20 


Schon der Verlauf der Änderung der Winkelbeschleunigung e weist darauf hin, daß 
sich bei Verringerung der Winkelgeschwindigkeit der Reibungskoeffizient zuerst ver- 
ringert, danach aber (bei kleinen Winkelgeschwindigkeiten) wieder anwächst. Um die 
Größe des Koef’izienten / nach der Gleichung 


zu berechnen, muß man natürlich die Winkelbeschleunigung e in absoluten Einheiten 
ausdrücken. Bei dem durchgeführten Experiment warr =6cm,r, = 36,4 cm; mit 


n ; Ei ; | N 
diesen Daten ergibt sich f = — 0,225 e, wobeie die Dimension — haben muß. Bei 
S ; 


wo = 535 U/min ist e = — 60 U/min? = — 1,105 — und folglich ist 
E 


= 0,235 - 0,105 = 0,0%. 


17 Nikolai II 
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I | 
Bei » = 137 U/min haben wir e = — 12 U/min? = — 0,021 —, woraus 
f = 0,0047 folst. ; 
In der Abb. 155 ist die Abhängigkeit des Reibungskoeffizienten / von der Winkel- 
geschwindigkeit der Welle graphisch dargestellt. Die auf die angegebene Weise be- 


Abb. 155 


rechneten Werte des Koeffizienten f sind mit Punkten bezeichnet; die stetige Kurve, 
die durch die konstruierten Punkte gelegt ist, stellt die Abhängigkeit des Reibungs- 
koeffizienten / von der Winkelgeschwindigkeit w dar. 


5 95. Die Bestimmung der Trägheitsmomente nach dem Schwingungs- 
verfahren 


Eine der Methoden der experimentellen Bestimmung der Trägheitsmomente starrer 
Körper besteht darin, daß der zu untersuchende Körper so aufgehängt wird, daß er 
in Form eines Pendels um die Achse schwingen kann, bezüglich der das Trägheits- 
moment bestimmt werden soll. Wenn man die Schwingungsdauer des Körpers mißt, 
kann man daraus das gesuchte Trägheitsmoment bestimmen. 


Abb. 156 


Wir nehmen an, daß das Trägheitsmoment der Kurbelstange AB einer Dampf- 
maschine in bezug auf die Achse B des Kreuzkopfzapfens bestimmt werden soll 
(Abb. 156). Die Kurbelstange AB wird so aufgehängt, daß die Achse B horizontal 
verläuft. Diese Achse wird starr befestigt (Abb. 157). Wenn man nun die Kurbel- 
stange aus ihrer senkrechten Gleichgewichtslage lenkt, wird sie wie ein Pendel 
schwingen, wobei sie sich um die Achse B dreht. Wir wollen die Schwingungsdauer 
der kleinen Schwingungen der Kurbelstange berechnen. 
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Wir werden nun die Differentialgleichung der Schwingungen unserer Kurbelstange 
aufstellen und dazu die Differentialgleichung der Drehbewegung des starren Körpers 
benutzen. 


Wir bezeichnen das Gewicht der Kurbelstange mit P, den Abstand BC ihres 
Schwerpunktes © von der Achse B mit a und das gesuchte Trägheitsmoment mit J. 
Die an der Kurbelstange AB angreifenden äußeren Kräfte sind: die Schwerkraft ® 
und die Reaktion der festen Achse B. Das Moment dieser Reaktion in bezug auf 
die Achse B ist gleich Null, das Moment der Schwerkraft ®B in bezug auf dieselbe 
Achse ist gleich — Pa sin 9, wobei @ der von der Gera- 
den BC mit der Vertikalen gebildete Winkel ist (d.h. 
der Winkel der Abweichung der Kurbelstange von 
der Gleichgewichtslage). Nehmen wir den Winkel 
als Drehwinkel an, so erhalten wir die Differential- 
gleichung der Drehbewegung 


Jö= — Pasin, 


durch welche die Schwingungen der Kurbelstange 
bestimmt werden. 

Im Fall von Schwingungen mit kleiner Amplitude 
können wir annähernd sin @ = @ setzen und erhalten 
damit die Gleichung 


Jö +Pay=0 


oder 


DECKER, Abb. 157 
7 


Die Gleichung dieser Form ist uns aus der Theorie der freien Schwingungen des 
materiellen Punktes bekannt (s. $ 31). Dieser Gleichung. entsprechen harmonische 
Schwingungen, deren Frequenz k gleich 


i je 

-Y% 

ist. | 
Folglich wird die Schwingungsdauer 7 der kleinen Schwingungen der Kurbelstange 


durch die Gleichung 
Te2 2 
OR Pa 


ET P EN 
Wenn wir hier J = — 7 annehmen, wobei r, der Trägheitsradius der Kurbelstange 


bestimmt. 


g 
in bezug auf die Achse B ist, dann gilt: 


L2* 
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Hieraus folgt, daß wir, wenn wir die Größe a kennen und aus Beobachtungen die 
Schwingungszeit T bestimmt haben, den Trägheitsradius r, nach 
ga 
mE K 7 
bestimmen können. 


Haben wir r, bestimmt und kennen wir das Gewicht P, so finden wir das gesuchte 
Trägheitsmoment der Kurbelstange nach der Gleichung 


Wir wenden diese Erwägungen auf ein Zahlenbeispiel an und nehmen an, daß 
P=94kg, a = 121,55 em ist; die beobachtete Anzahl von Schwingungen in der 
Minute war gleich 23°/,. Hieraus erhalten wir: 


T % 2,53 
ge 
und damit aus obigen Gleichungen 
rı=139cm, J=185kgcms?. 


S 36. Der Momentensatz bei der Relativbewegung eines Systems in bezug 
auf sein Trägheitszentrum 


Wir haben bereits im $ 74 gesehen, daß es in einigen Fällen zweckmäßig ist, die 
absolute Bewegung eines Systems als aus der Translativbewegung „zusammen mit 
dem Trägheitszentrum‘ und der Relativbewegung ‚in bezug auf das Trägheits- 
zentrum‘ zusammengesetzt zu betrachten. Wir erinnern daran, daß wir unter der 
Relativbewegung ‚in bezug auf das Trägheitszentrum‘“ die Relativbewegung eines 
Systems in bezug auf die sich zusammen mit dem Trägheitszentrum fortschreitend 
bewegenden Achsen verstehen. 


Die Dynamik der Relativbewegung wurde von uns im Kapitel VIII betrachtet. 
Wenn (wie im gegebenen Fall) die Translativbewegung eine fortschreitende ist, 
können wir die Relativbewegung des materiellen Punktes unter der Bedingung als 
absolute Bewegung betrachten, daß die Wirkung der translativen Trägheitskraft zu 
der Wirkung der äußeren Kräfte hinzugefügt wird. Dann dürfen wir alle jene Resul- 
tate, die wir für die absolute Bewegung des Systems ermittelt haben, bei der Relativ- 
bewegung des Systems ‚in bezug auf das Trägheitszentrum‘‘ anwenden, wenn wir die‘ 
translativen Trägheitskräfte zu den auf alle Punkte unseres Systems einwirkenden 
Kräften hinzufügen 


Wir greifen aus diesen Resultaten den Momentensatz heraus und wenden ihn bei 
der Relativbewegung des Systems in bezug auf sein Trägheitszentrum an. 
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Wir stellen uns ein sich bewegendes mechanisches System M,, Ma, ... ,M, vor 
und bezeichnen sein Trägheitszentrum mit © (Abb. 158). Wir legen durch den PunktC 
die zueinander senkrechten Achsen £, n, & und stellen uns vor, daß diese Achsen sich 
zusammen mit dem Punkte C fortschreitend bewegen; dabei werden wir annehmen, 
daß die Achsen £, n, & parallel zu den festen Achsen x, y und z bleiben. Wir wollen die 
Relativbewegung unseres Systems in bezug auf die Achsen &, n, & betrachten (in der 
Abb. 158 sind die relativen Bewegungsbahnen der Punkte M,, M,,.-.., M, gekenn- 


Abb. 158 


VA 


zeichnet; diese Kurven sind unveränderlich mit den Achsen £, n, & verbunden und neh- 
men an deren fortschreitender Bewegung teil). Wir bezeichnen die äußeren Kräfte, die 


an den Punkten des Systems angreifen, mit Sn, 32, KEN TE und die inneren Kräfte 


En Br ER J 
mit 9, dp: Sn 

Wenn wir auf die Relativbewegung unseres Systems den Momentensatz anwenden 
wollen, müssen wir zu den wirkenden äußeren Kräften die translativen Trägheits- 


kräfte 7,» Sie. » 31m hinzufügen. Da die translativen Beschleunigungen aller 
Systempunkte gleich der Beschleunigung w, des Punktes C sind, so sind die erwähnten 
translativen Trägheitskräfte gleich 

= Mm, 37 = —_ MW +5 Hn= - MD: 


2 


Nach dem Momentensatz ist die zeitliche Ableitung des Hauptmomentes der Be- 
wegungsgröße des Systems (in seiner Relativbewegung) in bezug auf irgendeine Achse 
gleich der Summe der Momente aller äußeren Kräfte, zu denen auch die translativen 
Trägheitskräfte in bezug auf dieselbe Achse hinzugezählt werden müssen. Natürlich 
wird die Bezugsachse dabei als mit den Achsen &, n, & fest verbunden vorausgesetzt, so 
daß sie an der fortschreitenden Bewegung dieser Achsen teilnimmt. Wir werden zeigen, 
daß die Summe .der Momente aller translativen Trägheitskräfte in bezug auf diese 
Achse gleich Null ist, wenn die Achsen, auf welche die Momente bezogen werden, 
durch das Trägheitszentrum © hindurchgehen. 
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Aus der Statik des starren Körpers ist bekannt, daß die Summe der Momente der 
Komponenten gleich dem Moment der Resultierenden ist. Wenn man aber die Kräfte 
Ip Bin: » Son nach den Regeln der Statik addiert und im Auge behält, daß alle 
diese Kräfte parallel und proportional den Massen m,, ms, ...... , m, der Systempunkte 
sind, finden wir (genauso wie im analogen Fall im $ 59), daß die Resultierende der 
Kräfte %7, Wie: -- » Yıingleich ihrer Summe M w, ist, wobei M die im Trägheits- 
zentrum © konzentriert gedachte Masse des ganzen Systems ist. Hieraus folgt, daß 
das Moment dieser Resultierenden in bezug auf jede durch das Trägheitszentrum 
hindurchgehende Achse gleich Null ist. 

Wenn wir also die Momentenbezugsachse so wählen, daß sie durch das Trägheits- 
zentrum © hindurchgeht, dann wird das ergänzende Glied im Momentensatz, das von 
den translativen Trägheitskräfiten abhängt, zu Null. Der Momentensatz hat dann die 
gleiche Form wie bei der absoluten Bewegung des Systems. 

Wählen wir z. B. die Z-Achse als Momentenbezugsachse. Wenn wir den Gesamt- 
drehimpuls des Systems (in ihrer Relativbewegung) in bezug auf diese Achse mit 


L,; und die Momente der Kräfte Ta 3, ...,%% in bezug auf dieselbe Achse mit 


'M ns M = BR er bezeichnen, erhalten wir die Gleichung 
AL 
a zMe 


Wir gehen nun zur zweiten Formulierung des Momentensatzes über. 

Wir bezeichnen den Gesamtdrehimpuls (natürlich in der Relativbewegung des 
Systems) in bezug auf den Punkt C mit 2,. Da die Summe der Momente der 
Kräfte %7,, Sie --- 31m in bezug auf den Punkt C gleich dem Moment ihrer 
Resultierenden in bezug auf denselben Punkt ist, dieses Moment aber in bezug auf 
das relative Trägheitszentrum gleich Null ist, so ist folglich auch das zusätzliche Glied, 
das von den translativen Trägheitskräften abhängt, Null. Bezeichnen wir die relative 
Geschwindigkeit des Endpunktes des Momentenvektors 2, mit u, und das Haupt- 


moment der äußeren Kräfte 3, Sr ...,%7 in bezug auf den Punkt © mit ME, so 


erhalten wir 
vV,= ME, 


Also bleibt der Momentensatz ohne jede Veränderung bei der von uns betrach- 
teten Relativbewegung des Systems unter der Bedingung anwendbar, daß die 
Momentenbezugsachse (in der ersten Formulierung dieses Satzes) durch das Träg- 
heitszentrum des Systems hindurchgeht und das Momentenzentrum (in der zweiten 
Formulierung) mit dem Trägheitszentrum zusammenfällt. 


5 97. Einige Schlußfolgerungen aus dem Momentensatz 


Wir stellen uns ein kräftefreies mechanisches System vor, d. h. ein System, auf das 
keinerlei äußere Kräfte einwirken. Im $ 85 haben wir gesehen, daß das Trägheits- 
zentrum eines solchen Systems sich geradlinig und gleichförmig bewegen muß. 


$ 97. Einige Schlußfolgerungen aus dem Momentensatz 251 


Wenn. wir die Relativbewegung des kräftefreien Systems in bezug auf sein Träg- 
heitszentrum betrachten, müssen. wir die weitere Schlußfolgerung ziehen, daß das 
Hauptmoment der Impulse des Systems in dieser ihrer Relativbewegung, bezüglich 
des Trägheitszentrums nach Größe und Richtung konstant bleiben muß. 


Tatsächlich verschwindet das Hauptmoment MZ# der äußeren Kräfte in bezug auf 
das Trägheitszentrum, wenn äußere Kräfte fehlen. Aus dem Momentensatz (in seiner 
zweiten Formulierung) folgt, daß die relative Geschwindigkeit u, des Endpunktes 
des Drehimpulsvektors bezüglich des Trägheitszentrums gleich Null ist. Das bedeutet, 
daß das: Hauptmoment 2, seine konstante Größe und unveränderliche Richtung 
beibehält. Ein Beispiel für ein kräftefreies System ist das Sonnensystem. Die Ebene, 
die durch das Trägheitszentrum des Sonnensystems hindurchgeht und senkrecht 
zu der unveränderlichen Richtung des Hauptmomentes der Bewegungsgrößen des 
Sonnensystems läuft, wurde von LarLace ‚unveränderliche Ebene“ genannt. 


Das Hauptmoment ME der äußeren Kräfte bezüglich des Trägheitszentrums wird 
auch in dem Fall zu Null, wenn die Schwerkraft die einzige am System angreifende 
äußere Kraft ist. Folglich müssen wir auch in diesem Fall die Schlußfolgerung von 
der Unveränderlichkeit der Größe und der Richtung.des Gesamtdrehimpulses &, des 
Systems bezüglich des Trägheitszentrums ziehen; das Hauptmoment der Bewegungs- 
größen in bezug auf eine beliebige Achse, die durch das Trägheitszentrum hindurch- 
geht, muß ebenfalls ihre konstante Größe bewahren. Im $ 85 haben wir gesehen, 
dab der einen Sprung ausführende Turner durch keinerlei Körperbewegungen die 
parabolische Bewegung seines Schwerpunktes verändern kann. Nun können wir 
hinzufügen, daß es keinerlei Körperbewegungen dem Turner gestatten werden, während 
des Sprunges das Hauptmoment &, der Bewegungsgrößen in bezug auf seinen Schwer- 
punkt zu verändern. | | 

‚Stellen wir uns einen Tänzer vor, der in der Luft eine Pirouette ausführt. Wir be- 
zeichnen die Winkelgeschwindigkeit bei. der Drehung des Körpers des Tänzers um die 
vertikale Achse Z, die durch seinen Schwerpunkt hindurchgeht, mit'o, das Trägheits- 
moment des Körpers des Tänzers in bezug auf dieselbe Achse mit J. In einem solchen 
Falle hat das Hauptmoment L,. der Bewegungsgrößen in bezug auf die Achse Z die 
Größe 

I,:= Jo. 


Diese Größe bleibt während des Sprunges konstant. Der Tänzer kann die Winkel- 
geschwindigkeit » verändern, wenn er das Trägheitsmoment J verändert (wenn er 
die Arme streckt oder einzieht); aber wenn im Anfangsaugenblick = 0 war, dann 
bleibt während der ganzen Zeit des Sprunges die Winkelgeschwindigkeit gleich Null. 

Um eine Pirouette zu machen, muß sich der Tänzer eine gewisse Winkelgeschwindig- 
keit im Augenblick des Ablösens vom Fußboden geben. 


Kann ein Mensch, der unbeweglich auf einer absolut glatten horizontalen Ebene 
steht, sich um eine vertikale Achse drehen, die durch seinen Schwerpunkt hindurchgeht ? 
Auf den ersten Blick — nein: Die einzigen äußeren Kräfte, die am Körper des Menschen 
angreifen, sind die Schwerkraft und die vertikale Reaktion der Ebene; die Momente 
dieser beiden Kräfte in bezug auf die durch den Schwerpunkt des Körpers des Men- 
schen hindurchgehende vertikale Achse Z£ sind gleich Null, woraus folgt, daß die 
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Größe L,. = Jo (wobei J das Trägheitsmoment des Körpers des Menschen in bezug 
auf die Achse £ und » seine Winkelgeschwindigkeit ist) ihren konstanten Wert bei- 
behält. Wenn im Anfangsaugenblick »® = 0 ist, bleibt die Winkelgeschwindigkeit 
beständig gleich Null. | 


Jetzt stellen wir uns jedoch vor, daß ein auf einer glatten horizontalen Ebene 
stehender Mensch den Arm über seinen Kopf dreht, indem er mit ihm Kreise in der 
horizontalen Ebene beschreibt. Bezeichnen wir das Trägheitsmoment des Armes in 
bezug auf die Achse £ mit J, und das Trägheitsmoment des übrigen Körpers mit J,, 
die Winkelgeschwindigkeit des Armes und des Körpers entsprechend mit &, und w,, 
so erhalten wir: 

L,:= Jhhwı, + hw=). 

Für &, < 0 folgt w, > 0; das bedeutet, daß sein Körper sich um die Achse £ im 
Uhrzeigersinn drehen wird, wenn der Mensch seinen Arm entgegen dem Uhrzeigersinn 
dreht. Natürlich sind die Zahlenwerte der Winkelgeschwindigkeiten &, und w, um- 
gekehrt proportional den Trägheitsmomenten J, und J;. 


Auf ähnliche Weise hätte sich der Tänzer, von dem weiter oben die Rede war, eine 
(allerdings unbedeutende) Winkelgeschwindigkeit während seines Sprunges mitteilen 
können. Auf analoge Art erklärt sich auch die Fähigkeit einer Katze, während des 
Fallens sich umzudrehen, wenn sie mit den Pfoten nach oben aus einer gewissen Höhe 
herabfällt. = 


$ 98. Die Differentialgleichungen der ebenen Bewegung eines starren 
Körpers 


Wir stellen uns einen starren Körper vor, der eine Bewegung in der Ebene ausführt. 
Wir nehmen jene Ebene als Zeichnungsebene an, die durch das Trägheitszentrum des 
Körpers hindurchgeht und in der die Bewegung des Körpers stattfindet. Als Schnitt 
dieses Körpers mit der Ebene erhalten wir eine ebene Figur, zu der auch das Träg- 
heitszentrum CO des Körpers gehört (Abb. 159). Wir zerlegen die absolute Bewegung 
des Körpers in die Translationsbewegung ‚zusammen mit dem Trägheitszentrum‘ 
und in die Relativbewegung ‚‚in bezug auf das Trägheitszentrum‘“. Die erste dieser 
Bewegungskomponenten ist eine fortschreitende Bewegung, die zweite eine Rotation 
um die Achse, die durch das Zentrum C hindurchgeht und senkrecht zur Zeichnungs- 
ebene steht. Die fortschreitende Bewegung zusammen mit dem Trägheitszentrum ist 
vollständig bestimmt, wenn die Koordinaten x, und y, des Trägheitszentrums, be- 
zogen auf diefesten Achsen x und y, als Funktionen der Zeit bekannt sind; der drehende 
Teil der Bewegung des Körpers aber wird durch das Vorgeben des Drehwinkels o als 
Funktion der Zeit, bestimmt. Also wird die ebene Bewegung des Körpers voll und 
ganz durch das Vorgeben der drei Größen x,, y,. und g als Funktionen der Zeit 
bestimmt: 


hl) eh)  P=hll: 


Wir wollen nun voraussetzen, daß uns die auf den gegebenen Körper einwirkenden 
Kräfte gegeben sind und wollen sehen, wie. die Größen x,, y, und g als Funktionen 
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der Zeit zu bestimmen sind. Zur Bestimmung der Koordinaten z, und y, des Träg- 
heitszentrums benutzen wir das Gesetz von der Bewegung des Trägheitszentrums. 
Nach diesem Gesetz ist 


ME=- NN, Mi=YY, 


wobei M die Masse des Körpers ist und YX? und YY? die Summen der Kom- 
ponenten der äußeren an diesem angreifenden Kräfte auf der &- bzw. y-Achse sind. 


Zur Bestimmung des Drehwinkels @ benutzen wir den Momentensatz der Relativ- 
bewegung des Körpers in bezug auf sein Trägheitszentrum. Bezeichnen wir die durch 
das Trägheitszentrum CO gehende Achse, die 
senkrecht zu der Zeichnungsebene verläuft, ) 
mit Z, so folgt: 


dl 


E 
dt = Mir; 


wobei Z,; das Hauptmoment der Bewegungs- 
größen in bezug auf die Achse & und FM a 
die Summe der Momente der an dem Körper 0 
angreifenden Kräfte in bezug auf dieselbe Abb. 159 
Achse ist. 

Nun ist aber die Relativbewegung des Körpers in bezug auf das Trägheitszentrum 
die Rotation um die Achse £. Eingedenk des im 893 bei der Betrachtung der rotieren- 
den Bewegung eines starren Körpers aufgestellten Resultates schließen wir, dab 


IL, = J.@ 


ist, wobei J, das Trägheitsmoment des Körpers in bezug auf die Achse £ und » seine 
Winkelgeschwindigkeit ist. Somit stellen wir aus der Gleichung, die den Momenten- 
satz ausdrückt, die Differentialgleichung der Rotation um die Achse £ auf: 


do E 
Te 3 


J 


Wenn wir noch im Auge behalten, dab » = = ist, kommen wir endgültig zu den 
folgenden Differentualgleichungen der ebenen Bewegung eines starren Körpers: 
Mi,= X; 
Mi,=YY, 
„= N Mi. 


Durch Integration dieser Gleichungen können wir die Größen x, y, und o als 
Funktionen der Zeit bestimmen. Dies sind die Differentialgleichungen der ebenen 
Bewegung eines starren Körpers. 
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‘8 99. Die Bewegung eines Radsatzes 


Als Beispiel für die Anwendung der Differentialgleichungen der ebenen Bewegung 
eines starren Körpers wollen wir die Frage nach der Bewegung eines Radsatzes be- 
handeln, die bereits im $ 78 berührt worden ist. 

An der Achse eines Radsatzes, der sich auf einem horizontalen Schienenstrang 
befindet, greift die horizontale Kraft ‘% an (Abb. 160). Wir bezeichnen das Gewicht 
des Radsatzes mit B, den Radius der Räder mit a, den Trägheitsradius des Satzes in 
bezug auf seine Achse mit r,. Wir nehmen an, daß sich der Radsatz im Anfangs- 

augenblick in Ruhe befand und wollen klär- 
stellen, ob der Radsatz unter der Einwirkung 
der Kraft % ohne zu gleiten rollen wird oder 
ob ein Gleiten der Räder auf den Schienen 
stattfinden wird. 

Um diese Frage zu beantworten, stellen 
wir die Diiferentialgleichung der Bewegung 
„des Radsatzes auf. Wir richten die &-Achse 
längs des Schienenstranges und die y-Achse 
vertikal nach oben. Wenn wir beachten, daß 

Abb. 160 die an dem Radsatz angreifenden äußeren 

Kräfte die Kraft %, das Gewicht ® des 

Satzes, die Normalreaktion N der Schienen und die Reibungskraft T (den Roll- 

widerstand werden wir vernachlässigen) sind, erhalten wir die Differentialgleichungen 
der Bewegung des Radsatzes 


Y 


mä.=F-T,, 
mio — — Ta, 


wobei m die Masse des Radsatzes ist. 

Da die Koordinate y, = a eine konstante Größe ist, wird 5, = 0, und aus der 
zweiten Gleichung erhalten wir N =P. | 

Wir setzen nun voraus, daß der Radsatz unter der Einwirkung der Kraft‘ ohne 
zu gleiten rollt. In dem Falle erscheint der Berührungspunkt des Rades mit den 
Schienen als momentanes Geschwindigkeitszentrum der Bewegung des Rades. Da die 
Geschwindigkeit des Zentrums des Rades z, die Rotationsgeschwindigkeit um das 
momentane Geschwindigkeitszentrum sein muß, erhalten wir 


= —ıam. 


Diese Abhängigkeit zwischen z, und w gestattet, die Kraft 7 für den Fall zu be- 
stimmen, in dem der Radsatz ohne zu gleiten rollt. Differenzieren wir die letzte Glei- 
chung nach der Zeit, so erhalten wir &, = — ao. Die Substitution dieses Ausdrucks 
für &, in der ersten Gl. (1) führt zu der Gleichung | 


- ma»o=F-T. 
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Wir multiplizieren nun diese Gleichung mit r7 und fügen die .dritte Gl. (1) hinzu, 
nachdem wir vorher letztere mit a multipliziert haben. Dann wird die Größe & 
eliminiert, und wir erhalten 


Fri — T(rj +a?)= 0 
und daraus: 
y2 
2 ER 
a?+r7 


Dies ist die Reibungskrait T für den Fall, daß der Radsatz ohne zu gleiten rollt. 
Die Reibungskraft T aber muß die Ungleichung T < fN befriedigen oder, daN = P 
ist, 
wobei / der Reibungskoeffizient zwischen 
dem Rade und der Schiene ist. Hieraus 
erhalten wir die Bedingung 


1] 
F IP 
a?-+r7 0 
oder 
a? -+r7 
F<jPp _—. Abb. 161 
1 


Somit hängt die Art der Antwort auf die am Anfang dieses Paragraphen 
gestellte Frage von der Größe der am Radsatz angreifenden Kraft % ab. Wenn die 
Kraft % den soeben gewonnenen Grenzwert nicht übersteigt, wird der Radsatz ohne 
zu gleiten rollen; andernfalls wird er unter gleichzeitigem Gleiten auf den Schienen 
rollen. Für einen Radsatz, bei dem P = 1000 kg, r? = 0,55 a? und f = 0,24 ist, hat 
der Grenzwert der Kraft F den Wert 

’ 5 2 
Leere: 
7 


IP: 


‘Genauso kann die Frage von der Bewegung eines Radsatzes betrachtet werden, 
wenn anstatt der Kraft % irgendein Drehmoment M angreift (Abb. 161); unter ähn- 
lichen Bedingungen befinden sich die Treibräder der Lokomotive. Nun erscheinen als 
äußere Kräfte ein Kräftepaar mit dem Moment M, die Schwerkraft PB, die Normal- 
reaktion N der Schienen und die Reibungskraft T (es muß vermerkt werden, daß 
in der Abb. 161 die Reibungskraft T eine Richtung hat, die der von Abb. 160 entgegen- 
gesetzt verläuft). Die Differentialgleichungen lauten also 


miä.=T, 


mıio=Ta—M, 
wobei N = P ist. 
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Wenn der Radsatz ohne zu gleiten rollt, ist &, = — @w. Setzen wir dies ein und 
eliminieren &, so erhalten wir: 


T (a? -+- r7)— Ma= 0 
und hieraus 
M [0 


a? +7 


T == 


Dies ist der Wert der Reibungskraft T für den Fall, daß der Radsatz ohne zu gleiten 
rollt. Hieraus erhalten wir, wenn wir die Ungleichung 


T<]/P 
benutzen, die Bedingung 


d 


Wenn die Größe des Drehmomentes M den soeben gewonnenen Grenzwert über- 
steigt, wird ein Gleiten der Räder auf den Schienen unvermeidlich. Bei P = 1000 kg, 
a = 50 em, r} = 0,55 a? und f = 0,24 ist der Grenzwert des Drehmomentes, bei dem 
ein Gleiten der Räder eintritt, gleich 


a? au y: 


I 186kg m. 
a 


IP: 


Wir haben die Bedingungen der Bewegung eines einzelnen Radsatzes betrachtet. 
Ganz ebenso kann man die Bewegung eines Radsatzes untersuchen, der zu irgend- 
einem Fahrzeug gehört. Wir wollen uns noch mit der Ermittlung der Bedingungen 
beschäftigen, bei welchen ein Gleiten der Treibräder eines Motorfahrzeuges eintritt, 
z. B. der Treibräder einer Lokomotive. 


Abb. 162 


Der Einfachheit halber wollen wir voraussetzen, daß die Lokomotive nur ein Paar 
Treibräder besitzt, an denen das Drehmoment M angreift (Abb. 162). 

Wir richten die x-Achse längs des horizontalen Schienenstranges und stellen 
die Differentialgleichung der Bewegung des Schwerpunktes der Lokomotive auf. 
Die an der Lokomotive angreifenden äußeren Kräfte sind ihr Gewicht ®, die 
Reaktion der Schienen, die Reibungskraft T, die an den Treibrädern angreift (die an 
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den übrigen Rädern angreifenden Reibungskräfte werden wir vernachlässigen) und 
die Widerstandskraft © des Zuges, dem die Lokomotive vorgespannt ist (das ist die 
sogenannte Haken-Zugkraft). Bezeichnen wir die Masse der Lokomotive mit m,, so 
gilt die Differentialgleichung der Bewegung 


m&. = T—-S8. 


Wir wollen auch die Differentialgleichung der Rotation 
des treibenden Radsatzes aufstellen. Die auf diesen Rad- 
satz einwirkenden äußeren Kräfte sind (Abb. 163): die 
Belastung B, auf den Radsatz (dies ist das sogenannte 
Kuppelgewicht der Lokomotive; zu ihm gehört auch 
das Gewicht p des Radsatzes selbst), die Reaktion R 
der Schienen, die Reibungskraft T,. die horizontale 
Reaktion % der Lager und das Drehmoment M (die 
Reibung in den Lagern sowie den Rollwiderstand ver- 
nachlässigen wir). Bezeichnen wir die Masse des Rad- | 
satzes mit m,, den Radius der Räder mit « und den Trägheitsradius des Radsatzes 
in bezug auf seine Achse mit r,, so gilt die Differentialgleichung der Rotation 


Abb. 163 


mrjo=Ta—M. 
Bei Gleitfreiheit ist &, = — ao. Wenn wir, wie früher, mit Hilfe dieser Beziehung 
die Größe & eliminieren, finden wir: 


; mıa(Ta— M)+m,r;(T— S)= 0 
und hieraus: 


mıaM + mar S PaM -+pr78 | 


3 : (4) 
Mı 0° ne Mary Pa’-+-pr] 
Die Ungleichung T < fP,, wobei f der Reibungskoeffizient zwischen den Rädern 
und den Schienen ist, führt zu der Bedingung 


M 7 77 
Hsirlı+ p .)-52 = 
5 


Durch diese Ungleichung wird der Grenzwert des Drehmomentes M bestimmt, 
bei dem ein Gleiten der Laufräder eintritt. Wir sehen, daß beim Anfahren &, > 0 
sein muß und folglich T > 8. Setzen wir hier den Wert T aus der Gl. (1) ein, so 
erhalten wir: 


M 
rd 
a 


Also muß, damit beim Anfahren kein Gleiten der Laufräder stattfindet, das Dreh- 
moment M folgende Bedingungen erfüllen: 


M ’Y3 r® 
s<Ysallı ER 1)- 52 2 
q 


Pu? Pa: 
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Natürlich’ist eine Erfüllung dieser Ungleichungen nur in dem Falle möglich, in 
dem | e 
IPı>S ist. 


Eine Erhöhung der Grenze, bei der ein Gleiten eintritt, wird durch die Erhöhung 
des Kuppelgewichtes P, erreicht (eine schwere Lokomotive, mehrere Paare Treib- 
räder) und gleichfalls durch die Erhöhung des Reibungskoeffizienten f, wozu im Be- 
darfsfall die Schienen mit Sand bestreut werden. 

Die bewegende Kraft einer. Lokomotive ist die Reibungskraft T (dies ist die so- 
genannte Zugkraft auf dem Radkranz). Wir wollen sehen, welchem Wert des Dreh- 
momentes M die größte Kraft T entspricht. Aus der Gl. (1) ist ersichtlich, daß bei 
Gleitfreiheit die Kraft T proportional mit der Vergrößerung des Drehmomentes M 
anwächst. Beim Gleiten der Laufräder auf den Schienen ist T = fP.. 

Wenn der Reibungskoeffizient f eine konstante Größe wäre, hätte die Kraft T 
beim Gleiten einen konstanten Wert, unabhängig von der Größe des DrehmomentesM. 
In Wirklichkeit aber, wie Versuche zeigen, verkleinert sich der Reibungskoeffizient 
mit dem Anwachsen der Gleitgeschwindigkeit. Hieraus folgt, daß die Reibungskrafit 
T dann den größten Wert hat, wenn die Gleitgeschwindigkeit Null ist, d. h. an der 
Gleitgrenze. Folglich entspricht die größte Zugkraft auf dem Radkranz T dem Dreh- 
moment M, das nach der Gleichung 


M v7 
——/iP Pı 5 
= / ı+( 1 ) Pas 


bestimmt wird, wobei der Reibungskoeffizient f eine der Gleitgeschwindigkeit (die 
hier gleich Null ist) entsprechende Größe hat. 


KAPITEL XVII 


DIE ELEMENTARE THEORIE DER KREISEL- 
ERSCHEINUNGEN 


8.100. Dasresultierende Moment des Impulses (Drall) eines schnell rotierenden 
Kreisels 


Als eine Anwendung des Momentensatzes werden wir jetzt die elementare Theorie 
der Kreiselerscheinungen betrachten, d. h. jener Erscheinungen, die bei einer schnellen 
Rotation von Körpern beobachtet werden, wenn die Drehachse ihre Richtung im 
Raume verändert. In vielen technisch wichtigen Fällen muß man mit diesen Er- 
scheinungen rechnen. Andererseits gibt es eine recht bedeutende Anzahl von Anlagen, 
bei denen diese Erscheinungen für praktische Zwecke benutzt werden (Kreisel- 
kompaß, Kreisel als Dämpfer von Schiffsschwankungen, gyroskopische Einschienen-. 
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Eisenbahn u. a.). Die Anwendung des Momentensatzes in seiner Vektorform (oder 
des Theorems von Resar) führt zu der sehr einfachen, wenn auch nicht völlig exakten 
Kreiseltheoriet. | 


Wir. bezeichnen jeden Körper als Kreisel, der aus homogenem Material hergestellt 
ist und die Form eines Drehkörpers hat. Die Drehachse ist die Mittellinie des Kreisels. 
Bei der Anwendung hat der Kreisel gewöhnlich die Form eines Schwungrades mit 
massivem Radkranz. 


. Wir wollen uns zuerst mit der Berechnung des Hauptmomentes Zi 
der Bewegungsgrößen eines rotierenden Kreisels beschäftigen. 


Wir stellen uns einen Kreisel vor, der um die Mittellinie 2 
rotiert, die selbst unbeweglich bleibt (Abb. 164). Wir nehmen auf 
der Drehachse einen beliebigen Punkt O an und bestimmen das 
Hauptmoment 2 der Bewegungsgrößen des Kreisels in bezug auf 
diesen Punkt. Zuerst wollen wir die Richtung dieses Momentes 
ermitteln. Es ist leicht einzusehen, daß die einzige Richtung 
des Momentes 2£, welche die Bedingung der Symmetrie erfüllt, 
die Richtung der Drehachse 2 selbst ist: Es gibt keinerlei 
Gründe dafür, daß das Moment & nach der einen Seite von Abb. 164 
der Achse z (z. B. nach rechts) oder nach der anderen (nach 
links) gerichtet sein müßte. Das Moment 2 läuft also. vom Punkte O aus auf der 
2-Achse; es muß so gerichtet sein, dab die Richtung des Momentenvektors 2 und 
der Drehsinn des Kreisels um die z-Achse eine Rechtsschraube bilden. 


Wir wollen nun die Größe des Momentes 2 ermitteln. Dazu bemerken wir, daß 
das Moment %, da es auf der z-Achse verläuft, in seiner natürlichen Größe auf diese 
Achse projiziert wird. Andererseits ist die Projektion des Momentes & auf die z-Achse 
(die durch den Punkt O geht) gleich dem Hauptmoment L, der Impulse des Kreisels 
in bezug auf die z-Achse. Für das Moment Z, gilt die Gleichung 


L,=Jo, 


wobei J das Trägheitsmoment des Kreisels in bezug auf die z-Achse und » die Winkel- 
geschwindigkeit des Kreisels ist. Wenn wir beachten, daß. im gegebenen FallL=L, 
ist, erhalten wir 

L=Jo. 


Wir wollen uns nun vorstellen, daß zur gleichen Zeit, in der der Kreisel um die 
eigene Mittelachse AB mit der Winkelgeschwindigkeit ® rotiert, diese Achse selbst 
ihre Richtung im Raum verändert. Wir wollen annehmen, daß einer der Punkte der 
Achse AB, z. B. der Punkt O, unbeweglich bleibt und die Achse AB um diesen Punkt 
rotiert (Abb. 165). Wir wollen uns die Aufgabe stellen, das Hauptmoment & der 
Bewegungsgrößen des Kreisels in bezug auf den unbeweglichen Punkt O zu ermitteln. 
Natürlich ist jetzt die Größe des Momentes 2 nicht gleich Jo, und seine Richtung 
fällt nicht mit der Richtung der Achse AB. zusammen. Wenn wir, uns jedoch vor- 


! Eine ausführlichere Darlegung der Kreiseltheorie enthält das Buch: E.L. Nikolai ‚Die Theorie der 
Kreisel‘, E.JI.. Hukoanau, Teopna TUPOCcKonNoB, Toctrexusnar, JI..—M., 1948. 
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stellen, daß der Kreisel um die Achse AB mit der sehr großen Winkelgeschwindig- 
keit rotiert, während die Achse AB ihre Richtung im Raume verhältnismäßig lang- 
sam verändert, werden wir zu der Schlußfolgerung berechtigt sein, daß bei der Be- 
‚rechnung des Momentes £ in der ersten Annäherung ein Vernachlässigen der Bewegung 
der Achse AB selbst zulässig ist. In diesem Fall aber wird die Größe des Momentes & 
wie früher durch 
B L=Jw 


ausgedrückt, und der Momentenvektor 2 wird mit der Achse AB 
zusammenfallen. Der Fehler dieses angenäherten Resultates wird 
um so kleiner sein, je kleiner die Geschwindirkeit der Verrückung 
der Achse AB im Verhältnis zur Winkelgeschwindigkeit & des 
Kreisels ist. 

Der gewonnene angenäherte Ausdruck des Momentes liegt 
jener elementaren Kreiseltheorie zugrunde, die hier dargelegt 


werden soll. Hieraus ist ersichtlich, daß diese Theorie nur im 
Fall eines schnell rotierenden Kreisels anwendbar ist, dessen 

Abb. 165 Mittellinie verhältnismäßig langsam ihre Richtung im Raume 
verändert. | 


Wenn die Kreiselachse ihre Lage so verändert, daß nicht einer seiner Punkte un- 
beweglich bleibt, dann zerlegen wir die absolute Bewegung des Kreisels in eine trans- 
lative Bewegung zusammen mit dem Trägheitszentrum und eine Relativbewegung 
in bezug auf das Trägheitszentrum und wenden den Momentensatz bei dieser Relativ- 
bewegung an. Stellen wir das Hauptmoment 2, der Bewegungsgrößen des Kreisels 
in bezug auf sein Trägheitszentrum (das natürlich auf der Mittellinie des Kreisels 
liegt) zusammen, so erhalten wir in der ersten Näherung 


L,=Jw, 


wobei die Richtung des Momentes 2, mit der Richtung der Kreiselmittellinie zu- 
sammenfällt. Natürlich setzen wir auch hier voraus, daß die Winkelgeschwindigkeit 
des Kreisels um seine Mittellinie sehr groß ist, während die Veränderung der Richtung 
der Mittellinie verhältnismäßig langsam vor sich geht. 


$ 101. Der Kreisel mit drei Freiheitsgraden 


Sehr verbreitet ist die Meinung, daß eine schnelle Rotation dem Körper die Fähig- 
keit mitteilt, allen Kräften, die bestrebt sind, die Richtung seiner Drehachse zu ver- 
ändern, Widerstand entgegenzusetzen; man sagt, daß ein schnell rotierender Kreisel 
bestrebt ist, seine Rotationsebene unverändert zu erhalten. Wir sehen, daß eine solche 
Behauptung, die von gar keinen Vorbehalten begleitet ist, im allgemeinen der Wirk- 
lichkeit nicht entspricht. In diesem Fall ist es notwendig, einen Unterschied zwischen 
‚Kreiseln mit drei und solchen mit zwei Freiheitsgraden zu machen. 

Wir stellen uns einen Kreisel vor, der die Form eines Schwungrades mit massivem 
Radkranz besitzt (Abb. 166) und setzen voraus, daß der Schwerpunkt © dieses Kreisels 
festgehalten wird (z. B. mit Hilfe einer Spitze, die sich auf eine glatte halbkugel- 
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förmige Unterlage stützt). Wir haben es dann mit einem Körper mit einem festen 
Punkt O zu tun. Die Lage eines solehen Körpers wird durch drei Größen bestimmt, 
z.B. durch die drei EuLerschen Winkel; folglich handelt es sich hier um einen Kreisel 
mit’drei Freiheitsgraden. Wir werden gleich sehen, daß eine schnelle Rotation tatsäch- 
lich einem Kreisel mit drei Freiheitsgraden die eigenartige Fähigkeit mitteilt, den 
Kräften, die bestrebt sind, die Richtung seiner Drehachse zu verändern, Widerstand 
entgegenzusetzen. | 


Wir wollen zunächst voraussetzen, daß der Kreisel nicht rotiert, und lassen am ruhen- 
den Kreisel an einem beliebigen auf seiner Mittellinie liegenden Punkte A die 
Kraft % angreifen, die senkrecht zu dieser Achse ver- 
läuft (Abb. 166). Wir nehmen an, daß die Kraft % eine 
konstante Größe hat und daß sie im Laufe des kleinen 
Zeitraumes x (vom Augenblick t = 0 bis zum Augen- 
blick t=r) wirkt. Wie wird das Resultat der Wirkung 
der Kraft % sein? 


Wir wollen annehmen, dab im Augenblick i = 0 die 
Mittellinie des Kreisels senkrecht gerichtet war. Unter 
der Einwirkung der Kraft % wird sich der Körper um 
die horizontale Achse x drehen, die senkrecht zu der 
vertikalen Ebene verläuft, in der die Kraft % wirkt. 
Die Winkelgeschwindigkeit dieser Drehung wird vom Augenblick t=0 bis zum 
Augenblick {= anwachsen. Nach dem Augenblick # =, wenn die Wirkung der 
Kraft % aufhört, wird sich der Kreisel weiterhin gleichförmig mit der Winkel- 
geschwindigkeit um die x-Achse drehen, die er bis zum Augenblick # = r erworben 
hatte; dabei wird sich die Mittellinie des Kreisels in der’ durch die Kraft % fest- 
gelegten vertikalen Ebene drehen, indem sie gleichförmig um die x-Achse in der 
in der Abbildung durch einen Pfeil bezeichneten Richtung rotiert. 


Ganz anders wird das Resultat der Wirkung der Kraft % sein, wenn wir dem Kreisel 
vorher eine rasche Rotation um seine Mittellinie erteilen. 


Wir nehmen an, daß dem Kreisel eine große Winkelgeschwindigkeit w um seine 
Mittellinie mitgeteilt worden ist. Zur Ermittlung der Wirkung der Kraft % wollen wir 
den Momentensatz in seiner Vektorform anwenden. 


Das Hauptmoment 2 der Bewegungsgrößen des Kreisels in bezug auf den festen 
Punkt C ist der Größe nach gleich L = Jw, wobei J das Trägheitsmoment des Kreisels 
in bezug auf seine Mittellinie ist; es verläuft auf der Mittellinie (Abb. 167). Wir be- 
zeichnen das Ende des Vektors & mit B. Das Hauptmoment ME der an dem Kreisel 
angreifenden äußeren Kräfte in bezug auf den Punkt C ist nichts anderes als das 
Moment der Kraft % in bezug auf diesen Punkt (da die Momente der Schwerkraft und 
der Stützreaktion in bezug auf den Punkt C gleich Null sind). Folglich ist, wenn wir 
CA mit a bezeichnen: | 


Abb. 166 


ME =- Fa; 


die Richtung des Momentes ME fällt mit der negativen Richtung der horizontalen 
x-Achse zusammen, die senkrecht zu der die Kraft % enthaltenden vertikalen Ebene 
steht. 
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Nach dem Momentensatz ist die Geschwindigkeit u des Punktes B proportional dem 
Moment ME; folglich verläuft die Geschwindigkeit u parallel zur x-Achse und ist 
der Größe nach gleich | 

u=Fa. 

Der Punkt B gehört aber zur Mittellinie des Kreisels; wenn wir. die Bewegung des 
Punktes B verfolgen, haben wir die Möglichkeit, die Bewegung dieser Achse zu ver- 
folgen. Welche Bewegung aber wird der Punkt B unter der Wirkung der Kraft % 
ausführen, die am Punkte A der Mittellinie angreift? 

Vom Augenblick t = 0 bis t = wird sich der Punkt B gleichförmig mit der Ge- 
schwindigkeit u bewegen; während der Zeit z wird er sich parallel zur x&-Achse um 
den kleinen Abschnitt vr = Far verschieben. Hierbei wird sieh die Mittellinie des 
Kreisels in der vertikalen Ebene, die durch die Achse geht, um den kleinen Winkel « 

verschieben, der durch die Gleichung 


UT Fat 


EA Jw @) 


A = 


bestimmt wird. 

Im Augenblick {= hört die Wirkung der 
Kraft % auf; die Geschwindigkeit u verschwindet, 
der Punkt B bleibt augenblicklich stehen; auch 
die Mittellinie des Kreisels hält augenblicklich an. 
Nach dem Zeitpunkt t=r rotiert der Kreisel 
weiterhin mit einer Winkelgeschwindigkeit ® um 

Abb. 167 seine Achse, die um den Winkel & aus ihrer 
| ursprünglichen Richtung abgelenkt ist. 

Aus der Gl. (1) ist ersichtlich, daß der Winkel « um so kleiner ist, je größer die 
Winkelgeschwindigkeit ® ist. Bezeichnen wir das Gewicht des Kreisels mit P und 
seinen Trägheitsradius in bezug auf die Mittellinie mit r, und nehmen wir P=5kg, 
r,=10em, © = 6000 U/min, F=1kg, «=20cm und r=(0,1s an, so ergibt 
sich nach der Gl. (1) 


« = 0,0062 — 0,36°. 


Folglich verändert sich durch die Einwirkung der an der Kreiselachse angreifenden 
Kraft % unter den erwähnten Bedingungen die Lage des Kreisels fast gar nicht. 
Die schnelle Rotation verlieh dem Kreisel die Fähigkeit, der Kraft, die bestrebt war, 
die Richtung seiner Drehachse zu verändern, Widerstand entgegenzusetzen. 

Unter der Einwirkung der Kraft % findet jedoch eine bestimmte, wenn auch kleine 
Bewegung der Kreiselachse statt. Es muß unterstrichen werden, daß diese Bewegung 
der Achse nicht in der Richtung der Kraft % erfolgt, sondern in der Richtung ihres 
Momentes, d. h. senkrecht zur Kraft %. 


$ 102. Die Präzession eines Kreisels 


Im vorhergehenden Paragraphen haben wir gesehen, daß unter der Einwirkung 
‚einer an der Mittellinie eines schnell rotierenden Kreisels angreifenden Kraft im Laufe 
eines kleinen Zeitraumes die Mittellinie eine kleine Verrückung in der zu der an- 
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greifenden Kraft senkrechten Richtung erhält. Wenn an der Mittelachse des Kreisels 
ununterbrochen eine Kraft angreift, ergibt sich eine ununterbrochene Drehung 
der Achse in der Richtung, die zu der angreifenden Kraft senkrecht verläuft. Diese 
Bewegung der Symmetrieachse des rotierenden Kreisels heißt Präzession. Wir wollen 
die Erscheinung der Präzession am Beispiel eines einfachen Kreisels untersuchen. 

Wir stellen uns vor, daß dem Kreisel eine sehr große Winkelgeschwindigkeit » 
verliehen ist und daß die Spitze O, in die seine Achse ausläuft, sich auf eine glatte 
halbkugelförmige Unterlage stützt (Abb. 168). Wir wollen den Momentensatz bei der 
Untersuchung der Kreiselbewegung anwenden. 

Das Hauptmoment 2 der Bewegungsgrößen des Kreisels bezüglich des festen 
Punktes O ist der Größe nach gleich L = Jo, wobei J das Trägheitsmoment des 
Kreisels in bezug auf seine Mittellinie ist, und es verläuft vom Punkte O aus längs der 
Mittellinie; das Ende des Vektors 2 bezeichnen wir mit A. Die äußeren Kräfte sind 
die Schwerkraft B, die im Schwerpunkt C des Kreisels angreift, und die Auflager- 
“reaktion. Da das Moment der Auflagerreaktion in bezug auf den Punkt O gleich 
Null ist, fällt das Hauptmoment ME der äußeren Kräfte in bezug auf den Punkt O 
mit dem Moment der Schwerkraft ® in bezug auf diesen Punkt zusammen. Nehmen 
wir O0 = a an und bezeichnen den von der Mittellinie mit der Vertikalen gebildeten 
Winkel mit 9, so gilt: 

ME = Pasin®. 


Das Moment ME steht senkrecht auf der vertikalen Ebene, in der die Mittellinie 
liegt. 
Wir bezeichnen die Geschwindigkeit des Punktes A mit u. Nach.dem’Momentensatz 
gilt: 
u= ME, 
Hieraus folgt, daß 


u= P-a'sin® 


ist, wobei die Richtung der Geschwindigkeit u senkrecht 
zu der vertikalen Ebene verläuft, welche die Mittellinie 
des Kreisels enthält. 

Da der Punkt A zur Mittellinie des Kreisels gehört, wird 
die Bewegung dieser Achse durch die Bewegung des Punk- 
tes A bestimmt. Die Kreiselachse verschiebt sich in der 
Richtung, die senkrecht zur Schwerkraft B verläuft; bei 
dieser Bewegung der Achse bleibt der Winkel $ konstant, Abb. 168 
und die Mittellinie beschreibt einen Kegelmantel, wenn 
sie sich um die durch den Punkt O gehende Vertikale z dreht. Diese Bewegung der 
Symmetrieachse des Kreisels heißt Präzession; die Richtung der Präzession ist in 
Abb. 168 mit einem Pfeil bezeichnet. 

Wir wollen nun die Winkelgeschwindigkeit der Präzession ermitteln; wir bezeichnen 
sie mit w,. Fällen wir von dem Punkte A das Lot AB auf die z-Achse, so erhalten. 
wir: 


Vı = 


AB’ 


18* 
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Setzen wir hier u = P-a sin d ein und 


AB=Lsn® = Jwsin®, 

so finden wir 
Pasin® Pa 

WET ee 

Jwosin® Jw 
Wie zu sehen ist, wird die Winkelgeschwindigkeit der Präzession &, um so kleiner, 

je größer die Winkelgeschwindigkeit ® der Rotation des Kreisels um seine Mittel- 
linie ist. 


$ 103. Der Kreisel mit zwei Freiheitsgraden. Das Kreiselmoment 


Wir stellen uns einen Kreisel in Form eines Schwungrades vor, dessen Achse FG in, 
einem runden Rahmen befestigt ist, der sich selbst um die horizontale Achse MN, 
die durch den Schwerpunkt CO hindurchgeht, drehen kann (Abb. 169). Die Lage des 
Kreisels wird durch zwei Größen bestimmt: durch den Drehwinkel des Schwungrades 
um seine Mittellinie und den Drehwinkel des Rahmens um die Achse MN; wir haben 
es hier mit einem Kreisel mit zwei Freiheitsgraden zu tun. Wir werden gleich sehen, 
daß wir dem Kreisel jegliche Fähigkeit nehmen, den 
Kräften, welche die Richtung seiner Mittellinie zu ver- 
ändern suchen, Widerstand entgegenzusetzen, wenn wir 
ihm einen Freiheitsgrad nehmen. 


Nehmen wir an, daß dem Kreisel eine sehr große 
Winkelgeschwindigkeit um seine Achse erteilt wurde 
und daß sich der Rahmen des Kreisels mit einer ver- 
hältnismäßig kleinen Winkelgeschwindigkeit wo, um 
die Achse MN dreht; die Rotationsrichtungen sind in 
der Abbildung mit Pfeilen bezeichnet. Wir werden sehen, 
welche äußeren Kräfte am Rahmen angreifen müssen, 
Abb. 169 um die gleichförmige Rotation des Rahmens zu unter- 
halten. 


Wir wenden wieder den Momentensatz an. Wenn wir die Momente in bezug auf den 
festen Punkt Ü zusammenfassen, erhalten wir das Hauptmoment & der Bewegungs- 
größen des Kreisels, das der Größe nach gleich L = Jw ist, wobei J das Trägheits- 
moment des Kreisels in bezug auf seine Mittellinie ist und vom Punkte C aus auf der 
Mittellinie verläuft. Da uns die Bewegung des Rahmens und folglich auch die Be- 
wegung der Mittellinie des Kreisels gegeben sind, ist uns die Geschwindigkeit des 
Endes A des Momentes 2 bekannt; bezeichnen wir diese Geschwindigkeit mit u, so 
gilt: 


u=Lwı=Jww;. 


Die Richtung der Geschwindigkeit u verläuft senkrecht zur Rahmenebene. 


Nach dem Momentensatz ist 
u= ME, 
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wobei ME das Hauptmoment der am Kreisel angreifenden äußeren Kräfte in bezug 
‚auf den Punkt Ciist. Folglich ist 
ME=Jww;,; 


die Richtung des Momentes ME verläuft senkrecht zur Rahmenebene. 

Wir erwähnen, daß der Hauptvektor der am Kreisel angreifenden äußeren Kräfte 
gleich Null ist (sonst könnte, gemäß dem Gesetz der Bewegung des Trägheitszentrums, 
der Schwerpunkt CO des Kreisels nicht in Ruhe bleiben). Hieraus schließen wir, daß 
sich die am Kreisel angreifenden äußeren Kräfte auf ein Kräftepaar mit dem Moment 
ME reduzieren lassen müssen, d.h. auf ein Kräftepaar, daß in der Rahmenebene 
liegt und dessen Moment gleich Jo o; ist. 

In den Punkten M und N greifen am Rahmen die Reaktionen der Lager an, in denen 
die Achse des Rahmens liegt. Wir schließen, daß sich diese Reaktionen zusammen- 
setzen aus den statischen Reaktionen, die der Größe nach gleich !/, P.sind (wobei P 
das Gewicht des Kreisels ist) und vertikal nach oben verlaufend die Schwerkraft P 
aufheben, und den dynamischen Reaktionen, die in der Ebene des Rahmens liegen und 
das soeben erwähnte Kräftepaar bilden. Zum Aufreehterhalten der Drehung des 
Rahmens werden keine.anderen äußeren Kräfte benötigt. 

Wenn wir also den Rahmen eines schnell rotierenden Kreisels anstoßen und ihm 
dadurch eine gewisse Winkelgeschwindigkeit um die Achse MN geben, wird sich der 
Rahmen weiterhin um diese Achse drehen, und zwar genauso, wie er sich drehen 
würde, wenn es keinerlei Drehung des Kreisels um seine Mittellinie gäbe. Ein Kreisel 
mit zwei Freiheitsgraden besitzt nicht die Fähigkeit, Kräften, die bestrebt sind, seine 
Rotationsebene zu verändern, Widerstand entgegenzusetzen. Wenn der Kreisel mit 
drei Freiheitsgraden eine solche Fähigkeit besitzt, entsteht das daher, daß seine 
Mittellinie die Möglichkeit hat, sich in der Richtung zu verschieben, die senkrecht 
zu der Richtung der angreifenden Kraft ist. "Nehmen wir der Mittellinie diese Mög- 
lichkeit, so berauben wir den Kreisel der Fähigkeit, der Wirkung einer angreifenden 
Kraft Widerstand entgegenzusetzen. 

Im Jahre 1874 wurde in England der Versuch gemacht, den Kreisel gegen Schiffs- 
schwankungen technisch anzuwenden. Zur Überfahrt über den Ärmelkanal wurde ein 
Dampfer gebaut, in dem sich eine große Kajüte befand, die ähnlich einem Pendel um 
eine Achse schaukelte, die längs des Schiffsrumpfes lag. Beim Schlingern sollte sich 
diese Kajüte mittels besonderer hydraulischer Masehinen, die von einem Kreisel mit 
zwei Freiheitsgraden reguliert werden sollten, in einer unveränderten vertikalen Lage 
halten. Die regulierende Tätigkeit dieses Kreisels sollte sich auf die gedachte Fähigkeit 
desselben gründen, die Richtung seiner Drehachse unverändert beizubehalten. 
Natürlich endete der Versuch mit einem Mißerfalg. Damit eine ähnliche Einrichtung 
wirksam sein könnte, müßte der Kreisel drei Freiheitsgrade haben. Eine der Idee nach 
analoge Einrichtung, wobei jedoch der Kreisel drei Freiheitsgrade hatte, wurde von 
REGNARD für die automatische Stabilisierung eines Flugzeuges vorgeschlagen?. 

Wir haben gesehen, daß bei der Drehung des Rahmens eines Kreisels die an dem 
Kreisel angreifenden Kräfte auf ein Kräftepaar mit dem Moment ME reduziert 
werden. Wir wollen nun vom Gesichtspunkt der Methode der Kinetostatik aus die 


ı Er wurde von SCHLICK für Schiffe tatsächlich gebaut und erfolgreich erprobt (SCHLICKscher 
Schiffsbund) (Anm. d. deutschen Red.). 
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von uns betrachtete Erscheinung untersuchen. Nach der Methode der Kinetostatik 
müssen sich die am System angreifenden Kräfte mit den Trägheitskräften ausgleichen. 
Hieraus schließen wir, daß die bei der Drehung des Rahmens entstehenden Trägheits- 
kräfte des Kreisels auf ein Kräftepaar reduziert werden, deren Moment M der Größe 
nach gleich und der Richtung nach entgegengesetzt dem Moment ME ist. Folglich 
ist das Moment M des Trägheitskräftepaares der Größe nach gleich 


M=Jww,.. 


Wir wollen das Moment M Kreiselmoment nennen; das Auftreten dieses Momentes. 
trägt den Namen Kreiseleffekt. 

Das Kreiselmoment tritt in allen den Fällen auf, in denen die Achse eines schnell 
rotierenden Kreisels ihre Richtung im Raume verändert (unabhängig von der Zahl 
der Freiheitsgrade des Kreisels). Im Falle eines Kreisels mit zwei Freiheitsgraden, von 
dem in diesem Paragraphen die Rede war, wird das Kreiselmoment durch die Reak- 
tionen der Lager M und N ausgeglichen (und ruft einen zusätzlichen Druck auf diese 
Lager hervor). Im Fall der Präzession eines Kreisels, die im vorhergehenden Para- 
graphen betrachtet wurde, wird das Kreiselmoment durch das Moment der Schwer- 
kraft aufgehoben. Wir bemerken, daß das Kreiselmoment im allgemeinen Falle den 
Wert 

M=Jww,sin® 


hat, wobei 9 der von der Mittellinie und der Drehachse eingeschlossene Winkel ist. 
Das Ableiten dieser Beziehung überlassen wir dem Leser. 


$ 104. Die Dampischiffsturbine 


Mit dem Kreiseleffekt muß man in all den Fällen rechnen, in denen die Drehachse 
irgendeines schnell rotierenden Teiles der Maschine im Laufe der Zeit ihre Richtung 
verändert. | | 

Wir stellen uns eine Dampfturbine vor, welche die Schiffsschraube in Bewegung setzt 
(Abb. 170). Wir nehmen an, daß die Turbinenachse parallel zur Längsachse des Schiffes 
angeordnet ist. Beim Stampfen des Schiffes, 
wobei der Schiffskörper um die Querachse AB 
schaukelt, verändert die Turbine im Laufe 
der Zeit ihre Richtung. Wir wollen nun den 
Kreiseleffekt untersuchen, der hier auftritt. 


Wir wollen annehmen, daß für den vom 

Heck her schauenden Beobachter die Turbine 

Abb. 170 gegen den Uhrzeigersinn rotierend, erscheint. 

In diesem Falle verläuft das Hauptmoment & 

der Bewegungsgrößen der Turbine, bezogen auf den festen Punkt O, auf der Turbinen- 

achse in Richtung vom Bug nach dem Heck und ist der Größe nach gleich L= Jo, 

wobei J das Trägheitsmoment der Turbine in bezug auf ihre Achse ist und o die 
Winkelgeschwindigkeit der Turbine. 
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In dem Augenblick, wo sich wegen des Stampfens das Heck des Dampfers hebt, 
hat das Ende des Momentenvektors 2 die Geschwindigkeit u, die nach oben verläuft 
und der Größe nach gleich 


u=Lw,=Jww, 


ist, wobei o, die Winkelgeschwindigkeit des Schiffskörpers ist. Das Kreiselmoment M 
ist der Größe nach gleich und der Richtung nach dem Hauptmoment ME der äußeren 
Kräfte, bezogen auf den PolO, entgegengesetzt. Also ist es (nach dem Momentensatz) 
gleich u, aber entgegengesetzt gerichtet. Folglich ist das Kreiselmoment M der Größe 
nach gleich 

| M=Jwo, 


und ‚verläuft vertikal nach unten. Das bedeutet, daß das zugehörige Kräftepaar in 
der horizontalen Ebene liegt; seine Drehrichtung ist in der Abb. 170 durch einen 
Pfeil bezeichnet. Dieses Paar ruft einen horizontalen Druck auf die Lager hervor, in 
denen die Turbinenachse liegt, und horizontale Reaktionen Rt, und, dieser Lager; 
die Reaktionen R, und N, bilden ein Kräftepaar, welches das Kreiselmoment aufhebt. 
Wenn sich das Heck senkt, ändern das Kreiselmoment M und folglich auch die 
Reaktionen NR,und ®, der Lager ihre Richtung um 180°. 


Also ruft das Kreiselmoment der Turbine beim Stampfen einen sich periodisch 
verändernden horizontalen Druck auf die Turbinenlager hervor. Wir wollen eine Be- 
rechnung des größten Kreiselmomentes und auch des von ihm hervorgerufenen 
Druckes auf die Lager gemäß folgendem Zahlenbeispiel vornehmen. 


Nehmen wir an, daß J = 980 kg m s?, » = 500 U/min = 52,4 = ist. 
8 


Wir nehmen ferner an, daß die Amplitude &, des Stampfens des Schiffskörpers 
gleich 5° = 0,0873 und die Schwingungsdauer 7 gleich 7 s ist. Wenn wir annehmen, 
daß das Stampfen des Dampfers nach einem harmonischen Gesetz vor sich geht und 
den Neigungswinkel des Schiffskörpers mit & bezeichnen, erhalten wir 


= 9, ın —— 1. 
=9% T 


Hieraus erhalten wir für die Winkelgeschwindigkeit », des Schiffskörpers den 
Ausdruck 


Folglich ist der größte Wert der Winkelgeschwindigkeit w, gleich 


279% 


(01)max == 


-oosL. 
S 


Hieraus erhalten wir den größten Wert des Kreiselmomentes 


M max = J ® (®,)max 2 4000 kgm. 
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Bei einem Abstand von 4,25 m zwischen den Lagern sind die. von diesem Moment 
hervorgerufenen Reaktionen N, und N, gleich 
Nı=N nn 910 kg 
ea 
Wie man sieht, kann das Kreiselmoment einen sehr bedeutenden Druck auf die 
Lager ausüben. 


$ 105. Der Kreiseleffekt bei der Bewegung eines Radsatzes in einer Kurve 


Das Kreiselmoment tritt auch bei der Bewegung eines Radsatzes in einer Kurve 
auf. Wir zerlegen die absolute Bewegung des Radsatzes in eine translative (fortschrei- 
tende) Bewegung zusammen mit seinem Trägheitszentrum C. und eine relative 
(rotierende) Bewegung in bezug auf sein Trägheitszentrum und wenden bei dieser 
Relativbewegung den Momentensatz an, wobei 
wir die Momente in bezug auf das Trägheits- 
zentrum © zusammensetzen (Abb. 171). Wir be- 
zeichnen das Gewicht des Radsatzes mit P, sein 
Trägheitsmoment in bezug auf seine Achse mit 
J, den Trägheitsradius in bezug auf dieselbe 
Achse mit r,), den Radius der Räder mit a, den 
Krümmungsradius der von dem Radsatz be- 

Abb. 171 schriebenen Kurve mit R und die Geschwindig- 
keit des Trägheitszentrums C mit v. 

Das Hauptmoment 2, der Bewegungsgrößen des Radsatzes in bezug auf das Träg- 
heitszentrum © ist gleich Jo, wobei » die Winkelgeschwindigkeit der Rotation des 
Radsatzes um seine Achse ist; das Hauptmoment verläuft auf der Achse des Rad- 


satzes. Wenn wir annehmen, daß die Räder ohne zu gleiten rollen, ist © = en und 
folglich ist z 
Des, 
a 
Der Einfachheit halber wollen wir voraussetzen, daß in der Kurve beide Schienen 
in einer horizontalen Ebene liegen. Die Achse des Radsatzes dreht sich beim Durch- 
laufen der Kurve um die vertikale Achse £, die durch das Trägheitszentrum C hin- 
durchgeht, mit der Winkelgeschwindigkeit 
v 
©], —— R' 
Dabei erhält das Ende des Momentenvektors 2, die relative Geschwindigkeit u,, 
die der Größe nach gleich 


v2 


aR 


ist; bei der in Abb. 171 angenommenen Richtung der Geschwindigkeit » verläuft die 
Geschwindigkeit u, ebenso wie die Geschwindigkeit nv. 


u„=1l,0,=J' 
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Nach' dem Momentensatz ist das Hauptmoment ME der äußeren Kräfte in bezug 
auf den Punkt © gleich v,. Das Kreiselmoment M ist jedoch entgegengesetzt gleich 


; P : 
ME. Nehmen wir J = —r3 an, so finden wir, daß 
g 


. Priv: 
M= —— 
gar 


ist, wobei. die Richtung des Momentes M entgegengesetzt der Richtung der Ge- 
schwindigkeit » verläuft. Dieses Moment ruft eine zusätzliche Belastung der äußeren 
Schiene hervor und eine Entlastung der inneren Schiene (Abb. 172). 


Abb. 172 


Wir sehen, daß wir, wenn wir die Methode der Kinetostatik auf die gegebene 
Frage anwenden, nicht nur die Trägheitskräfte, die der Relativbewegung des Rad- 
satzes in bezug auf seinen Schwerpunkt entsprechen (diese Trägheitskräfte finden 
ihren Ausdruck im Kreiselmoment M), berücksichtigen müssen, sondern auch die der 
fortschreitenden Bewegung des Radsatzes zusammen mit seinem Schwerpunkt ent- 
sprechenden Trägheitskräfte. Bei dieser fortschreitenden Bewegung werden die Träg- 
heitskräfte auf eine Zentrifugalkraft-reduziert, die gleich | 


Pı® 
F,= ä 
gEK 


ist und am Schwerpunkt C angreift. Die in der Höhe a über dem Schienenniveau an- 
greifende Zentrifugalkraft %, ruft gleichfalls einen zusätzlichen Druck auf die äußere 
Schiene und eine Entlastung der inneren Schiene hervor. Das volle Kippmoment der 
Trägheitskräfte des Radsatzes ist gleich 


Pau PriW® Paw ( 2) 
u N ’ 
gR gar gr 


Wir wollen annehmen: P = 1000 kg, a = 50 em, ı7 = 0,55 a2. Das Kippmoment, 
das am Radsatz beim Durchfahren einer Bahn vom Radius R = 200 m mit einer Ge- 
schwindigkeit v = 20 m/s angreift, ist gleich 158 kgm. Wenn der Abstand zwischen 
den Schienen gleich 1,5 m ist, erhält die äußere Schiene eine zusätzliche Belastung 
von 105 kg; um die gleiche Größe verringert sich der Druck auf die innere Schiene. 
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8 106. Die gyroskopische Einschieneneisenbahn 


Die bemerkenswerten Eigenschaften eines schnell rotierenden Kreisels haben eine 
vielfache und verschiedenartige Verwendung in der Technik gefunden. Wir wollen 
uns hier mit der Untersuchung der Grundidee jener Kreiselanlage beschäftigen, mit 
der man die Stabilität eines Waggons der Einschieneneisenbahn verwirklichen kann. 
Innerhalb des Waggons ist ein Kreisel mit zwei Freiheitsgraden von einer solchen 
Konstruktion aufgestellt, wie sie im $ 103 beschrieben wurde (Abb. 173). Natürlich 
würde sich der Waggon ohne Kreisel in einem labilen Gleichgewicht befinden. Wir 
nehmen an, daß dem Kreisel eine sehr große Winkelgeschwindigkeit ® in der auf der 
Abb. 173 durch einen Pfeil angegebenen Richtung mitgeteilt wurde. 


Wir wollen nun annehmen, daß das Gleichgewicht des _ 
Waggons gestört ist, und zwar soll sich der Waggon anfäng- 
lich nach rechts neigen. Um sein Gleichgewicht wiederher- 
zustellen, genügt es, dem Rahmen des Kreisels eine Drehung 
um die Achse AB in der gleichfalls in der Abbildung durch 
einen Pfeil bezeichneten Richtung zu verleihen. Wir wissen 
bereits (s. $ 103), daß bei dieser Drehung des Rahmens die 
Trägheitskräfte des Kreisels auf ein Kräftepaar reduziert 
werden, dessen Moment gleich 


M=Jwo,;, 


ist, wobei J das Trägheitsmoment des Kreisels in bezug auf 

Abb. 173 seine Mittellinie und &, die Winkelgeschwindigkeit der 

Rotation des Rahmens ist. Das Kreiselmoment M verläuft. 

entgegengesetzt dem Moment der Schwerkraft. Bei einer genügenden Größe des 

Momentes M wird das Moment der Schwerkraft ausgeglichen, und das Gleichgewicht 
des Waggons wird auf diese Art wiederhergestellt. 


Entsprechend wird, wenn der Waggon sich nach links neigt, sein Gleichgewicht 
durch die Drehung des Kreiselrahmens nach der umgekehrten Seite wiederher- 
gestellt. 


Somit könnte ein sich im Innern befindender Mensch eine beliebig lange Zeit 
den Waggon im Gleichgewicht erhalten, indem er den Rahmen des Kreisels bald nach 
der einen, bald nach der anderen Seite dreht. (Zu große Anstrengungen würde es dabei 
nicht kosten.) . 


Bei.den von verschiedenen Autoren (BRENNAN, SCHERL, SCHILOWSsKI) vorgelegten 
Systemen einer gyroskopischen Einschieneneisenbahn wird die Rotation des Kreisel- 
rahmens automatisch mit Hilfe besonderer Einrichtungen so reguliert, daß im Be- 
darfsfall der Kreiselrahmen automatisch die zum Ausgleich des Momentes der Schwer- 
kraft notwendige Winkelgeschwindigkeit », erhält. Auf die Einzelheiten dieser regu- 
lierenden Einrichtungen werden wir hier nicht eingehen. 


$ 107. Das erste Theorem 271 


KAPITEL XVIII 


DIE TRAGHEITSMOMENTE 
EINES STARREN KORPERS 


$ 107. Das erste Theorem. Der STEINERsche Satz 


Wir haben gesehen, welche wesentliche Bedeutung dem Begriff des Trägheits- 
momentes in allen Fragen zukommt, die mit der Rotation eines starren Körpers ver- 
bunden sind. In diesem Kapitel werden wir uns mit den Grundbeziehungen 
zwischen den Trägheitsmomenten eines Körpers be- 
züglich verschiedener Achsen und auch mit einigen 
Anwendungen dieser Beziehungen befassen. 


Wir legen durch das Trägheitszentrum O des ge- 
gebenen Körpers eine beliebige Achse z und eine 
andere Achse z,, die parallel zu der z-Achse verlaufen 
soll (Abb. 174). Wir bezeichnen die Trägheitsmomente 
des Körpers in bezug auf die Achsen 2 und 2, mit J, 
undJ. Wir werden zeigen, daß diese Trägheitsmomente 
durch die Beziehung 

J=J,+M@ 


miteinander verbunden sind, wobei M die Masse des 
Körpers und d der Abstand zwischen den Achsen 2 Abb. 174 
und z, ist. 

Wir wollen ein beliebiges Teilchen M, des gegebenen Körpers wählen und seine 
Abstände von den Achsen 2 und 2, mit eo; und r; bezeichnen. Gemäß der Bestimmung 
des Begriffes des Trägheitsmomentes gilt: 


J.= >’ mi % ) 

J= m rn; 
wobei m; die Masse des gewählten Teilchens des Körpers ist; die Summen erstrecken 
sich auf alle zum gegebenen Körper gehörigen Teilchen. 


Wir wollen nun die Abhängigkeit zwischen den Größen r,; und oe, ermitteln und 
legen zu dem Zweck durch den Punkt C in der Ebene, welche die Achsenz und z, enthält, 
die zur z-Achse senkrechte y-Achse und ebenfalls durch den Punkt C die x-Achse, 
die senkrecht zu den Achsen y und 2 verläuft. Bezeichnen wir die Koordinaten des 
"Punktes M; in bezug auf die Achsen x, y und z mit «,, y; und z,. so erhalten wir: 


n=-(y—-d’ +2, 


e=mityi 
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und hieraus Sn aen | s 
y-ıryir 2 —2dy=9; +4 — 2Aay,. 


Multiplizieren wir diesen Ausdruck für »? mit m, und summieren gliedweise, so 
finden wir: 
3 Y 
a >, miei Ze >> m;d? — 2 dm dyi 


— > moi + d? I’ mi — 2d N miyi 
=J.+Md@— 2d Y miyi. 


Nun bemerken wir, daß 
BZ my = My. 


ist, wobei y. die Koordinate des Trägheitszentrums ist. Im gegebenen Fall aber ist 
y. — 0; folglich ist | 
Dmyi=d. 
Somit erhalten wir endgültig: 
J=J,.+M@. 


Diese Beziehung heißt der STEINERSche, Satz. 


Wenn wir in dieser Gleichung J = Mr? zund J, = Mı7, annehmen, wobei r,und r Te 
die Trägheitsradien des Körpers in bezug auf die Achsen 2, und z sind, erhalten wir 
rt. +. 

Wir wollen diese Gleichung bei einem Zahlenbeispiel’anwenden. Im $ 95 wurde der 
Trägheitsradius einer Kurbelstange in bezug auf die Achse des Kreuzkopfes aus der 
beobachteten Schwingungsdauer der Kurbelstange berechnet. Der Abstand zwischen 
der Achse des Kreuzkopfes und dem Schwerpunkt der Kurbelstange betrug «a = 
121,55 cm, der Trägheitsradius der Kurbelstange war r, = 139 cm. Wir wollen nun 
den Trägheitsradius r ı. derselben Kurbelstange in bezug auf die Achse ermitteln, die 
durch den Schwerpunkt der Kurbelstange hindurchgeht und parallel zur Achse des 
Kreuzkopies verläuft. Nach der soeben gewonnenen Gleichung gilt: 


ee Vr — 4? = 67cm . 


Nehmen wir das Gewicht der Kurbelstange mit P = 94 kg an, so finden wir, daß 
das gesuchte Trägheitsmoment gleich J, = 4,3 kgm - s? ist. 


S 108. Das zweite Theorem 


Wir wählen einen beliebigen Punkt O des gegebenen Körpers und legen durch 
diesen Punkt drei zueinander senkrechte Achsen &, y und z (Abb. 175). Danach legen 
wir durch den Punkt O eine beliebige Achse ZL und bezeichnen die Winkel, die von 
dieser Achse mit den Achsen x, y und z gebildet werden, mit «, $ und y. Das Trägheits- 
moment des gegebenen Körpers in bezug auf die Achse L bezeichnen wir mit J. Es 
ist klar, daß das Trägheitsmoment J von der Richtung der Achse L abhängt, d. h. von 
den Winkeln «, 8 und y. Wir wollen diese Abhängigkeit ermitteln. 
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Wir nehmen ein beliebiges Teilchen M; des gegebenen Körpers und fällen von dem 
Punkte M; aus das Lot A;,M,=r; auf die Achse ZL. Bezeichnen wir die Masse des 
Teilchens M,; mit m,, so gilt für das Trägheitsmoment J der Ausdruck 


JE NYmir, (1) 


wobei die Summation auf alle Teilchen des Körpers ausgedehnt ist. 


Wir wollen nun die Abhängigkeit der Größer, von den Winkeln«, $ undy ermitteln. 
Aus dem Dreieck OM; A, lesen wir ab: 


Z 


=0M:i—- 04}. 


Wir bezeichnen die. Koordinaten des Punk- 
tes M, in bezug auf die Koordinatenachsen x, 
y undz mit x,, y; und 2,. Es ist dann 


2 2 2 2 
OM-1ı+w+2:: 


Der Abschnitt 04; ist die Projektion des Ab- 
schnittes OM, auf die Achse L. Der Abschnitt 
OM, ist dagegen die geometrische Summe der Abb. 175 

Abschnitte «;, y; und z,. Wir wollen den Um- 

stand benutzen, daß die Projektion einer geometrischen Summe gleich der Summe 
der Projektionen der Komponenten ist. Projizieren wir den Abschnitt OM, und 
auch die Abschnitte x;, y; und z, auf die Achse Z und behalten im Auge, daß die 
Abschnitte x;, y; und z; mit der Achse L die Winkel«, $ und» bilden, so erhalten wir: 


OA; = %,008« + yicos$ + 2;cosY. 


Setzen wir die gewonnenen Ausdrücke für OM, und OA, in den Ausdruck für r, ein, 
so finden wir: 


pP} 2 2 
get y +23 — (wicos« + yicos ß +2;cos y). 


Das ist die Abhängigkeit der Größe r, von den Winkeln «, ß und y. Wir wollen jetzt 
diese Abhängigkeit anders darstellen. Bedenken wir, daß 


cos®®« +cos®?ß +co®?y=1 
ist, so finden wir 


(at u + zi)(eos?® + cos?ß + 08? y)— (2,6088 + yyeosß + 2;cos y), 
‘woraus wir, wenn wir die Klammern auflösen, 
n=(y+tzi)eost® +(z +2;j)cos®?ß + (mi + yi) cos? y 


— 2 y;2;cosßcosy — 22; y;608YC08 x — 2.7; YiC0SX cos B 
erhalten. | 
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Setzen wir diesen Ausdruck für r; in die Gl. (1) ein, so erhalten wir die gesuchte 
Abhängigkeit des Trägheitsmomentes J von den Winkeln «, 8 und y. Multiplizieren 


wir den soeben gewonnenen Ausdruck für r? mit m; und addieren gliedweise, so erhalten 
wir 
J= cos?a Ymi(yy +2) +co®?B Nmilzi + &i) 


+ 008? 9 N’ mi (2 + yi)— 2cosßcosy >’ mi yız 
— 2cos ycosa I’ m;2;%; — 2cosacosß Y mit; Yi. 
Zur Abkürzung führen wir die Bezeichnungen 
A= Sm(lyi+z), D= I my; 
B= Smile +), E= mas, 
= Ymilad + yi), F= mv 


ein. Damit erhalten wir endgültig: 
J= Acos?« + Bcos’ß + C cos?» — 2Decos Bcospy — 2 Ecosycosa — 2Fcosacosß. 


Dies ist die gesuchte Abhängigkeit des Trägheitsmomentes J von den Winkeln z, 
ß und y, welche die Richtung der Achse Z bestimmen. 

Was die Größen A, B, C, D, E, F anbetrifft, so ist leicht zu sehen, daß die 
Größen A, Bund (© nichts anderes darstellen als die Trägheitsmomente des gegebenen 


Körpers in bezug auf die Achsen x, y und 2 (da y? + z? nichts anderes als das Quadrat 
des Abstandes des Teilchens M, von der &-Achse ist). Die Größen D, Eund F heißen 
zentrifugale Trägheitsmomente oder einfach Zentrifugalmoment In bezug auf die Achsen 
yundz,zund«, « und y. 


8 109. Das Trägheitsellipsoid 


Der in dem vorhergehenden Paragraphen gewonnene Ausdruck des Trägheits- 
momentes J durch die Winkel «, ß und » gestattet eine einfache geometrische Aus- 
legung. 

Wir nehmen wieder im gegebenen Körper einen beliebigen Punkt O an und ziehen 
durch diesen Punkt die zueinander senkrechten Achsen x, y und z sowie die Achse L, 
die mit den Achsen z, y und 2 die Winkel«, 8 und y bilden (Abb. 176). Wir bezeichnen 
das Trägheitsmoment des gegebenen Körpers in bezug auf die Achse ZL mit J und 
tragen vom Punkte O auf der Achse ZL den Abschnitt 


ab. Y7 
Den verschiedenen Richtungen der Achse L (d.h. den verschiedenen Werten der 


Winkel «, 8 und ») entsprechen verschiedene Lagen des Punktes K. Wir wollen den 
geometrischen Ort der auf diese Art konstruierten Punkte K ermitteln. 
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Wir bezeichnen die Koordinaten des Punktes K (bezogen auf die Achsen z, yund) 
mit z, y und z und werden uns bemühen, die Gleichung zu finden, die durch diese 
Koordinaten befriedigt wird. 


Es gilt: 

C0OS« 

Tc = OK cos« = ——, 
VS 

N LE (1) 
YJ 
cos y 

.2=0Kcosy= 


Y7 
Andererseits haben wir die Abhängigkeit 
J= Acos®« + Bcos®ß + C cos?py — 2D cos Bcosy — 2 Ecosycos& — 2Fcosacosß. 


Wenn wir hier die Ausdrücke für cos«, cosß, und cosy einsetzen, die aus den Gln. (1) 
hervorgehen, finden wir 


J=AJ&®--BJyP? +C0J2®2—-2DJyz—-2EJar -2FJay 
oder, nach der Kürzung durch J, 
Ax+ By? +02—2Dyz—2E2za—2Fay=l. (2) 


Wir haben die Gleichung gewonnen, welche die Koordinaten x, yund. verbindet und 
damit die Gleichung des gesuchten geometrischen Ortes der Punkte K darstellt. 

Da die von uns gewonnene Gleichung 
vom zweiten Grade ist, so ist der gesuchte 
geometrische Ort eine Fläche zweiter Ord- 
nung, und man erkennt leicht, daß es sich 
hier um ein Ellipsoid handelt. 

Tatsächlich ist das Ellipsoid die einzige 
‚Fläche zweiter Ordnung, die keine unend- 
lich entfernten Punkte. besitzt. Anderer- 
seits kann der Abschnitt OK in keiner 
Richtung der Achse Z unendlich groß 
werden (da das Trägheitsmoment J nie- 
mals gleich Null ist). Auch hieraus müssen 
wir folgern, daß die von uns gefundene 
Fläche zweiter Ordnung, auf der die Punkte Abb. 176 
K liegen, ein Ellipsoid ist. | 

Dieses Ellipsoid heißt Trägheitsellipso:d. 

Wir bemerken, daß der Koordinatenursprung das Ellipsoidzentrum ist, da es in der 
Gl. (2) keine Glieder ersten Grades gibt. Somit befindet sich das Zentrum des Träg- 
heitsellipsoids im Punkte O. 


IS) 
1] 
er) 
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8110. Die Hauptträgheitsachsen 


Die Bedeutung der im vorhergehenden Paragraphen dargelegten geometrischen 
Untersuchung besteht darin, daß sie uns die äußerst wichtige Vorstellung von.den 
Hauptträgheitsachsen eines starren Körpers vermittelt. 

Es ist bekannt, daß jedes Ellipsoid drei zueinander senkrechte Achsen besitzt. 
Gleichfalls bekannt ist, daß in der Gleichung des Ellipsoids die Glieder, die gemischte 
‚Koordinatenprodukte enthalten, dann ver- 
schwinden, wenn diese Achsen zugleich die 
Koordinatenachsen sind. 

Im vorhergehenden Paragraphen wurden 
die Achsen x, y und 2 im Punkte O ganz 
willkürlich gewählt; die Gleichung des Träg- 
heitsellipsoids, bezogen auf diese Achsen, hat 
die Form 


Ax?®-+ By +C22—2Dyz 
—2E2x —-2Faxay=1, 


wobei A, B und © die Trägheitsmomente des 
gegebenen Körpers in bezug auf die Achsen x, 
Abb. 177 yundzsind; D, E und F sind die entsprechen- 
| den zentrifugalen Trägheitsmomente in bezug 

auf die Achsen yundz, zund x, x und y. 

Wir bestimmen die Achsen des Trägheitsellipsoids, das für den Punkt O konstruiert 
ist, und werden diese Achsen X, Y und Z nennen und sie zugleich als Koordinaten- 
achsen verwenden (Abb. 177). Wenn wir die Gleichung des Trägheitsellipsoids auf die 
Achsen X, Y undZ beziehen, müssen die Glieder, die gemischte Koordinatenprodukte 
enthalten, in dieser Gleichung verschwinden (d. h., die Koeffizienten dieser Glieder 
müssen Null werden). Die Gleichung. des Trägheitsellipsoids, bezogen auf die Achsen X, 
Y und Z, wird dann die Form 


AX?+-BY’+C2=1 


haben, wobei A, B und C die Trägheitsmomente des gegebenen Körpers in bezug auf 
die Achsen X, Y und Z sind. Die zentrifugalen Trägheitsmomente D, E und F in 
bezug auf die Achsen X, Y und Z sind gleich Null. 

Also folgern wir, daß in jedem Punkte O eines starren Körpers drei zueinander senk- 
rechte Achsen X, Y und Z vorhanden sind, für welche die zentrifugalen Trägheits- 
momente des Körpers in bezug auf diese Achsen gleich Null sind. Diese Achsen 
heißen Hauptirägheitsachsen und die entsprechenden Trägheitsmomente A, B und C 
Hauptträgheitsmomente bezüglich des Punktes O. 

Wir wählen nun irgendeinen Punkt O im starren Körper und bezeichnen die 
Hauptträgheitsachsen des gegebenen Körpers in diesem Punkte mit X, Y und Z 
(Abb. 178). Darauf legen wir durch den Punkt O irgendeine Achse Z und bezeichnen 
die durch die Achse Z mit den Achsen X, Y und Z gebildeten Winkel mit «, ß und y. 
Wir bezeichnen das Trägheitsmoment des gegebenen Körpers in bezug auf die Achse L 


2 
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mit J. Denken wir an die im $ 108 aufgestellte Abhängigkeit zwischen den Trägheits- 
momenten J und den Winkeln «, ß und » und beachten wir, daß im gegebenen Falle 
die zentrifugalen Trägheitsmomente D, E und F Null werden, so erhalten wir 


J=4Acos’« +Bcos®’f +Ccosy, 


wobei A, B und C die Hauptträgheitsmomente des gegebenen Körpers im Punkte O 
sind. 

Gemäß dieser Gleichung kann das Trägheitsmoment in bezug auf eine beliebige 
durch den Punkt O gehende Achse errechnet werden, wenn die Hauptträgheits- 
momente A, B und Ö, die diesem Punkte entsprechen, bekannt sind. 


Z 


Abb. 178 Abb. 179 


Die dem Schwerpunkt eines Körpers entsprechenden Hauptträgheitsachsen heißen 
Hauptzentral-Trägheitsachsen. Wir wollen zeigen, daß das Trägheitsmoment eines 
Körpers in bezug auf eine beliebige Achse leicht gefunden werden kann, wenn die 
Richtungen der Hauptzentral-Trägheitsachsen des Körpers und ebenso seine Träg- 
heitsmomente in bezug auf diese Achsen bekannt sind. 


Wir wollen annehmen, daß das Trägheitsmoment J eines Körpers in bezug auf 
irgendeine Achse Z berechnet werden soll (Abb. 179). Wir legen den Schwerpunkt C 
des Körpers und die Hauptzentral-Trägheitsachsen X, Y und Z fest. Wir legen durch: 
den Punkt © die zu der Achse ZL parallel verlaufende Achse ZL, und bezeichnen die 
Winkel, die von der Achse Z, mit den Achsen X, Y und Z gebildet werden, mit «, ß 
und y. Das Trägheitsmoment J, des gegebenen Körpers in bezug auf die Achse L, 
wird aus der Gleichung | 


J.= Acos?« + Becos? ß + C cos?y 


berechnet, wobei A, Bund © die Hauptträgheitsmomente des Körpers sind. Wenn 
wir den Abstand zwischen den Achsen Z und Z, mit d bezeichnen, erhälten wir 


J=J,+M@, 


wobei M die Masse des Körpers ist. 
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Wir wollen nun klarstellen, unter welcher Bedingung eine gegebene Achse die Haupt- 
trägheitsachse vm gegebenen Punkte des Körpers ist. 

Wir nehmen an, daß die z-Achse die Hauptträgheitsachse im Punkte O ist (Abb. 180). 
Das bedeutet, daß die z-Achse eine der Achsen des für den Punkt O konstruierten 
Trägheitsellipsoids ist. Wie legen durch den Punkt O die zwei zueinander senkrechten 
Achsen x und y, die auch zu der gegebenen z-Achse senkrecht verlaufen. Wie wir 
wissen, hat die Gleichung des auf die 
Achsen x, y und 2 bezogenen Trägheits- 
ellipsoids die Form 


Aa@+By? +C2—2Dyz 
— 2E2x —-2Frey=1, 


wobei die Buchstaben A, B, C, D, E 
und F die uns bereits. bekannten Be- 
deutungen haben; wir erinnern daran, 
dab D, E und F zentrifugale Träg- 
heitsmomente in bezug auf die Achsen z 
und y, 2 und & bzw. x und y sind. 
Abb. 180 Wir nehmen den auf der Fläche des 
Trägheitsellipsoids liegenden Punkt M 
in der xz-Ebene an und bezeichnen die Koordinaten dieses Punktes mit x, 0, z. Da 
laut Voraussetzung die z-Achse auch Achse des Trägheitsellipsoids ist, muß der 
Punkt M, mit den Koordinaten — z, 0, z gleichfalls zu diesem Ellipsoid gehören. 
Setzen wir die Koordinaten der Punkte M und M, in die Gleichung des Trägheits- 
ellipsoids ein, so erhalten wir zwei Gleichungen: 


Ast +02—2Ezrı=1, 
A? +C02?+2Ezrxe=1. 
Subtrahieren wir die erste Gleichung von der zweiten, so finden wir: 
4Ezex =) 
oder, da x und z nicht gleich Null sind, 
E=0, 
Entsprechend überzeugen wir uns, daß 
D=0 


ist, wenn wir die zwei Punkte N und N, des Trägheitsellipsoids nehmen, die in der 
yz-Ebene und symmetrisch zur z-Achse liegen. 

Also besteht die Bedingung, nach der die z-Achse die Hauptträgheitsachse im 
Punkte O ist, darin, daß die zenirifugalen Trägheilsmomente des Körpers in bezug auf 
die z-Achse und die beiden anderen zueinander und zur 2-Achse senkrechten Achsen, 
die durch den Punkt O gelegt sind, gleich Null sein müssen. 
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Das soeben gewonnene Resultat gestattet, uns von der folgenden Eigenschaft der 
Hauptzentralträgheitsachsen zu überzeugen: Die Hauptzentraliräghertsachse ist die 
Hauptträgheitsachse für alle ihre Punkte. 


Wir nehmen an, daß C der Schwerpunkt des gegebenen Körpers und die Achse 2 
eine der Hauptzentralträgheitsachsen ist (Abb. 181). Wir legen durch den Punkt C 
die beiden Achsen x und y, die zueinander und zu 
der z-Achse senkrecht verlaufen. Da die z-Achse die z4t 
Hauptträgheitsachse im Punkte C ist, gilt nach 
dem Bewiesenen 


D= N myamı, 
E= Dmziui=0, 


wobei z,, y; und 2, die Koordinaten des Körperteil- 
chens M,, bezogen auf die Achsen x, y und z, sind. 
Wir wollen nun auf der z-Achse irgendeinen Punkt A 
annehmen und zeigen, daß die z-Achse eine der 
Hauptträgheitsachsen für den Punkt A ist. Wir legen 
durch den Punkt A die beiden Achsen x, und y,, die | 
parallel zu den Achsen x bzw. y verlaufen; wir müssen nun beweisen, daß die zentri- 
fugalen Trägheitskräfte in bezug auf die Achsen z, y, und z, x, (wir bezeichnen sie 
mit D, und E,) gleich Null sind. 


Wir bezeiehnen OA mit a. In Anbetracht dessen, daß in bezug auf die Achsen 
£, Y, 2 die Koordinaten des Teilchens M, &,, y;, 2; — a sind, erhalten wir: 


D, = mi yi(2 — a) 
F= >, Mi yaı—a>,my=D-- May,.,; 
EB= ma -a)® 


= mai a, mu; = E— Mazx,, 


Abb. 181 


wobei x, und y, die Koordinaten der Schwerpunkte © 
sind. Gemäß der Bedingung ist jedoch D=E = 0; 
da der Schwerpunkt auf der z-Achse liegt, ist x, = y, 
=(. Folglich gilt | 


Abb. 182 


=, E,=d. 


Das bedeutet, daB die 2-Achse die Hauptträgheitsachse im Punkte A ist. 


Somit ist die Hauptzentral-Trägheitsachse für alle ihre Punkte Hauptträgheits- 
achse. Umgekehrt kann die Hauptträgheitsachse, die nicht durch den Schwerpunkt ver- 
läuft, nur für einen ihrer Punkte Hauptträgheitsachse sein. 


Nehmen wir an, daß die 2-Achse die Hauptträgheitsachse für den Punkt O ist, wobei 
der Schwerpunkt C nicht auf dieser Achse liegt (Abb. 182). Wir legen durch den 


19* 
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Punkt O die Achsen x und y, die zueinander und zur z-Achse senkrecht verlaufen. 
Gemäß der Bedingung gilt: 


D= I myan=d, E= man =. 


Wir nehmen nun auf der 2-Achse den Punkt A an und legen durch diesen Punkt 
die Achsen x, und y,, die parallel zu den Achsen x und y verlaufen. Wenn wir OA 
mit a bezeichnen und die zentrifugalen Trägheitsmomente D, und E, in bezug auf 
die Achsen z, y, und 2, x, errechnen, werden wir wie früher 


D, = I my (4 —a)=D— May,, 

E,Ä,= m (4 — a)&; = E—- Mae, 
erhalten. Es ist aber D= E = 0; folglich gilt 

D,=- May, E,)h=—- Mar.. 


Da der Schwerpunkt C nicht auf der z2-Achse liegt, sind die Koordinaten &, und y, 
nicht gleich Null. Folglich sind auch die zentrifugalen Trägheitsmomente D, und Z, 
nieht gleich Null. Das bedeutet aber, daß die z-Achse nicht die Hauptträgheitsachse 
für den Punkt A sein kann. | 
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Wir haben im vorhergehenden Paragraphen gesehen, daß das Trägheitsmoment 
eines Körpers in bezug auf eine beliebige Achse als bekannt angesehen werden kann, 
| wenn die Richtung der Hauptzentral-Trägheitsachsen und 
auch die Trägheitsmomente in bezug auf diese Achsen be- 
kannt sind. 


Was die Richtung der Hauptzentral-Trägheitsachsen 
anbetrifft, so kann hier die Bemerkung von Nutzen sein, 
daß, wenn der homogene Körper eine Symmetrieachse be- 
sitzt, diese Achse eine der Hauptzentral-Trägheitsachsen 
des Körpers ist. Wenn der homogene Körper jedoch eine 
Symmetrieebene besitzt, ist jede zu dieser Ebene senk- 
rechte Gerade Hauptträgheitsachse für den Punkt, in 
dem sie sich mit der Symmetrieebene schneidet. 

Abb. 183 Wir wollen uns einen homogenen Körper vorstellen, der 

die Symmetrieachse 2 hat (Abb. 183). Natürlich liegt der 

Schwerpunkt C auf dieser Achse. Wir legen durch den Punkt C die Achsen x und y, 

die zueinander und zu der z-Achse senkrecht verlaufen; wir wollen zeigen, daß die 

zentrifugalen Trägheitsmomente D und E in bezug auf die Achsenz, y und x, z gleich 
Null sind. 


Es gilt: 


= > miyizi, E= I ma%. 
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Da die z-Achse die Symmetrieachse des Körpers ist, entspricht jedem Teilchen M;; 
des Körpers mit den Koordinaten &,, y; und 2, das symmetrisch gelagerte Teilchen N, 
mit den Koordinaten — x,,— y; und z,. Wenn wir (was immer möglich ist) annehmen, 
daß die Massen der Teilchen M,und N, gleich sind, werden sich in den Ausdrücken D 
und E die dem Teilchen M, entsprechenden Summanden m; y,2, und m,2,%; gegen die 
dem Teilchen N, entsprechenden Summanden — m, y;2; und — m,2;, &, aufheben. 
Entsprechend werden sich in den Ausdrücken D und E alle Summanden paarweise 
aufheben, und wir erhalten | 

D=0, Be; 


Das bedeutet, daß die z-Achse die Hauptzentral-Trägheitsachse ist. 
Wir setzen nun voraus, daß der homogene Körper die Symmetrieebene $ hat 
(Abb. 184). Wir nehmen in dieser Ebene den Punkt O an und errichten in demselben 
“ die Senkrechte z auf der Ebene $. Wir werden jetzt 
zeigen, daß die z-Achse Hauptträgheitsachse für 
den Punkt O ist. Zu dem Zweck legen wir durch 
den Punkt O in der Ebene $ zwei zueinander senk- 
rechte Achsen x und y und berechnen die zentri- 
fugalen Trägheitsmomente 


D= my; E= ) mar: 


Da die Ebene S. die Symmetriefläche des Körpers 
ist, zerfallen alle Teilchen des Körpers in Paare Abb. 184 
symmetrisch gelägerter Teilchen M, (mit den Ko- 
ordinaten &,, y,, 2;) und N, (mit den Koordinaten x, y; und — 2,). Infolgedessen 
heben sich in den Ausdrücken D und E alle Summanden paarweise auf, und 
es gilt 


Z 


D=0, E=0. 


Das bedeutet, daß die z-Achse die Hauptträgheitsachse im Punkte O ist. Natürlich 
liegt der Schwerpunkt des Körpers CO in der Symmetrieebene 8; die im Punkte C 
auf der Ebene 8 errichtete Senkrechte ist eine der Hauptzentral-Trägheitsachsen des 
Körpers. Für homogene ‘Körper von einfacher geometrischer Form: können die 
Hauptzentralträgheitsachsen durch eine unmittelbare Berechnung ermittelt werden. 
Wir bemerken, daß die Trägheitsmomente A, B und © in bezug auf diese Achsen 
durch die Gleichungen 


A= I milyi +2): B= Ymli +), c=Nm(ity). 
gefunden werden können, wenn die Hauptzentral-Trägheitsachsen zugleich die Ko- 
ordinatenachsen x, y und z sind. 


Wir werden die Berechnung der Trägheitsmomente A, B und C an einigen Bei- 
spielen zeigen. & | 


1. Die Kugel 
Jeder Durchmesser der Kugel ist eine Hauptzentral-Trägheitsachse. Wir wählen 
drei zueinander senkrechte Durchmesser der Kugel als Achsen x, y und 2 (Abb. 185) 
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und bezeichnen den Abstand des Teilchens M, vom Zentrum der Kugel C mit r,. Wir 
bilden die Summe: 
De PB M; r; . 


Es gilt: r? = 2? + y} + 2, folglich ist 


S= Ymlatri tz). 
Andererseits gilt: 


A+B+C=2Ymi+tyi+tza)=28%. 


Da im gegebenen Fall A = B = ( ist, folgt hieraus, daß 


| 2 
A=B=(-=--—$ 
3 


ist. 

Also wird die Berechnung der Größen A, Bund C auf die Errechnung der Summe & 
reduziert. 

Zur Bestimmung der Summe $ wollen wir auf folgende Art verfahren. Wir be- 
trachten innerhalb der Kugel eine Reihe unendlich naher, konzentrischer, kugel- 
förmiger Flächen mit dem gemeinsamen Zentrum im Punkte ©. Durch diese Flächen 
wird das Volumen der Kugel in eine Reihe unendlich dünner kugelförmiger Schalen 
zerlegt. Wir wollen den Teil der Summe 8 berechnen, 
der- dem zu der Kugelschale gehörenden Teilchen ent- 
spricht; dieser Teil ist zwischen den Kugelflächen mit 
den Radien r und r + dr eingeschlossen. 


Für alle diese Teilchen hat die Größe r; ein und dei 
selben Wert; wir können annehmen, daß y,=r ist. 
Setzen wir die Größe r? hinter die Klammer, so schließen 
wir, daß der uns interessierende Teil der Summe $ gleich 
dem Produkt aus r? und der Masse der von uns be- 
zeichneten Kugelschale ist. D’ese Masse ist gleich 


Abb. 185 


4nor:dr, 


wobei o die Dichte ist. Folglich hat der Teil der Summe $S, welcher der von uns ge- 
wählten Schale entspricht, den Wert 


Anor'dr. 


Um den Wert der Summe $ zu ermitteln, muß nun noch über r in den Grenzen 
vonr=0bisr = R integriert werden, wobei R der Radius der Kugel ist. Also ist 


z 4 
4 eg 
nefr r 5 ro 
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Nun gilt, wenn wir die Masse der Kugel mit M bezeichnen, 


Folglich ist S — Mm, 
Hieraus erhalten wir endgültig: 
2 
dA=B=60=- ME. 


2. Die runde Scheibe 
Wir betrachten eine runde Scheibe vom Radius R und der geringfügig kleinen 
‚Dicke e. 

‚Die Hauptzentral-Trägheitsachsen sind die im Zentrum der Scheibe O auf ihrer 
Ebene errichtete Senkrechte Z und zwei beliebige zueinander senkrechte Durchmesser 
der Scheibe zund y (Abb. 186). Da man für alle Teilchen 
der Scheibe 2; = 0 annehmen kann, haben wir im ge- J 
gebenen Fall 


A= my; = Im, C=-Ymity. 
Hieraus folgt, daß 


ade 
Br 


ist. 

Um das Trägheitsmoment C zu berechnen, legen wir 
eine Reihe unendlicher naher konzentrischer Kreise in 
die Scheibe mit dem gemeinsamen Zentrum, das mit dem der Scheibe zusammen- 
fällt. Durch diese Kreise wird die Scheibe in eine Reihe unendlich dünner kreis- 
förmiger Ringe geteilt. Das Trägheitsmoment C finden wir als Summe der Träg- 
heitsmomente der einzelnen Ringe in bezug auf die z-Achse. 


Das Trägheitsmoment eines durch die Kreise mit den Radienr undr + dr begrenz- 
ten Ringes ist gleich der Größe r2 multipliziert mit der Masse des Ringes. Die Masse 
des Ringes ist gleich 2 ro er dr, wobei o die Dichte ist; folglich ist das Trägheits- 
moment des Ringes gleich 


Abb. 186 


Znoerdr. 


Durch Summieren erhalten wir: 
R 
Deöune ie wor 
0 2 


Wenn wir nun beachten, daß die Masse der Scheibe M den Wert 


M=noeceR? 
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hat, erhalten wir endgültig: 
1 
=— MR. 
C 5 M 


Für die Trägheitsmomente A und B erhalten wir den Ausdruck 


I 
en 


3. Der Zylinder 


Wir bezeichnen den Radius der Basis des Zylinders mit R, seine Höhe mit 21. 
Hauptzentral-Trägheitsachsen sind dann die Zylinderachse z und zwei beliebige 
zueinander senkrechte Durchmesser x und y seines mittleren Querschnittes (Abb. 187). 
Wir legen eine Reihe unendlich naher Schnitte durch den Zylinder, die senkrecht zu 
seiner Achse verlaufen. Durch diese Schnitte wird der Zylinder in eine Reihe unend- 
lich dünner runder Scheiben zerlegt. Wir werden die Trägheitsmomente des Zylinders 
A, B, Cin bezug auf die Achsen x, y und 2 als Summen der Trägheitsmomente der 
einzelnen Scheiben finden. 


Wir greifen zwei unendlich nahe Schnitte des Zylinders heraus, die den Koordi- 
naten2undz +:-dz entsprechen. Das Trägheitsmoment der zwischen diesen Schnitten 
eingeschlossenen Scheibe in bezug auf die z-Achse ist nach dem oben Gesagten gleich 


2 R*d 
a 2, 


wobei o die Dichte ist. Hieraus erhalten wir, wenn wir sum- 
dz wieren, 


I 
1 
y 0=zmeRt|de= mer. 


Die Masse M des Zylinders ist gleich 


M=2neR!l. 
Folglich ist 


Abb. 187 


1 
C=—MR:. 
2 


Um das Trägheitsmoment der Scheibe in bezug auf die x-Achse zu berechnen, 
ermitteln wir zuerst ihr Trägheitsmoment in bezug auf die Achse, die parallel zur 
x-Achse verläuft und durch den Schwerpunkt der Scheibe hindurchgeht; wie weiter 
oben ermittelt wurde, ist dieses Trägheitsmoment gleich einem Viertel des Produktes 
aus Masse der Scheibe und dem Quadrat ihres Radius, d.h. 


1 
— roR*:da. 
4 
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Wenn man im Auge behält, daß die Masse der Scheibe gleich x o R? dz ist und sich 
der im $ 107 aufgestellten Gleichung bedient, findet man das Trägheitsmoment der 
Scheibe in bezug auf die &-Achse: 


1 
er + roR:?22?d2. 
Hieraus erhalten wir, wenn wir summieren, 


z 1 u 
A=—noRt[detnoRjd<Zmokl+znoBR, 
—I — I 


oder 


Natürlich ist B = A. 
4. Das rechtwinklige Parallelepiped | 

Wir bezeichnen die Länge der Kanten des Parallelepipeds mit 2a, 25 und 2c. Als 
Hauptzentral-Trägheitsachsen z, y und z erscheinen die drei Mittellinien des Parallel- 


epipeds (Abb. 188). Wenn wir die Masse des Parallelepipeds mit M bezeichnen, er- 
halten wir, was leicht zu zeigen ist: | 


1 e 1 
Zmi-zue, Zui-zun 
Se ER 
I mi Me 
Hieraus ergeben sich die Gleichungen 


1 1 
A= MW +0), BZ Me +.0?), 


1 
= M(a +). Abb. 188 


Wir überlassen es dem Leser, diese Gleichungen ausführlich aufzustellen und be- 
schränken uns auf die Bemerkung, daß es bei der Berechnung der Summe 3 m, «? 
zweckmäßig ist, das Parallelepiped in eine Reihe unendlich dünner rechtwinkliger 
Scheiben durch senkrecht zur x-Achse verlaufende Ebenen zu zerlegen. 


Zum Abschluß dieses Paragraphen erwähnen wir, daß man in den Fällen, in denen 
die Berechnung der exakten Werte der Trägheitsmomente des Körpers Schwierig- 
keiten bereitet, die annähernden Werte dieser Größen ermitteln kann, wenn man 
sich der Verfahren einer angenäherten Berechnung der bestimmten Integrale bedient. 
In vielen Fällen wird es vorgezogen, die Trägheitsmomente auf experimentellem Wege 
zu bestimmen; eines dieser Verfahren, die zu diesem Zweck angewandt werden, wurde 
im $ 95 dargelegt. | 
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5 112. Die reduzierte Länge und das Sehwingungszentrum eines 
physikalischen Pendels 


Wir wollen nun zu einigen ‚Fällen der Anwendung der in diesem Kapitel auf- 
gestellten Resultate übergehen. 


Wir stellen uns einen starren Körper vor, der eine feste horizontale: Gerade 
besitzt und sich nur unter der Einwirkung des eigenen Gewichtes befindet. Einen 
solehen Körper bezeichnet man als physikalisches Pendel. Die feste ‚Gerade 
nennen wir Drehachse des Pendels. Wir legen durch den Schwerpunkt des Körpers C 
eine Ebene, die senkrecht auf der Drehachse steht, und verwenden diese Ebene als 
Zeichnungsebene. Ihren Schnittpunkt mit der Drehachse be- 
zeichnen wir mit dem Buchstaben O (Abb. 189). 


Wir stellen die Differentialgleichung für die Bewegung des 
physikalischen Pendels auf. Dabei bedienen wir uns der 
Differentialgleichung für die Drehung eines starren Körpers. 


Wir bezeichnen das Gewicht des Pendels mit PB, den Ab- 
stand OC seines Schwerpunktes von der Drehachse mit «a und 
das Trägheitsmoment des Pendels in bezug auf die Dreh- 
achse mit J. Die an dem Pendel angreifenden äußeren Kräfte 
sind die Schwerkraft PB und die Reaktionen der Lager, in 
denen? sich die Drehachse befindet. Die Momente dieser Re- 

Abb. 189 aktionen in bezug auf die Drehachse sind jedoch gleich Null 

(wir vernachlässigen hierbei die Reibungskräfte in den Lagern); 

das Moment der Schwerkraft B in bezug auf dieselbe Achse ist gleich — Pa sin p, 

wobei » der durch den Abschnitt OC mit der Vertikalen gebildete Winkel ist (d.h. 

der Winkel der Abweichung des Abschnittes OO von seiner vertikalen Gleichgewichts- 

lage). Wählen wir den Winkel als Drehwinkel des Pendels, so erhalten wir die 
Differentialgleichung der Rotation | 


Jö= — Pasinp 
oder 


+. + Pa er) 0 
un Wok, 1 = 5 
p 7 sın 9 


durch welche die Schwingungen des Pendels bestimmt werden. 


Im $30 war die Differentialgleichung der Schwingungen eines mathematischen 
Pendels aufgestellt worden; sie hat die Form 


Ö+ T sinp=0, 
wobei @ der Abweichungswinkel des mathematischen Pendels von der vertikalen 
Gleichgewichtslage und ! die Länge des Pendels ist. 


Vergleichen wir diese Gleichung mit der Differentialgleichung der Schwingungen 
des physikalischen Pendels, so sehen wir, daß man die Identität dieser Gleichung 
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durch eine geeignete Auswahl der Größe I erreichen kann. Das bedeutet, daß man 
jedem physikalischen Pendel ein mathematisches Pendel von bestimmter Länge 
gegenüberstellen kann, das mit dem gegebenen physikalischen Pendel identisch 
schwingt. Die Länge dieses äquivalenten mathematischen Pendels wird durch die 
Gleichung 


bestimmt, woraus 


folgt. 

Diese Größe I heißt reduzierte Länge des physikalischen Pendels. Wir tragen vom 
Punkt O auf der Geraden OC den Abschnitt OA = lab; der Punkt A heißt Schwin- 
gungszentrum des Pendels. Die durch das Schwingungszentrum hindurchgehende 
Achse, die parallel zu der Drehachse verläuft, heißt Schwingungsachse des Pendels. 
Wir bezeichnen nun das Trägheitsmoment des Pendels in bezug auf die Achse, die 
parallel zu der Drehachse verläuft und durch den Schwerpunkt C hindurchgeht, 
mit J.. 

Es ist 

J=J.+Ma°. 

Folglich ist 

J.+ Mao? Je 


l—=- — _ — G. 
Ma Ma 


Hieraus folgt, daß 1 > a ist; das bedeutet, daß der Schwerpunkt C stets, zwischen 
dem Drehpunkt O und dem Schwingungszentrum A liegt. Wir wollen die Bezeich- 
nung l— a = AC = b einführen. Es gilt dann: 


J. 


LE 
Ma 


woraus wir, wenn wir J, = Mr?, setzen, wobei r,, der Trägheitsradius des Pen- 
dels in bezug auf die Achse ist, die parallel zu der Drehachse verläuft und durch 
den Schwerpunkt geht, 
ab=r7, 
erhalten. 
Wir wollen diese Gleichung auf das im $ 95 angeführte Zahlenbeispiel anwenden. 


In diesem Beispiel war a = 121,55 em; die beobachtete Schwingungsdauer. der 
Kurbelstange betrug T = 2,53 s. Wir berechnen den Trägheitsradius r,,. Wenn wir 
die reduzierte Länge der Kurbelstange, die als physikalisches Pendel angesehen wird, 


aus der Gleichung 
A: 

T=2n V- 

g 
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berechnen, erhalten wir: 


gT? 
4 n? 


I —= 159 cm. 


Damit erhalten wir, wenn wir « = 122 cm annehmen: 


und hieraus 


—l—a=3Tcm 


1Je= Yab = 6’cm, 


was mit dem im $ 107 gewonnenen Resultat übereinstimmt. 


S 113. Der Ausgleich der Trägheitskräfte eines rotierenden Körpers 


Bei einer schnellen Rotation irgendeines Teiles der Maschine entstehen in dem- 
selben bedeutende Trägheitskräfte, dieeinen zusätzlichen Druck auf die die Rotations- 
achse des gegebenen Körpers stützenden Lager hervorrufen und Erschütterungen der 
ganzen Maschine bewirken, wenn sie durch die Lager auf die Widerlager der Maschine 


Z 


übertragen werden. Diese schäd- 
lichen Erscheinungen verschwin- 
den in dem Fall, wenn sich die 
Trägheitskräfte des rotierenden 
Körpers ausgleichen. Wir wollen 
klarstellen, welche Bedingungen 
geschaffen werden müssen, damit 
ein solcher Ausgleich der Träg- 
heitskräfte stattfindet. 

Wir stellen uns einen starren 
Körper vor, der unter der Ein- 
wirkung der angreifenden äuße- 
ren Kräfte %,, a... , 5, um 
die feste z-Achse rotiert (Abb. 
190). Wir nehmen die beiden 
Punkte O, und O, des Körpers, die 

. auf der 2-Achse liegen, als un- 
beweglich befestigt an (zwei 
Abb. 190 Lager, welche die Rotationsachse 
des Körpers stützen). Wir wollen 


den vom rotierenden Körper auf diese Stützpunkte ausgeübten Druck bestimmen. 
Natürlich ist dieser Druck der Größe nach gleich und entgegengesetzt gerichtet 
den entsprechenden Reaktionen der Stützpunkte O, und O,. Wir wollen diese Reak- 
tionen ermitteln und zu diesem Zweck die Methode der Kinetostatik benutzen. 
Wir wissen, daß die gesuchten Reaktionen und die an dem Körper angreifenden 


Kräfte S, Dar... 


geglichen werden. 


%,„ durch die Trägheitskräfte aller Teilchen des Körpers aus- 
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Wir legen durch den Punkt O, zwei Achsen x und y, die zueinander und zu der 
2-Achse senkrecht verlaufen, und stellen sechs Gleichungen der Statik auf, wobei 
wir zu den gegebenen Kräften auch noch die Trägheitskräfte der Körperteilchen 
hinzufügen. 

Wir bezeichnen die Reaktionen der Punkte O, und O, mit R, und N, und ihre 
Komponenten auf den Koordinatenachsen entsprechend mit N, Ni» Nız Nar; 
N,, und N;,.. 

Wir betrachten das Teilchen M, des Körpers. Die Trägheitskraft dieses Teilchens 
setzt sich aus der zentrifugalen Trägheitskraft %7 und der tangentialen Trägheits- 
kraft %7, zusammen. Bezeichnen wir die Masse des Teilchens mit m, und den Radius 
des durch denselben beschriebenen Kreisumfanges mit r,, so gilt: 


1) 


n l 
Fı=mrw, Fı=mirie, 
h 


wobei » und © die Winkelgeschwindigkeit bzw. die Winkelbeschleunigung des Körpers 
sind. Die zentrifugale Trägheitskraft verläuft auf dem Rotationsradius KM, des 
Punktes M,, und ihre Riehtungscosinus sind 


Die tangentiale Trägheitskraft verläuft senkrecht zum Radius KM, und ihre 
Richtungscosinus sind 
Yi u 0 


T; Yj 


Daher können die Komponenten der Trägheitskraft auf den Koordinatenachsen 
auf folgende Art dargestellt werden: 


oder 
FR = mio’ +miyie, 


Fy=zmyvo’— mie, 
F,=°. 
Zum Aufstellen der Momente der Reaktionen und der Trägheitskräfte in bezug auf 


die Koordinatenachsen benutzen wir die im $60 des ersten Teiles aufgestellten 


Gleichungen, und zwar 
M„=y2-.eY, 


M,=2X—xZ, 
M,„=2Y-yX. 
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Wir erhalten sechs Gleichgewichtsgleichungen: 


Na+N. + I + I m no + Ymyie=d, 

Ny+Ny+ 3 Yt Zmvio’— mme=), 

Na + Na + 3 4=°; 

— aN?y+ I Mi, — >myzaot+ Lmmiie=t, 

aN:.+ DMiy+ ID mi 220° + Dmyize=d, 

DM + mn yo? — Dmrje— > mi yo? — Dmyie=, 


wobei a die Länge des Abschnittes 0,0, ist, und EX, ZY,, ZZ, ZM,..; 2Min 
> M,;, die Summen der Komponenten und die Summen der Momente der an- 


greifenden Kräfte %., %2, - - - , 3%, Sind. Die von den Trägheitskräften abhängigen 
Glieder können umgeformt werden. Es gilt: 


m; 0 = w Y mi = M2.0, 
D>mye=e my My: 


wobei M die Masse des Körpers ist und x, und y, die Koordinaten seines Schwer- 
punktes sind; entsprechend ist 


Dmiyo= My.w®, Dmiwie=Ma.e. 
Ferner gilt: | 


Dmyizo= wo’ Ymiyiaı= Du, 

Dmmane=e)mman=Ee, 

ma w= Ew?, > miyizie= De, 
Dm(ityi)e=edmri=Je, 


wobei D und E die zentrifugalen Trägheitsmomente des Körpers in bezug auf die 


Achsen y, z und x, 2 sind und J das Trägheitsmoment des Körpers in bezug auf die 
2-Achse ist. 


Somit erhalten wir die Gleichungen 
Nat Nat NY Ki +M,o+Mys=0, 
Ny+Nyt+ 3 YıtMy,o®—-Ma.e=0, 
Na+tN.+ 3 Z=0, 
—aN:.,+ »Ma.-Do’+Ee=0, 
aNg+ I Miy+Eo®+De=0, 
D’Ma—-Je=0. 
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In der letzten Gleichung sind die Auflagerreaktionen nicht, enthalten, sie ist nichts 
anderes als die uns bereits bekannte Differentialgleichung der Rotation des Körpers. 
Aus den übrigen fünf Gleiehungen können die Reaktionen N,., Niıy, Nez und N,, 
ermittelt werden, die senkrecht zu der Rotationsachse gerichtet sind; diese Reak- 
tionen heißen Seitenreaktionen. Die Reaktionen N,, und N,,, die längs der Drehachse 
verlaufen (Längsreaktionen), bleiben unbestimmt. Wir erinnern daran, daß wir dieser 
Unbestimmtheit der Längsreaktionen bereits begegnet sind, als wir die gleiche Frage 
unter der Voraussetzung, daß sich der Körper in Ruhe befindet, betrachteten (siehe 
"Teil I, $ 63). Diese Unbestimmtheit wird beseitigt, wenn man einem der Stützpunkte 
O, und O, die Freiheit der Verrückung längs der z-Achse gibt. Wir ersehen aus der 
dritten Gleichung, daß die Längsreaktionen nicht von den Trägheitskräften ab- 
hängen. 

Was die Seitenreaktionen N,,, Nay Na. Na, anbetrifft, so sehen wir, daß in den 
diese Reaktionen bestimmenden Gleichungen sowohl die von den gegebenen Kräften 
31» Io ---,%n abhängigen Glieder als auch die Glieder, die von den Trägheits- 
kräften abhängen, enthalten sind. Hieraus folgt, daß sich jede Seitenreaktion aus 
der statischen Komponente, die durch die Einwirkung der angreifenden Kräfte her- 
vorgerufen wird, und der dynamischen Komponente, die von den Trägheitskräften 
abhängt, zusammensetzt; bei einer schnellen Rotation können sich diese dynamischen 
Komponenten als sehr bedeutend erweisen. Wir bemerken jedoch, daß die dyna- 
mischen Glieder in den Seitenreaktionen gleich Null sind, wenn folgende Be- 
dingungen eingehalten werden: 


2.w+y,e=(0, 4v.0— 2,Ee=(, (1) 
—Dw:+Ee=0, Ew+De=(0. (2) 


Bei der Erfüllung dieser Bedingungen hängen die Seitenreaktionen nicht von den 
Trägheitskräften ab. In diesem Fall sagt man, daß die Trägheitskräfte ausgeglichen 
sind!, 


Wie aber sind die Bedingungen des Ausgleiches der Trägheitskräfte‘ ? Lösen wir die 
Gln. (1) nach x, und y, auf, so finden wir: 


N, y.=°. 


Das bedeutet, daß sich der Schwerpunkt des Körpers auf der Rotationsachse be- 
finden muß. Lösen wir aber die Gln. (2) in bezug auf D und Z, so erhalten wir: 


DV, E=0. 


Das bedeutet, daß die Drehachse 2 die Hauptträgheitsachse für den Punkt O, sein 
muß. Wenn aber die z-Achse durch den Schwerpunkt des Körpers verläuft, wird sie 
(nach dem im $ 110 Bewiesenen) gleichzeitig die Hauptträgheitsächse auch für den 
Schwerpunkt sein. 


! Man muß den Vorbehalt machen, daß ein derartiger Wortgebrauch nicht ganz genau ist. Hier gibt es 
keinen Ausgleich der Trägheitskräfte im buchstäblichen Sinn: Hier bleibt die Summe der Momente der Träg- 
heitskräfte in bezug auf die- Rotationsachse verschieden von Null. 
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Also werden die Trägheitskräfte eines rotierenden Körpers in dem Falle aus- 
geglichen sein, in dem die Rotationsachse die Haupteentraliräghevtsachse des. Körpers ist. 

-Die rotierenden Teile der Maschinen sind gewöhnlich Rotationskörper; sie drehen 
sich um ihre Symmetrieachse. In einem solchen Fall ist die Bedingung des Ausgleiches 
der Trägheitskräfte erfüllt. Jedoch kann die Bearbeitung solcher Maschinenteile nie 
ideal präzise sein; infolge der unvermeidlichen Fehler in der Produktion fällt die Ro- 
tationsachse doch nicht ganz genau mit der Hauptträgheitsachse zusammen; es bleiben 
Trägheitskräfte unausgeglichen, die sich bei einer sehr schnellen Rotation als schäd- 
lich erweisen können. Dort, wo eine große Genauigkeit im Ausgleich der Trägheits- 
kräfte gefordert wird (z. B. in Dampfturbinen), müssen die erwähnten Fehler durch 
Hinzufügen von zusätzlichen Massen an geeigneten Stellen des gegebenen Körpers 
korrigiert werden. Es gibt Vorrichtungen, die gestatten, auf experimentellem Wege 
die zusätzlichen Massen zu bestimmen, die zum, Ausgleich der Trägheitskräfte be- 
nötigt werden. 


KAPITEL XIX 


DER STOSS 


$ 114. Die momentanen Kräfte. Die Wirkung einer momentanen Kraft auf 
einen materiellen Punkt 


Bei den Erscheinungen des Stoßes begegnen wir einer Gruppe von Kräften, bei 
denen die Berechnung der Wirkung einige Besonderheiten aufweist. Bei einem Zu- 
sammenstoß zweier Körper entsteht zwischen ihnen ein sehr großer Druck, der jedoch 
im Laufe eines sehr kurzen Zeitraumes wirkt. Wir wollen uns eine ruhende Kugel 
vorstellen, an welche eine andere mit einer gewissen Geschwindigkeit sich be- 
wegende Kugel stößt. Nach dem Zusammenstoß berühren sich die Kugeln während 
eines sehr kurzen Zeitraumes, der Stoßdauer heißt, danach trennen sie sich 
von einander. 

Vom Augenblick der ersten Berührung zwischen den Kugeln an treten gemeinsame 
Drücke auf, die solange wirken, wie sich die Kugeln gegenseitig berühren. Während 
der Dauer des. Stoßes wachsen diese Drücke von Null bis zu einem Maximum an; 
danach fallen sie wieder und werden im Augenblick der Beendigung des Stoßes Null. 

Experimentelle Untersuchungen! zeigen, daß unter gewöhnlichen Bedingungen 
die Stoßdauer mit Tausendsteln oder sogar Zehntausendsteln einer Sekunde gemessen 
wird. 

Die Größen der bei einem Stoß des Körpers entstehenden Drücke sind sehr be- 
deutend; unter gewöhnlichen Bedingungen übersteigen sie das Gewicht des stoßenden 
Körpers um das Hundert- und Tausendfache. Somit werden die bei einem Stoße ent- 


I Siehe z.B. A.N. Dinnik, ‚Stoß und Kompression elastischer Körper‘ (A.H.AuuHuek, Yaap u 
GHRATZe yoIpyrax Teil. M3B. KueBcKoTo IIOHMTEXHHYECKOTO MHCTUTYTA, 1910). 
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stehenden Drücke dadurch charakterisiert, daß sie im Laufe eines sehr kleinen Zeit- 
raumes wirken, dabei aber sehr große Werte erreichen. Kräfte solcher Art heißen 
momentane Kräfte. Genauer bestimmen wir den Begriff der momentanen Kraft auf 
folgende Art: Momentane Kraft heißt eine Kraft, die, wenn sie während eines gering- 
fügig kleinen Zeitraumes wirkt, dabei so große Werte erreicht, daß während der Zeit 
ihrer Wirkung ihr Impuls eine endliche Größe ist. 

. Nun müssen wir noch das Verfahren zur Berechnung 
der Wirkung einer an irgendeinem Körper angreifenden 
momentanen Kraft ermitteln. Um diese Frage zu klären, 
erläutern wir zunächst, wie das Resultat der Wirkung 
einer momentanen Kraft auf einen einzelnen materiellen 
Punkt sein wird. | 

Wir nehmen an, daß sich der materielle Punkt M unter 
der Wirkung angreifender Kräfte bewegt; die Resultie- 
rende dieser Kräfte bezeichnen wir mit %, (Abb. 191). 
Zu einer bestimmten Zeit ti, beginnt auf den Punkt M. 
die momentane Kraft % zu wirken, die ihre Wirkung 
im Augenhlick 1, =t, + r abbricht, wobei z der gering- Abb. 191 
fügig kleine Zeitraum ist. Wir wenden bei der Bewegung 
des Punktes M in der Zeit z den Impulssatz an. 

Bezeichnen wir die Geschwindigkeiten des Punktes M zur Zeit ti, und ti, mit v, 
undv,, die Impulse der Kräfte % und %, in der Zeit mit S und ©,, so gilt: 


"MO. mdı = S 4 Ei 


Wir sehen nun, daß der Impuls der endlichen Kraft %, im geringfügig kleinen 
Zeitraum 7 eine kleine Größe von der Größenordnung r ist. Der Impuls der momen- 
tanen Krait % aber wird von uns in der Zeit r als endliche Größe vorausgesetzt. 
Hieraus folgt, daß wir den Impuls ©, im Vergleich zum Impuls © vernachlässigen 
können. Vernachlässigen wir den Impuls S,, so erhalten wir 


MU, — MIı =S 
oder 


S 
mn 1) 


Hieraus ist zu ersehen, daß sich die Geschwindigkeit v, von der Geschwindigkeit v, 
um die endliche Größe unterscheidet. Das bedeutet, daß in dem geringfügig kleinen 
n 


Zeitraum r, in dem die momentane Kraft wirkt, eine endliche Veränderung der 
Größe und der Richtung der Geschwindigkeit des Punktes M vor sich geht. Wir 
können sagen, daß eine „momentane“ Veränderung der Geschwindigkeit des Punktes 
das Resultat der Wirkung einer momentanen Kraft auf diesen materiellen Punkt ist. 

Da die Geschwindigkeit des Punktes M in der Zeit z eine endliche Größe ist, so ist 
die von dem Punkte M in der Zeit x erhaltene Verrückung eine kleine Größe von der 
Größenordnung z; der materielle Punkt hat keine Zeit, sich während der Zeit der 
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Wirkung der momentanen Kraft merklich zu verschieben. Die geringfügig kleine 
Verrückung des Punktes M können wir also vernachlässigen. Somit äußert sich das 
einzige Resultat der Wirkung einer momentanen Kraft auf einen materiellen Punkt 
in einer momentanen Veränderung seiner Geschwindigkeit. 

Aus der Gl. (1) folgt: 


Du, = Dı + —. 
m 


Folglich können wir die Geschwindigkeit v, erhalten, wenn wir die Geschwindigkeit 
v, und die Größe addieren (Abb. 191). 
M 


Nach der Zeit i, bricht die Wirkung der momentanen Kraft % ab, und die endliche 
Kraft %, wirkt wieder allein: Unter der Wirkung dieser Kraft setzt sich die Bewegung 
des Punktes M fort. Da sich die Richtung der Geschwindigkeit v, (allgemein ge- 
sprochen) von der Richtung der Geschwindigkeit v, um eine endliche Größe unter- 
scheidet, ist ihr Verlauf an der Stelle, an der sich der Punkt M unter der Wirkung 
der momentanen Kraft befand, unstetig. 

Wenn wir alles soeben Dargelegte zusammenfassen, erhalten wir als gewonnene 
Grundresultate: - 

1. Bei der Berechnung der Wirkung einer momentanen Kraft kann man die Wir- 
kung der endlichen Kräfte vernachlässigen. 

2. Man kann die Verrückung des materiellen Punktes während der Zeit der Wirkung 
einer momentanen Kraft vernachlässigen. 

3. Das Resultat der Wirkung einer momentanen Kraft drückt sich in der Verände- 
rung der Geschwindigkeit des Punktes aus; diese Veränderung wird durch die 
Gl. (1) bestimmt. 


8 115. Die Wirkung der momentanen Kräfte auf den Schwerpunkt eines 
materiellen Systems 


Da jeder Körper von uns als eine Vereinigung von materiellen Punkten betrachtet 
wird, können wir bei der Anwendung aller in dem vorhergehenden Paragraphen 
dargelegten Erwägungen auf alle materielle Punkte, die zum Bestande des gegebenen 
Körpers gehören, die Wirkung der an einem beliebigen Körper angreifenden momen- 
tanen Kräfte berechnen. 

Wegen der am Ende des vorhergehenden Paragraphen festgestellten Resultate 
folgern wir: 1., daß man bei der Berechnung der Wirkung von an einem beliebigen 
Körper oder überhaupt an einem beliebigen materiellen System angreifenden momen- 
tanen Kräften die Wirkung der endlichen Kräfte vernachlässigen kann; 2,, daß man 
die Verrückung der Punkte des Systems während der Zeit der Wirkung der momen- 
tanen Kräfte vernachlässigen kann und 3., daß als Resultat der Wirkung momentaner 
Kräfte die Veränderung der Geschwindigkeit der Systempunkte erscheint. Der Um- 
stand, daß man bei der Berechnung der Wirkung der momentanen Kräfte die Ver- 
rückungen der Punkte des Körpers vernachlässigen kann, vereinfacht ganz bedeutend 
die Lösung der mit der. Wirkung der momentanen Kräfte verbundenen Fragen. 
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Wir wollen uns nun mit der Klarstellung dessen befassen, wie sich die Wirkung; 
der an einem materiellen System angreifenden momentanen Kräfte an dem Trägheits- 
zentrum dieses Systems widerspiegelt. 

Wir wissen bereits, daß die Verrückungen der Systempunkte während der Wirkung 
der momentanen Kräfte geringfügig klein sind. Hieraus folgt, daB auch die von dem 
Trägheitszentrum in diesem Zeitraum erhaltene Verrückung klein sein muß; diese 
geringfügige Verrückung können wir vernachlässigen. Das Resultat der Wirkung der 
momentanen Kräfte kann sich nur in der Veränderung der Geschwindigkeit des Träg- 
heitszentrums äußern. | 

Um diese Veränderung der Geschwindigkeit des Trägheitszentrums zu ermitteln, 
werden wir vom Gesetz der Bewegung des Trägheitszentrums ausgehen. 

Wir wissen, daß sich das Trägheitszentrum des Systems wie ein materieller Punkt 
bewegt, in dem die ganze Masse des Systems konzentriert ist und an dem alle auf 
das System wirkenden äußeren Kräfte angreifen. Hieraus folgt, daß die im vorher- 
gehenden Paragraphen bei der Betrachtung der Wirkung der momentanen Kräfte 
auf einen materiellen Punkt gewonnenen Resultate unmittelbar auch bei der Be- 
rechnung der Wirkung momentaner Kräfte auf die Bewegung des Trägheitszentrums 
des Systems angewandt werden können. 

Nehmen wir an, daß zur Zeit i, auf das mechanische System momentane Kräfte 
zu wirken beginnen, die ihre Wirkung im Augenblick t, = t, + r abbrechen, wobei 7 
ein geringfügig kleiner Zeitraum ist. Wir wissen bereits, daß wir die an den Punkten 
des Systems angreifenden endlichen Kräfte im Vergleich zu den momentanen Kräften 
. vernachlässigen können. Was die momentanen Kräfte anbetrifft, so können dazu 
sowohl äußere als auch innere Kräfte gehören. Wir wissen aber, daß die inneren Kräfte 
keinerlei Einfluß auf die Bewegung des Trägheitszentrums des Systems haben. 
Bezeichnen wir die äußeren momentanen Kräfte, die an den Punkten des Systems 
angreifen, mit Sn, Sr, 2.3 %n, ihre Impulse in der Zeit mit Ss”, 5, ers 
und wenden wir bei der Bewegung des Trägheitszentrums in dem Zeitraum den Im- 
pulssatz an, so erhalten wir 

M,—-Mun=&7 +6 ++&, 
wobei M die Masse des Systems ist und v, und v, die Geschwindigkeiten des Träg- 
heitszentrums in den Augenblicken t, bzw. t, sind. 

Die gewonnene Gleichung gestattet, die Geschwindigkeit v, zu bestimmen, wenn 
die Geschwindigkeit v, und die Impulse aller auf das System wirkenden äußeren 
momentanen Kräfte bekannt sind. 


Wenn wir beide Teile der gewonnenen Vektorgleichung auf die Koordinaten- 
achsen x, y und z projizieren, erhalten wir die Gleichungen: 


M (vg; v12)= Ba: 
M (wy—viy)= >: 
M (v3; BE v1,)= SS: 


Diese Gleichungen muß man benutzen, wenn man den Einfluß der momentanen 
Kräfte auf die Bewegung des Trägheitszentrums eines Systems berechnen will. 
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8 116. Die Wirkung der momentanen Kräfte auf einen starren Körper, 
der um eine feste Achse rotiert, und auf einen starren Körper, der sich 
parallel zu einer festen Ebene bewegt 


Wir stellen uns vor, daß auf einen sich um eine feste Achse 2 drehenden starren 
Körper im Augenblick t, momentane Kräfte zu wirken beginnen, die im Augenblick 
t, =t, + rihre Wirkung abbrechen, wobei z ein geringfügig kleiner Zeitraum ist. 
Als Ergebnis der Wirkung der momentanen Kräfte wird sich eine Veränderung der 
Geschwindigkeiten der Punkte des rotierenden Körpers und folglich auch eine Ver- 
änderung seiner Winkelgeschwindigkeit ergeben. Wir wollen diese Veränderung der 
Winkelgeschwindigkeit des Körpers ermitteln. 


Nehmen wir an, daß zur Zeit t, die Winkelgeschwindigkeit des Körpers w, war; 
die Winkelgeschwindigkeit w, zur Zeit t, wollen wir jetzt ermitteln. Zu diesem Zweck 
stellen wir die Differentialgleichung der Rotation des Körpers für den Zeitraum vom 
Augenblick {, bis zum Augenblick t, auf. Wenn wir die Wirkung der endlichen 
Kräfte vernachlässigen und bemerken, daß in der Differentialgleichung der Ro- 
tation nur äußere momentane Kräfte vorhanden sind, bezeichnen wir die äußeren. 
momentanen Kräfte, die am Körper angreifen, mit 3, # ..., 32 und deren 
Momente in bezug auf die Rotationsachse 2 mit MY, SM 5 ‚M} E_. Bezeichnen 
wir noch das Trägheitsmoment des Körpers in bezug auf die Rotationsachse mit J, 
so gilt 


Wir bemerken, daß als Folge der an dem Körper angreifenden momentanen Kräfte 


I Sn, 22.3 5% entsprechende Reaktionen in den Punkten auftreten, an welchen 
die Rotationsachse befestigt ist; diese Reaktionen haben ebenfalls den Charakter von 
äußeren momentanen Kräften. Diese momentanen Reaktionen aber bilden keinen 
Bestandteil der aufgestellten Gleichung, da ihre Momente in bezug auf die Rotations- 


achse 2 gleich Null sind. 


Wenn wir die aufgestellte Gleichung mit dt multiplizieren und in den Grenzen von 
i, bis t, integrieren, erhalten wir: 


J(o; — wı - z/uRar 


Wir bemerken nun, daß 
E 


Nya=uY; —yıXi 
ist, wobei X” und Y”; die Komponenten der momentanen Kraft % auf den Achsen 


x und y (die senkrecht zur z-Achse verlaufen), x; und y; aber die Koordinaten des 
Angriffspunktes der Kraft sind. Folglich ist 


t, > t, 
Imfzat= [uyFar- [wxr at. 
= f, 


1 
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Wir wissen, daß die Verrückungen der.Punkte des Körpers während der Wirkungs- 
zeit der momentanen Kräfte so klein sind, daß man sie vernachlässigen kann. Hieraus 
folgt, daß man die Koordinaten x; und y; während der Zeit t, — t, als konstante 
Größen betrachten kann. Wenn wir diese Konstanten vor das Integralzeichen setzen, 
finden wir: 


t, t, t, 
[mi,di= x, |vfat— [x at. 
L, L, ı 

Die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Integrale sind nichts anderes 
als die Komponenten des Impulses der momentanen Kraft %: auf den Achsen x und y. 
Bezeichnen wir diesen Impuls mit &}” undseine Komponenten auf den Achsen z und y 


mit S}, und SS so gilt 


Bi ı 
[mid == 8 y- Ysır- 
t, 
Nun ist es nicht schwer zu sehen, daß der auf der rechten Seite stehende Ausdruck 
das Moment des Impulses S® in bezug auf die z-Achse ist: Bezeichnen wir das 


Moment dieses Impulses mit M, (SF), so erhalten wir 


# 
[mF,dı = M,(ef). 
12 
Behalten. wir dieses Resultat im Auge, so finden wir für die Bestimmung der 
Winkelgeschwindigkeit &, die endgültige Gleichung 


J (0, — w,)= YAM,($). 


Wir wollen der Kürze halber den Impuls CH den „äußeren momentanen Impuls“. 
nennen. Die gewonnene Gleichung besagt, daß der Zuwachs der Winkelgeschwindigkeit 
des Körpers, multipliziert mit seinem Trägheitsmoment in bezug auf die Rotationsachse, 
gleich der Summe der Momente aller äußeren momentanen Impulse in bezug auf dveselbe 
Achse ist. | 

Wenn die momentanen Kräfte auf einen sich parallel zu irgendeiner festen Ebene 
bewegenden starren Körper wirken, ist das Ergebnis ihrer Wirkung einerseits die 
Veränderung der Geschwindigkeit des Körperschwerpunktes, andererseits die Ver- 
änderung der Winkelgeschwindigkeit des Körpers. Die Veränderung der Geschwindig- 
keit des Körperschwerpunktes wird mit den im vorhergehenden Paragraphen auf- 
gestellten Gleichungen bestimmt. Wählen wir die Achsen x und y in der Ebene, in 
der sich der Körper bewegt, und bezeichnen die Geschwindigkeit des Schwerpunktes 
im Anfangs- und Endaugenblick der Wirkung der momentanen Kräfte mit v», und 


d,, so gilt: 

M (v2 ; — Vız) — N 

M(dy— dıy)= Bar 
wobei $7, und 8}, die Komponenten des äußeren momentanen Impulses &} auf 
den Achsen x und y sind. Was die Veränderung der Winkelgeschwindigkeit des Kör- 
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pers anbetrifft, so erhalten wir, wenn wir die Differentialgleichung der Rotation des 
Körpers um seinen Schwerpunkt für den Zeitraum, während dessen auf den Körper 
momentane Kräfte wirken, betrachten und genauso verfahren, wie soeben dargelegt 
wurde, die Gleichung 


J.(® — ©1)= IM; (&%), 


wobei w, und w, die Winkelgeschwindigkeit des Körpers im Anfangs- und Endaugen- 
blick der Wirkung der momentanen Kräfte sind, J. das Trägheitsmoment des Körpers 
in bezug auf die Achse £ ist, die durch den Schwerpunkt geht und senkrecht zu der 


Ebene xy verläuft, und M,(S?) das Moment des äußeren momentanen Impulses 
SE in bezug auf dieselbe Achse £ ist. 


S 117. Der gerade zentrale Stoß zweier Körper. Der unelastische Stoß. 
Der elastische Stoß 


Die Theorie des Stoßes, die sich die Klärung aller Umstände während des Stoßes 
zweier Körper zur Aufgabe stellt, muß von der Untersuchung der Deformationen aus- 
gehen, welche die Körper beim Stoß erleiden. Eine solche Theorie des Stoßes wurde 
von Hertz für den Fall gegeben, in dem die Erscheinung des Stoßes in den Grenzen 
der Elastizität verläuft. Die von diesem Gelehrten gewonnenen Beziehungen geben die 
Möglichkeit, die Zeit des Stoßes, den maximalen Wert des Druckes des stoßenden 
Körpers usw. zu berechnen. Man kann jedoch auch eine Reihe nützlicher Resultate 
erhalten, ohne auf die Deformationen der stoßenden Körper einzugehen, wenn man 
bei der Aufgabe vom Stoß die in diesem Kapitel dargelegten Erwägungen ‚anwendet. 
Natürlich kann man nicht, wenn man diesen Weg einschlägt, den Verlauf des Stoß- 
prozesses zweier Körper selbst klären; man kann bloß Hinweise erhalten, die sich auf 
das endgültige Resultat dieses Prozesses beziehen. 


A EN ED,, 
I NL/ 


Abb. 192 Abb. 193 


Wir stellen uns zwei starre Körper A und B vor, die sich fortschreitend und gerad- 
linig bewegen (Abb. 192). Nehmen wir an, daß die Schwerpunkte C, und C, dieser 
Körper sich auf der gleichen Geraden bewegen, die wir als x-Achse annehmen. Wir 
setzen voraus, daB in einem bestimmten Augenblick ein Stoß dieser Körper statt- 
findet (Abb. 193), und zwar soll der Punkt, in dem sich die Körper Aund B berühren, 
auf der z-Achse liegen, und ebenso soll die gemeinsame Normale zur Fläche dieser 
Körper im Berührungspunkt mit der x-Achse zusammenfallen. Der unter solchen. 
Bedingungen erfolgende Stoß heißt gerader zentraler Stoß zweier Körper. 


Wir bezeichnen den Anfangsaugenblick des Stoßes (d. h. den Augenblick der ersten 
Berührung der stoßenden Körper) mit i,; den Endzeitpunkt des Stoßes bezeichnen 


$ 117. Der gerade zentrale Stoß zweier Körper. Der unelastische Stoß 299 


wir mitt, = tb, + r, wobei r die geringfügig kleine Dauer des Stoßes ist. Wir werden 
die Geschwindigkeiten der Körper A und B im Augenblick t, als bekannt ansehen. 

Die Aufgabe, die wir uns gestellt haben, besteht in der Ermittlung der Geschwindig- 
keiten der zusammengestoßenen Körper im Augenblick t,. 

Wir bezeichnen die Geschwindigkeiten der Körper A und B im Augenblick A 
mit v, und v,; die Geschwindigkeiten dieser Körper im Augenblick t, bezeichnen 
wir mit 4, und u,. Wir vereinbaren, im weiteren alle diese Geschwindigkeiten als 
positiv zu rechnen, wenn sie in Richtung der positiven z-Achse verlaufen, und im 
entgegengesetzten Fall als negativ. 

Während der Dauer des Stoßes x wirken auf den Körper A und den Körper B 
gemeinsame Reaktionen, die auf der x-Achse verlaufen; die auf den Körper A wirkende 
Reaktion verläuft in Richtung der negativen x-Achse; die ihr der Größe nach gleiche, 
an dem Körper B angreifende Reaktion verläuft in entgegengesetzter Richtung. 
Diese Reaktionen sind momentane Kräfte. Wir bezeichnen die Größe der Impulse 
dieser Reaktionen während der Zeit = mit S; diese Impulse verlaufen ebenso wie die 
entsprechenden Reaktionen. 

Zur Ermittlung der Geschwindigkeiten u, und u, stellen wir die Gleichungen auf, 
durch welche die Veränderungen der Geschwindigkeiten der Schwerpunkte C, und C, 
unter der Wirkung der an den Körpern A und B angreifenden Impulse $ bestimmt 
werden. Erinnern wir uns an die im $ 115 aufgestellten Gleichungen und projizieren 
die Geschwindigkeiten und Impulse auf die x-Achse, so erhalten wir 


M,(w—v)=-S8, | 
M,w—vw)=S$, 


wobei M, und M, die Massen der Körper A und B sind. 

Diese beiden Gleichungen genügen nicht zur Lösung der Aufgabe. In diesen Glei- 
chungen sind die drei unbekannten Größen w,, u, und S& enthalten. Damit die Lösung 
der gestellten Aufgabe möglich wird, müssen wir noch eine Gleichung haben. Und das 
ist begreiflich: Das Resultat des Stoßes hängt wesentlich von den physikalischen Eigen- 
schaften der zusammenstoßenden Körper ab. Wir müssen noch eine Gleichung haben, 
die diese Eigenschaften charakterisiert. 

Wir setzen voraus, daß die Körper A und B keine Elastizität besitzen. Der Stoß 
derartiger vollständig plastischer Körper wird dadurch charakterisiert, daß die Ge- 
schwindigkeiten der zusammenstoßenden Körper nach Beendigung des Stoßes gleich 
sind; die Körper trennen sich nicht voneinander, sondern bewegen sich wie ein 
Ganzes fort. Der Fall eines solchen Stoßes heißt unelastischer Stoß. In diesem Fall ist‘ 


YU=Uz. (2) 


(1) 


Dies ist die fehlende dritte Gleichung im Falle eines Stoßes von unelastischen 
Körpern. Durch die Gln. (1) und (2) ist die Aufgabe vollständig lösbar. 
Der Kürze halber setzen wir u, = u, = u. Dann gilt 


M,(u—v,)= — 5, | 


| (3) 


M,(u = vs) u 
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Wenn wir diese Gleichungen nach den Unbekannten u und S auflösen, erhalten wir: 


ne M,vı + M30, 
Mı+M 


(4) 


g_ MiM,(v — 0) 5 
M,+M, | 

Der Impuls $ muß eine positive Größe sein. Aus der Gl. (5) folgt, daß v, > vs 
sein muß; nur unter dieser Bedingung findet der Stoß statt. 

Nachdem wir die Geschwindigkeit u errechnet haben, die unelastische Körper nach 
Beendigung des Stoßes erlangen, können wir uns davon überzeugen, daß.ein un- 
elastischer Stoß immer von einem Verlust an kinetischer Energie der zusammen- 
stoßenden Körper begleitet ist. | 

Wir bezeichnen die Summe der kinetischen Energien der Körper A und B im 
Augenblick t, mit T, und im Augenblick t, mit 7',. Wir werden zeigen, daß T, < T, 
ist. 

Es gilt 

= Mit un = MW + Mu 
ee er PROrE ann ı% > aut. 


Hieraus folgt 


1 2 1 2 
Tr n,=- MW -W)+ Mb - u2) 


oder auf Grund der Gln. (3) 
1 1 1 
na een een) ra): 


Setzen wir hier den Ausdruck für $ aus der Gl. (5) ein, so finden wir 


Tı- T, ee v2)’ 
2(M, + M,) 
d.h,esit ,—- 7T,>)0. 
Wir sehen, daß der Ausdruck für den Verlust an kinetischer Energie T, — T; 
noch auf andere Art ermittelt werden kann. Auf Grund der Gl. (5) gilt 


(6) 


(M, + M,)S? S® se 
Tee I ee 
2 M,M, 2M, 2M, 


woraus wir, wenn wir die Gl. (3) beachten, 


1 
Tı— RR — M, (vi — u) Fall) 


erhalten. 
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Die Differenzen v, — u und v, — u kann man ‚„‚verlorene‘‘ Geschwindigkeiten der 
Körper A und B nennen. Das von uns gewonnene Resultat stellt einen Spezialfall 
des. Theorems von Carnort dar: Der Verlust der kinetischen Energie eines Systems bei 
einem unelastischen Stoß ıst gleich der kinetischen Energie eines Systems, das den ver- 
lorenen Geschwindigkeiten entspricht (CarnoTscher Energieverlust). | 

Der Verlust an kinetischer Energie bei einem unelastischen Stoß findet seine Er- 
klärung in dem Umstand, daß der Stoß unelastischer Körper stets von bleibenden 
Deformationen und einer Erwärmung der zusammenstoßenden Körper begleitet ist. 
Diese Erscheinungen erfordern den Aufwand einer gewissen Energie, und zwar ist 
es die kinetische Energie der zusammenstoßenden Körper, die als Energiequelle dient. 

Wir wollen die Gl. (6) auf den Fall anwenden, in dem sich der eine Körper, z. B. 
der Körper B, vor dem Stoß in Ruhe befand. Nehmen wir v, = O an, so gilt: 


T _ M,M;v; 
"07% 2(Mı + M,) 


1 _ 
oder, wenn wir beachten, daß im gegebenen Falle 7, = = M,v! ist, 


M, 


ee 
00? Mı+M, 


Somit bildet der Verlust an kinetischer Energie einen bestimmten Teil der kine- 
tischen Energie des stoßenden Körpers; dieser Teil hängt nur vom Verhältnis der 


Massen M, und M, ab. Der Koeffizient 2 — nähert sich 1, wenn die Masse M, 


er 

im Vergleich zu der Masse M, groß ist; umgekehrt nähert er sich Null, wenn die 
Masse M, im Vergleich zu der Masse M, klein ist. Beim Schmieden ist es wünschens- 
wert, daß der Verlust des Hammers an kinetischer Energie und folglich die auf das 
Schmieden verwandte Arbeit nach Möglichkeit groß ist. Daher ist ein schwerer 
Amboß notwendig, dessen Gewicht das Gewicht des Hammers um das Mehrfache 
übersteigt. Umgekehrt ist es beim Einschlagen eines Pfahles wünschenswert, daß der 
Aufwand an Energie für die Deformation der Pfahles und folglich auch der Verlust 
an kinetischer Energie beim Schlage nach Möglichkeit klein ist. Hier ist ein schwerer 
Rammbär zweckmäßig, dessen Masse möglichst groß im Vergleich zu der Masse des 
Pfahles ist. 

Wir wollen nun zu dem Fall übergehen, bei dem die zusammenstoßenden Körper A 
und B elastisch sind. Der Stoß elastischer Körper oder der elastische Stoß wird dadurch 
charakterisiert, daß der Stoßprozeß nicht in dem Augenblick abgeschlossen ist, in dem 
die Geschwindigkeiten der zusammenstoßenden Körper gleich werden. Die während 
des Stoßes deformierten Körper sind bestrebt, ihre ursprüngliche Form wieder- 
herzustellen; daher wirken die gemeinsamen Reaktionen zwischen ihnen auch nach 
jenem Augenblick, die Geschwindigkeiten der Körper verändern sich weiterhin, und 
schließlich trennen sich die Körper voneinander, wobei sie dann die verschiedenen 
Geschwindigkeiten u, und u, haben. 

Wir wollen die ganze Zeit des Stoßes z in zwei Stadien einteilen: das erste Stadium 
— vom Anfangsaugenblick des Stoßes ti, bis zu jenem Augenblick (wir bezeichnen 
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ihn mit t,), in dem die Geschwindigkeiten der Körper A und B gleich werden, das 
zweite Stadium — vom Augenblick t, bis zum Augenblick der Beendigung des Stoßes 
t,. Um die endgültigen Geschwindigkeiten u, und vw, zu ermitteln, wollen wir die Glei- 
chungen, die die Größe der Geschwindigkeiten der Schwerpunkte C, und CO, bestim- 
men, für das erste und das zweite Stadium des Stoßes getrennt aufstellen. 

Bezeichnen wir die gemeinsame Geschwindigkeit der Körper A und B im Augen- 
blick t, mit u, die Größen der Impulse der gemeinsamen Reaktionen für das erste 
und zweite Stadium entsprechend mit $, und S,, so gilt 


M(w—v)=-—S$,, | - 
M,(u—v)=$ı, \f 9 
MWw—-wW=—$,, | 


M.(w-—-uw=8;,. 


8 


Die Gln. (7) unterscheiden sich in nichts von den Gln. (3), die sich auf einen un- 
elastischen Stoß beziehen. Lösen wir die Gln. (7) nach den Größen u und Sı auf, so 
erhalten wir: 

\ M,vı + M,v, R = M,M,(vı — v.) 
M,+M, m M+M, 


Zum Bestande der Gl. (8) gehören drei unbekannte Größen u,, u, und $,. Zur 
Lösung der Aufgabe ist noch eine Gleichung notwendig, welche die elastischen Eigen- 
schaften der gegebenen Körper charakterisiert. 

Wir führen die Bezeichnungen 


ein. 

Die Erfahrung zeigt, daß man unter gewöhnlichen Bedingungen diese Größe k als 
nur vom Stoff der zusammenstoßenden Körper abhängig rechnen kann; durch diese 
Größe werden die elastischen Eigenschaften dieser Körper charakterisiert. Die Größe k 
hält sich in den Grenzen 0 <k<1. Für Körper, die überhaupt keine Elastizität 
besitzen, ist k=0. Für völlig elastische Körper ist k = 1, wenn die Erscheinung 
des Stoßes in den Elastizitätsgrenzen verläuft. Die Größe k heißt Stoßzahl. Wir 
werden im weiteren sehen, wie dieser Koeffizient experimentell ermittelt werden kann. 

Die Beziehung 

Eh 


in der wir die Stoßzahl k als bekannt annehmen, ist jene zusätzliche Gleichung, 
welche die Lösung unserer Aufgabe möglich macht. 
Wir wollen also anstatt 8, diesen Ausdruck in die Gleichungen (8) einsetzen; dann 
erhalten wir: 
Mw-—-uw=-—kß,, M,(w—u=kS,. (9) 


Da wir die Größen u und S$, bereits ermittelt haben, ist es leicht, hieraus u, und u, 
zu bestimmen. Ohne alle Berechnungen durchzuführen, wollen wir uns auf das Auf- 
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stellen der folgenden Beziehungen beschränken. Wir dividieren gliedweise die erste 
Gl. (9) durch die erste Gl. (7) und auch die zweite Gl. (9) durch die zweite Gl. (7); 
wir erhalten: | 


a N ugs WU, 
u— dv, U — Vz 
Daraus folgt: | 
u=u+ku—v,); w=u+klu—v,). (10) 


Das erste Stadium des Stoßes ist von einem Verlust an kinetischer Energie der zu- 
sammenstoßenden Körper begleitet; dieser Verlust kann nach der Gl. (6) berechnet 
werden, die sich auf einen unelastischen Stoß bezieht. Bezeichnen wir die Summe der 
kinetischen Energien der Körper A und B in den Augenblicken i, und t, entsprechend 
mit 7, und 7, so gilt: 

M,M,(vı — va)? 
T1,-T= 
2(Mı + M,) 


Wir wollen nun zeigen, daß während des zweiten Stadiums des Stoßes eine teil- 
weise Wiederherstellung der kinetischen Energie der zusammenstoßenden Körper 
vor sich geht. 

Bezeichnen wir die Summe der kinetischen Energien der Körper A und B im 
Augenblick t, der Beendigung des Stoßes mit T',, so erhalten wir 


1 2 1 2 1 2 1 2 
T,— T, = Dit, tz Mu 5 Hıu = 5 Mau 


1 1 
=; M,(w, —-u(u +u)+ = M,(% — uw + u), 


oder auf Grund der Gl. (9) 


1 1 fi 
T,- T, = -— 5 +sı (u, +u) a (u, +u)= #8. Y). 


Nach den Gln. (10) gilt u, — u, = k (v, — v5) und folglich 
1 
T,— I, #8, 9). 


Substituieren wir hier den weiter oben ermittelten Wert für &,, so erhalten wir: 


nn.» Mal =) 
ne 2(Mı + M;) 


d.h. — T,>0. 

Subtrahieren wir die Ausdrücke für die Größen 7, — T,und T, — T,, so schließen 
wir, daß der elastische Stoß von einem Verlust an kinetischer Energie begleitet ist, 
der durch die Gleichung 
M,M,(vı — v,)? 


a een 


(11) 
bestimmt wird. 
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Bei k-= 1 verschwindet dieser Verlust an kinetischer Energie. 

Wir wollen nun sehen, auf welche Art die Stoßzahl k experimentell bestimmt 
werden kann. 

Wir nehmen an, daß die aus dem Prüfmaterial hergestellte Kugel A aus der 
Höhe h, (ohne Anfangsgeschwindigkeit) auf die massive Platte B fällt, die aus dem- 
selben Material angefertigt ist (Abb. 194). 

Beim Stoß auf die Platte hat die Kugel A die Geschwindigkeit 


ı- Y2gkı, 


die vertikal nach unten verläuft. Wir wollen die Geschwindig- 
keit ermitteln, welche die Kugel nach dem Stoß erhält. 


Wir richten die x-Achse vertikal nach unten und wenden 
die Gln. (10) an. Es ist v, = 0; nehmen wir die Masse der 
Platte als sehr groß im Vergleich zu der Masse der Kugel an, 
so können wir rechnen, daß die Platte während der ganzen Zeit 
des Stoßes unbeweglich bleibt; in einem solchen Falle ist u = 0 
und u, = (0. Die zweite Gl. (10) verwandelt sich in eine Identi- 
tät, die erste Gleichung. aber ergibt 


Abb. 194 


Ur kvı. (12) 


Nachdem die Kugel eine solche negative (d. h. nach oben verlaufende) Geschwindig- 
keit erhalten hat, trennt sie sich von der Platte und springt bis in die Höhe Ah,, die 
durch die Gleichung 

= U y2 gh, 
bestimmt wird. 

Setzen wir die Ausdrücke der Geschwindigkeiten u, und v, in die Gleichung vn 
ein, so erhalten wir 


Y2gn,=ky2gh,, 


B= y ha 
hı 
folgt. 
Somit können wir die Stoßzahl k bestimmen, wenn wir die Höhe Ah, kennen, aus 


der die Kugel fällt, und die Höhe h, beobachten, auf welche die Kugel von der Platte 
aus zurückspringt. 


woraus 


$ 118. Der Schlag eines Hammers auf einen Amboß 
Als Beispiel für die Anwendung der im vorhergehenden Paragraphen gewonnenen 
Resultate wollen wir den Schlag eines Hammers auf einen Amboß betrachten. 


Ein Hammer vom Gewicht P, = 2t fällt aus der Höhe h, = 80 cm unter der 
Wirkung seines Gewichtes auf ein zu bearbeitendes glühendes Metallstück, das auf 
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dem Amboß liegt. Das Gewicht des Ambosses zusammen mit dem darauf liegenden 
Metallstück ist gleich P;, =30t. Wir wollen den Wirkungsgrad dieses Vorganges 
ermitteln. 


Die kinetische Energie des Hammers T, im ersten Augenblick des Schlages ist 
gleich der Arbeit der Kraft P, bei der Verrückung um Ah,, d.h. 


Tı= Di: 


Das zum Glühen gebrachte Metall kann man als völlig unelastisch betrachten. 
Wenden wir die Gleichungen für einen unelastischen Stoß an, so folgern wir, daß 
der Verlust des Hammers an kinetischer Energie beim Schlage gleich 


M M, 
ee nee Dh 
M,+M, M,ı+M, 


ist, wobei M, und M, die Masse des Hammers bzw. des Ambosses ist. 


Dieser Verlust an kinetischer Energie wird zur Deformation des zu schmiedenden 
Metallstückes verbraucht. Das Verhältnis dieser Nutzarbeit zu der auf das Aufheben 
des Hammers aufgewendeten Arbeit kann Wirkungsgrad des Hammers genannt 
werden. Bezeichnen wir diesen Koeffizienten mit n, so erhalten wir 


Mit’ den gegebenen Werten P, und: P, erhalten wir: 


30 
ne erg 
739 


Wenn das zu bearbeitende Metall nicht völlig plastisch ist, verringert sich dieser 
Wirkungsgrad. Nehmen wir an, daß der Hammer nach dem Schlage um die Höhe 
h>, = 20 em vom Amboß. abspringt, 

Zur Bestimmung der Stoßzahl k benutzen wir die erste der Gin. (10) des vorher- 
gehenden Paragraphen. Wir ermitteln die Geschwindigkeit u des Hammers am Ende 
des ersten Schlagstadiums: 


M,vı Pı 


= = ——— 
Mı+M; P,+P, 


Setzen wir diesen Ausdruck für w in die erwähnte Gleichung ein, so erhalten wir: 


P, P, 
woraus 

» n P, Pı+P, u 

— Ps P, Vı 


folgt. 
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Wenn wir hier v, = Y 2gh, und, = — Y 2 gh, annehmen, erhalten wir: 


P P,+P h 2 827/20 
z 3 ıt fa EI Wale Aaiei = (6, 


P, P 


80 


Unter Beachtung der Gl. (11) erhalten wir für den Wirkungsgrad des Hammers 


den Ausdruck 


== - — 


M, P; 


VE rer rel ua erg 
Tı Mı+M; P,+P, 


woraus sich 


30 


n = 0,64 - — = 0,6 


ergibt. 


32 


$ 119. Das Pendelsehlagwerk. Das Stoßzentrum 


Im $77 wurde ein Pendelschlagwerk betrachtet, daß zur Ermittlung der Kerb- 
schlagzähigkeit von Stoffen angewandt wird. Bei der Durchführung des Versuches wird 
das Pendelaufeine gewisse Höhe gehoben, wobeies aus der vertikalen Gleichgewichtslage 
um einen gewissen Winkel « abgelenkt wird (Abb. 195); darauf wird es fallen gelassen. 


Abb. 195 


Beim Schlag auf den zu prüfenden Versuchs- 
körper n zerstört die Schneide m des Pendels den- 
selben; dabei verliert das Pendel einen Teil seiner 
Winkelgeschwindigkeit. Nach dem Schlage setzt 
das Pendel seine Bewegung fort und weicht von 
der Vertikalen bei Bewegungsumkehr um einen 
gewissen Winkel £ ab. Wir bezeichnen die Winkel- 
geschwindigkeit des Pendels im -Anfangsaugen- 


“blick des Schlages an den zu prüfenden Versuchs- 


körper mit w,; die Winkelgeschwindigkeit des 
Pendels im Augenblick der Beendigung des 
Schlages (d. h. im Augenblick der Zerstörung des 
Versuchskörpers) bezeichnen wir mit &,. Kennen 
wir die Winkel « und 8 und benutzen die Ge- 
setzmäßigkeiten der kinetischen Energie, so 
können wir die Winkelgeschwindigkeiten », und 
@®,; berechnen (so wie im $ 77 gezeigt). 


Beim Schlag des Pendels auf den Versuchskörper wirkt auf das Pendel (im Be- 
rührungspunkt mit dem Versuchskörper) die Reaktion des Versuchskörpers, die ihrem 
Charakter nach eine momentane Kraft ist. Wir wollen den Impuls © dieser momen- 
tanen Kraft während des Schlages ermitteln. Im $ 116 wurde die’Gleichung aufgestellt, 
durch welche die Veränderung der Winkelgeschwindigkeit des rotierenden Körpers 
unter der Wirkung momentaner Kräfte bestimmt wird. Wenden wir diese Gleichung 
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an und bezeichnen das Trägheitsmoment des Pendels in bezug auf seine Rotations- 
achse mit J, den Abstand des Angriffspunktes des Impulses & von der Rotations- 
achse mit c, so erhalten wir: 


(0 — o,)= — Se, 
woraus 
J (vo, es @,) 
C 


S- 


folgt. 

Der am Pendel zur Zeit des Stoßes angreifende Impuls © ruft momentane Drücke 
auf die Lager hervor, in denen die Rotationsachse des Pendels befestigt ist, und 
folglich treten die entsprechenden momentanen Reaktionen in diesen Lagern auf. 
Wenn die Lager in gleichen Abständen vom Punkte O angeordnet sind, können wir 
diese Reaktionen durch eine (ihrer Summe nach gleiche) im Punkte O angreifende 
Reaktion ersetzen. Wir wollen den Impuls dieser momentanen Reaktion während der 
Zeit des Schlages ermitteln. 

Zu diesem Zweck bedienen wir uns der im $ 115. aufgestellten Gleichungen, durch 
welche die Wirkung der momentanen Kräfte auf das Trägheitszentrum des Körpers 
bestimmt wird. Wir wählen, wie in Abb. 195 gezeigt ist, die Achsen x und y und zer- 
legen den gesuchten Impuls in eine horizontale und eine vertikale Komponente ©, 
und ©,; wir bezeichnen das Trägheitszentrum des Pendels mit © und setzen OO = a. 


Bezeichnen wir die Geschwindigkeiten des Trägheitszentrums C im Anfangsaugen- 
blick des Schlages mit r, und im Augenblick seiner Beendigung mit v,, so gilt: 


M (vg. — v1,)= Sı 8); 
M (vs, = v1,)= Spy 
wobei M die Masse des Pendels ist. 


Im gegebenen Fall sind aber v,, = O und v,, = 0, woraus folgt: 


S,= 0. 
Ferner gilt: 
27001; Van. 7189. 


Folglich ist 
J 
S,= Ma(w,—- w,)+S5= ei Ma) (wı — w,). 


Aus dieser Gleichung folgt, daß S, = 0 ist, wenn 
ist. 


Also kann der momentane Druck auf die Achse, der durch den Impuls © hervor- 
gerufen wird, durch eine geeigneteWahl des Abstandes e (d. h. durch eine entsprechende 
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Lage der Schneide m) zum Verschwinden gebracht werden; natürlich muß das Pendel 
auf diese Art konstruiert werden. Der Punkt der Geraden OC, an dem der momentane 
Impuls © angreifen muß, damit sich kein momentaner Druck auf die Pendelachse 
ergibt, heißt Stoßzentrum. | 


Wir wollen noch erwähnen, daß wir im $112 die Gleichung für die reduzierte Pendel- 
länge 
en 
Ma 
aufgestellt haben. 


Hieraus folgt, daß der Abstand c des Stoßzentrums von der Pendelachse gleich 
der reduzierten Pendellänge ist. Mit anderen Worten, das Stoßzentrum fällt mit dem 
Schwingungszentrum des Pendels zusammen. 
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Dritter Teil 


DIE LAGRANGESCHEN GLEICHUNGEN 


KAPITEL XX : 


VERALLGEMEINERTE KOORDINATEN UND 
VERALLGEMEINERTE KRÄFTE 


8 120. Die Anzahl der Freiheitsgrade und die verallgemeinerten Koordinaten 


Im 855 hatten wir bereits Gelegenheit, die in der Überschrift dieses Paragraphen 
stehenden Begriffe zu erwähnen. Doch haben wir dort diese Begriffe nur kurz 
berührt. Nun aber werden sie im Mittelpunkt unserer Aufmerksamkeit stehen; wir 
werden sie allen weiteren Ausführungen zugrunde legen. 

Wir erinnern daran, daß wir die Koordinaten als verallgemeinerte Koordinaten eines 
materiellen Systems bezeichnet haben, wenn durch ihre Vorgabe die Lage aller System- 
punkte eindeutig bestimmt ist (so 
ist die Lage eines Punktes im Raum 
durch das Vorgeben seiner drei karte- 
sischen Koordinaten bestimmt). An- 
zahl der Freiheitsgrade eines Systems 
heißt die Anzahl der unabhängigen 
verallgemeinerten, die Lage des Sy- 
stems bestimmenden Koordinaten. 

Wir wollen das Gesagte an einigen 
Beispielen erläutern. 

Wir haben das Beispiel eines Kurbelmechanismus bereits an der oben erwähnten 
Stelle betrachtet (Abb. 196). Die Lage aller Punkte dieses Systems wirdeeindeutig durch 
die Vorgabe des Drehwinkels @ der Kurbel bestimmt (wir setzen dabei natürlich 
voraus, daß alle Teile des Mechanismus absolut starr sind). Folglich ist der Winkel & 
die verallgemeinerte Koordinate des Systems. Da die Lage aller Punkte des gegebenen 
Systems durch eine verallgemeinerte Koordinate bestimmt wird, stellt der Kurbel- 
mechanismus das Beispiel eines Systems mit einem Freiheitsgrad dar. 

Als verallgemeinerte Koordinaten des Kurbeltriebes hätten wir an Stelle des 
Winkels & irgendeine andere Größe wählen können, welche die Lage aller Punkte des 
Mechanismus bestimmt, z. B. den Abstand x des Kreuzkopfes B von. der Wellen- 
achse O (Abb. 196). Man muß überhaupt bemerken, daß bei der Wahl der verallgemei- 
nerten Koordinaten eines Systems stets eine große Willkür waltet. 


Abb. 196 
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Das Vorhandensein von zwei verallgemeinerten Koordinaten p und x berührt nicht 
im geringsten unsere Schlußfolgerung, daß ein Kurbelmechanismus ein System mit 
einem Freiheitsgrade ist. Wir unterstreichen nochmals, daß die Anzahl der unabhän- 
gigen verallgemeinerten Koordinaten des Systems gleich der Anzahl der Freiheits- 
grade ist. Die Koordinaten » und x sind aber augenscheinlich nicht voneinander 
unabhängig; im Gegenteil, die Koordinate & wird durch die Koordinate & bestimmt, 
d. h., x ist eine Funktion von o: 

= x(P). 


Der Ausdruck der Größe x durch den Winkel läßt sich leieht aus der Betrachtung ' 
des Dreiecks AOB zusammensetzen; er hat folgende F orm:1 


zt=recosp + yı- 4? sin’ @, 


wobei r die Länge der Kurbel OA, I die Länge der 
Kurbelstange AB und 
ee 
. I 
ıst. 

Danach hat unser Mechanismus nur eine unabhängige 

Koordinate und folglich nur einen Freiheitsgrad. Be- 

Abb. 197 stimmen wir die Lage des Mechanismus durch den Win- 

kel », so benötigen wir nicht die zweite Koordinate z; 

von diesem Gesichtspunkt aus ist die Größe zeine überzählige Koordinate. Wir werden 

jedoch im folgenden sehen, welchen Vorteil in einigen Fällen die Einführung solcher 
überzähliger Koordinaten bietet. 

Stellen wir uns nun einen Zentrifugal-Regulator vor, der um eine vertikale Achse 
rotiert (Abb. 197). Um die Lage aller Punkte dieses Systems zu bestimmen, muß man 
zwei Größen vorgeben: z. B. den Drehwinkel @ des Regulators und den Winkel a, 
der durch einen Stab mit der vertikalen Achse gebildet wird. Hier sind die Koordinaten 
p und « voneinander unabhängig. Folglich hat der Zentrifugal-Regulator zwei Frer- 
heitsgrade. | 

Wir wollen uns ein materielles System vorstellen, das aus n materiellen Punkten 
M,, M,...,M, besteht. Wir nehmen an, daß dieses System k Freiheitsgrade be- 
sitzt und bezeichnen seine unabhängigen verallgemeinerten Koordinaten mit q,, 
42». -- , 9. Wir wählen die rechtwinkligen Koordinatenachsen z, y, 2 und bezeichnen 
die kartesischen Koordinaten des Punktes M, mit x,, y;, 2,. Wir wissen bereits, daß 
durch das Vorgeben der Größen q,, Q,...,q, die Lagen aller Punkte des Systems 
und folglich auch die Werte der kartesischen Koordinaten dieser Punkte vollständig 
bestimmt sind. Mit anderen Worten: Die kartesischen Koordinaten &,, %;, 2; sind 
Funktionen der verallgemeinerten Koordinaten q,, Q2, - - -, 9x: 


Ti = %(N:%; a Ik)» 
Y= Yıldı»das ---» MR): (1) 
= 2; (91,92; .., gx)- 

1) Siehe Teil I ‚Theoretische Mechanik‘‘ (Kinematik), $ 78, Beispiel 26. 


f 
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Wir wollen jedoch bemerken, daß die eben aufgestellten Wechselbeziehungen (1) 
nur dann gelten, wenn die Zwangsbedingungen, denen das System unterworfen ist, 
nicht von der Zeit abhängen. 

Daß Zwangsbedingungenallgemein möglich sind, die sich im Laufe der Zeit verän- 
dern, ist bereits im $ 53 festgestellt worden. Wählen wir nun ein Beispiel einer solchen’ 
Zwangsbedingung. Stellen wir uns ein kleines Gewicht M vor, das an das Ende des 
Fadens MO A gehängt ist, der durch den festen Ring O hindurchgeht (Abb. 198). Die 
Last M werden wir als einen materiellen Punkt betrachten und den Faden MOA als 
undehnbar und gewichtslos ansehen. Wir setzen ferner voraus, daß wir am Fadenende 
A mit der konstanten Geschwindigkeit c ziehen. Wir haben hiermit ein mathematisches 
Pendel von wechselnder Länge; wir bezeichnen die Länge OM mit I und erhalten 


I=1l,- et, (2) 


wobei l, die Länge des Pendels im Augenblick i = 0 ist. 

In diesem Beispiel besteht die Zwangsbedingung (d. h. 
die Bedingung, welche die Bewegungsfreiheit der MasseM . 
einschränkt) darin, daß diese Masse sich im Abstand ] 
von dem festen Punkt O befinden muß, wobei dieser 
Abstand sich im Laufe der Zeit nach dem Gesetz (2) 
verändert. Wir haben es hier mit einem Beispiel einer 
Zwangsbedingung zu tun, die sich im Laufe der Zeit Abb. 198 
ändert. 

In jedem Augenblick t wird die Lage des Punktes M durch das Vorgeben des Aus- 
schlagwinkels & des Fadens O M aus der Vertikalen eindeutig bestimmt. Unser Pendel 
von wechselnder Länge hat einen Freiheitsgrad, und der Winkel » kann als seine 
verallgemeinerte Koordinate gewählt werden. | 

Wir wählen nun die rechtwinkligen Achsen x und y, wie das auf der Abb. 198 
gezeigt ist, und bezeichnen die Koordinaten des Punktes M, bezogen auf diese Achsen, 
mit x und y. Es gilt: 


z=Icosp, 
— Isin 
oder i e 
= (W— et)cosp, 
y= (W- cet)sing. 
Wie man sieht, sind im gegebenen Falle die kartesischen Koordinaten nicht nur 
Funktionen der verallgemeinerten Koordinate 9, sondern auch der Zeit t. 
Überhaupt sind, wenn unter den Zwangsbedingungen, denen das materielle System 
unterworfen ist, von der Zeit abhängtge Zwangsbedingungen vorhanden sind, die kar- 
tesischen Koordinaten aller Punkte des Systems Funktionen nicht nur der ver- 


allgemeinerten Koordinaten, sondern auch der Zeit. In dem Falle erhalten wir statt 
der Gln. (1): 


A ZU DER PER Eu) 
= Y: (91,92: ie gb)» (3) 
= 2 (91,92: u 
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Nach BoLTtzmann vereinbaren wir, die Zwangsbedingungen, die nicht von der Zeit 
abhängen, skleronome Zwangsbedingungen zum Unterschied von den rheonomen 
Zwangsbedingungen zu nennen, d.h. von solchen, die sich im Laufe der Zeit ver- 
ändern. | 


Wenn also alle Zwangsbedingungen des Systems skleronom sind, dann sind die 
kartesischen Koordinaten der Systempunkte mit den verallgemeinerten Koordinaten 
durch die Beziehungen (1) verbunden; wenn sich jedoch unter den Zwangsbedingungen 
des Systems rheonome befinden, treten die Gln. (3) an die Stelle der GIn. (1). 


$ 121. Die verallgemeinerten Kräfte 


Der Begriff der verallgemeinerten Koordinaten eines Systems wurde von LAGRANGE 
der von ihm geschaffenen analytischen Mechanik zugrunde gelegt!. Zugleich mit 
diesem Begriff spielt in der Mechanik von LagRAnGE auch der Begriff der verall- 
gemeinerten Kräfte eine wesentliche Rolle. Jeder verallgemeinerten Koordinate wollen 

wir die ihr entsprechende verallgemeinerte Kraft 
| gegenüberstellen. 
J F 72 Wir stellen uns ein materielles System vor, 

N M En daß aus n materiellen Punkten M,, M., :-: ; 

2 My M, besteht (Abb. 199). Wir setzen voraus, 


dab dieses System k Freiheitsgrade besitzt 
und bezeichnen seine unabhängigen verall- 


M, gemeinerten Koordinaten mit 9, 9» - -- » %- 
| Wir setzen weiterhin voraus, daß an den Punk- 
|“ ten des Systems die Kräfte u, Sa ++» In 

angreifen. Wir werden jetzt zeigen, wie die 

Fr Abb..199 der Koordinate q, entsprechende verallgemei- 


| rerte Kraft berechnet wird. 

Um diese verallgemeinerte Kraft zu berechnen, verfahren wir folgendermaßen: 
Wir geben der Koordinate g, einen geringfügigen Zuwachs ö q,, wobei wir die übrigen 
Koordinaten unverändert lassen. Diese geringfügige Veränderung der Koordinate gq, 
aller Systempunkte hervor- 


wird geringfügig kleine Verrückungen #,2,,.:.., &, 
rufen. | 

Wir sehen, daß die Gesamtheit der Verrückungen 2, &,,. . - , €, eine der virtuellen 
Verrückungen des Systems ist, da die Verrückungen ?\, &,...,2, von den im 


. System vorhandenen Zwangsbedingungen zugelassen werden (die Zwangsbedingungen 
lassen jegliche Verrückungen zu, die den Veränderungen der Koordinaten 9,, 9» --- ; 
g, entsprechen. 


Wir wollen die Summe der Arbeiten der Kräfte %, 5» -.., %. auf den Ver- 
rückungen z}, &,,... , &, berechnen: 


2, Fieicos (Bi, &;) 


! J.Lagrange, ‚‚Analytische Mechanik‘, Deutsche Ausgabe, 1897, Berlin. 
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und setzen diese Arbeit gleich dem Produkt aus einem Faktor Q,, und dem Zuwachs 
: der verallgemeinerten Koordinate öq,, d. h., wir setzen 


D’Fi eos (Bi, &)= Qı 6. 


Die durch diese Gleichung bestimmte Größe Q, erhält den Namen verallgemeinerte, 
der Koordinate q, entsprechende Kraft. 


Auf die gleiche Art ermitteln wir die verallgemeinerten Kräfte Q,,...,@,, die den 
übrigen Koordinaten g,,...,q, entsprechen. Wir wiederholen nochmals, daß zur 
Berechnung der verallgemeinerten Kraft Q;, die einer beliebigen Koordinate gq, ent- 
spricht, diese Koordinate den geringfügigen Zuwachs 9, erhalten muß (die übrigen 
Koordinaten bleiben unverändert). Es muß die Summe der Arbeiten aller angreifenden 
Kräfte %, %2 - - - » 5, auf den entsprechenden Verrückungen ihrer Angriffspunkte 
errechnet werden, und die Summe dieser Arbeiten, dividiert durch ög,, ergibt die 
gesuchte verallgemeinerte Kraft. 


Auf Grund des Dargelegten kann man sagen, daß jene Größe als verallgemeinerte 
Kraft, die der Koordinate q, entspricht, bezeichnet wird, deren Produkt mit dem 
Zuwachs öq; gleich der Arbeit ist, die durch die am System angreifenden Kräfte bei 
der Verrückung des Systems, die diesem Zuwachs der Koordinate g, entspricht, ge- 
leistet wird. 


Die auf diese Art bestimmten verallgemeinerten Kräfte brauchen nicht die Dimension 
einer Kraft zu haben, d.h., sie brauchen nicht Kräfte im buchstäblichen Sinne dieses 
Wortes zu sein. Wenn das Produkt Q; 3; die Dimension der Arbeit haben muß, ist 
es allerdings leicht zu folgern, daß Q,; die Dimension einer Kraft hat, wenn q, eine 
Länge ist. Wenn aber die Koordinate g, ein Winkel ist, dann hat Q, die Dimen- 
sion einer Kraft, multipliziert mit der Länge, d. h. die Dimension eines Momentes; 
wenn g; ein Volumen ist, hat Q; die Dimension einer Kraft, dividiert durch die 
Fläche, d. h. die Dimension einer Spannung usw. j 


Somit wird in dem Werk „Analytische Mechanik“ von LAGRANGE jeder verallgemei- 
nerten Koordinate die ihr entsprechende verallgemeinerte Kraft gegenübergestellt. 
Die Zahl der verallgemeinerten Kräfte ist gleich der Zahl der verallgemeinerten 
Koordinaten des Systems. 


In den $$ 51 und 52 wurde darauf hingewiesen, daß alle auf ein materielles System 
wirkenden Kräfte stets in zwei Gruppen eingeteilt werden können, und zwar auf 
zweierlei Art: entweder in äußere und innere Kräfte oder in vorgegebene Kräfte und 
Zwangskräfte. Es versteht sich von selbst, daß übereinstimmend damit auch eine 
Gruppierung der verallgemeinerten Kräfte vorgenommen .werden kann: Die ver- 
allgemeinerten Kräfte kann man gleichfalls unterteilen, einerseits in verallgemeinerte 
äußere und verallgemeinerte innere Kräfte, andererseits in verallgemeinerte vor- 
gegebene Kräfte und verallgemeinerte Zwangskräfte. 

Wir wollen nun eine sehr wichtige Anmerkung machen: Wenn die Zwangsbedin- 
gungen eines Systems ideell sind, dann sind die verallgemeinerten Zwangskräfte gleich 
Null. | 

Um die der Koordinate g, entsprechende verallgemeinerte Reaktion zu ermitteln, 
müssen wir die Summe der Arbeiten der Zwangskräfte bei der Verrückung des 
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Systems berechnen, die dem Zuwachs ög,; dieser Koordinate entspricht. Wir haben 
weiter oben bemerkt, daß diese Verrückung bestimmt eine der virtuellen Verrückungen 
des Systems ist. Wir wissen aber, daß die Summe der Arbeiten der Zwangskräfte 
bei jeder virtuellen Verrückung gleich Null ist. Hieraus folgt, daß die uns interes- 
sierende verallgemeinerte Reaktion gleich Null sein wird. Durch diese Bemerkung 
wirdes verständlich, daß man bei der Lösung irgendeines Problems durch die Methode 
der verallgemeinerten Koordinaten die auf das betrachtete System einwirkenden Kräfte 
in gegebene Kräfte und Zwangskräfte (und nicht in äußere und innere Kräfte) 
unterteilen muß. Wenn wir es mit ideellen Zwangsbedingungen zu tun haben — wir 
wissen aber, daß es immer eine Möglichkeit gibt, alle Zwangsbedingungen als ideell 
aufzufassen, indem man die Reibungskräfte zu den gegebenen Kräften zählt —, 
fallen die Zwangskräfte beim Übergang zu den verallgemeinerten Kräften automatisch 
aus unseren Berechnungen fort. Darin besteht der gewaltige Vorzug der Methode 
von LAGRANGE. 


8 122. Beispiele für die Berechnung verallgemeinerter Kräfte 


Wir wollen die Ermittlung der verallgemeinerten Kräfte an einigen Beispielen 
erklären. | 


Beispiel 15. An den Enden des Hebels AB, der um die Achse O rotiert, greifen die verti- 

kalen Kräfte B, und B, an; es ist OA= a, OB= b. Der Ausschlagswinkel & des Hebels 

, von der Vertikalen wird als verallgemeinerte Ko- 

2 ı ordinate angenommen. Es soll die diesem Winkel ent- 

sprechende verallgemeinerte Kraft gefunden werden 

(Abb. 200). ' 

Das gegebene System hat einen Freiheitsgrad, der 

Winkel & kann als verallgemeinerte Koordinate des 
Systems angenommen werden. 


Um die dem Winkel p entsprechende verallgemei- 
nerte Kraft (wir wollen sie Q nennen) zu ermitteln, 
geben wir dem Winkel »® den Zuwachs ög. Der 
Hebel wird sich um den Winkel ö® drehen, und die 
Angriffspunkte der Kräfte B, und P, werden ent- 
sprechende geringfügig Kleine Verrückungen erhalten, 

Abb. 200 die gleich &, = a-öp und e,—= b’do sind und senk- 

recht zu der Geraden ABliegen. Wir wollen die Summe 

der Arbeiten der Kräfte ®, und ®, bei den Verrückungen e, und e, ermitteln und 
setzen die Summe dem Produkt Qö@ gleich. Wir erhalten dann: 


P,asino— P,,sinoe=0Q.ödo 
oder, wenn wir die Werte e, und e, einsetzen, 
(P,a— P,b)singöp=QÖöp, 
woraus wir die gesuchte verallgemeinerte Kraft 


Q= (P,a— P,b)sing 
finden. 
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Wie man sieht, ist Q nichts anderes als die Summe der Momente der Kräfte PB, und PB, 
in bezug .auf den Punkt O. 


Beispiel 16. An den Zentren der Kugeln B, und B, eines Zentrifugal-Regulators 
(Abb. 201) greifen vertikale Kräfte an, die gleich ® (Gewichte der Kugeln) sind; A, B, = 
A,B, = |. Die entsprechenden verallgemeinerten Kräfte sind zu berechnen, indem er 
Winkel '& ( der durch die Stäbe A,B, und A,B, mit der Vertikalen gebildete Winkel) 
und @ (Drehwinkel des Regulators) als verallgemeinerte Koordinaten angenommen werden. 


Wir bezeichnen die gesuchten, den Winkeln « 
und @ entsprechenden verallgemeinerten Kräfte Az A, 
mit Qa und Q, und wollen Q. ermitteln. 

Wir geben dem Winkel « den Zuwachs ö«, 
‚während wir den Winkel » unverändert lassen; 
die Punkte B, und B, werden die Verrückungen e, 
und, erhalten, diesenkrecht zu den Geraden A, Bı 
bzw. A,B, liegen, wobei &, = &, = löa« ist. Stellen 
wir die Summe der Arbeiten der Kräfte ® bei den 
Verrückungen e, und e, auf und setzen die Summe 
ihrem Produkt Qa da gleich, so erhalten wir: 


— Peısine— P&gsin«=Q,6% 


oder 
— 2 Plsinad« = Q,60;, 
woraus 
a — —2Plsin« 
folgt. 


Wir gehen nun zu der Bestimmung der ver- 
allgemeinerten Kraft Q, über. Der Winkel 9 erhält 
den Zuwachs öo, wobei der Winkel « unverändert 
bleibt. Das bedeutet, daß wir den Regulator um die vertikale Spindelachse um Aa 
kleinen Winkel 6@ drehen und die Stellung der Stäbe unverändert lassen. Dabei leisten 
die Kräfte ® keinerlei Arbeit (die Verrückungen ihrer Angriffspunkte verlaufen senk- 
recht zu der Richtung der Kräfte ®). Folglich gilt 


Q,5y =, 


=0 


Abb. 201 


woraus 


folgt. 


Beispiel 17. Der gerade Stab OA von der Länge |, ist sühulde am festen Punkt O 
aufgehängt; im Punkte A ist an ihn ein zweiter Stab AB von der Länge Il, gelenkig an- 
geschlossen (Abb. 202). An den Punkten A und B greifen die vertikalen Kräfte B, und 
P, an. Die entsprechenden verallgemeinerten Kräfte sollen ermittelt werden, wobei die 
Ausschlagswinkel o, und o, der Stäbe OA und AB als verallgemeinerte Koordinaten des 
Systems gewählt werden sollen. 

Wir bezeichnen die den Winkeln 9, und 9, entsprechenden verallgemeinerten Kräfte 
mit Q, und Q, und beginnen mit der Berechnung der Größe Q.. 

Wir geben dem Winkel 9, den Zuwachs ög,, während wir den Winkel @, un- 
verändert lassen. Der Stab OA dreht sich um den Punkt O um den Winkel öy,; der 
Punkt A erhält eine Verrückung e, = |, 69,, die senkrecht zur Geraden OA verläuft. Da 
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wir den Winkel P, unverändert lassen, bewegt sich der Stab AB so, daß er parallel zu 
sich selbst bleibt, d.h. fortschreitend. Dabei erhält der Punkt B die Verrückung e,, ‘die 
gleich und parallel der Verrückung e, des Punktes A ist. Stellen wir die Summe der 
Arbeiten der Kräfte B, und PB, auf den Verrückungen e, und e, zusammen, so erhalten 
wir: 

= P, sing, — P, 8 sin 9, =QıÖ6pı 


oder, wenn wir &; = &, = |, 69, annehmen, 


er (Pı+ P,)l,sin 9,59, = Qı99ı; 
woraus 
Qdı= —-(Pı + P.)lısin po, 
folgt. 


Abb. 202 Abb. 203 


Wir wenden uns jetzt der Berechnung der zweiten verallgemeinerten{Kraft Q, jzu, die 
dem Winkel 9, entspricht. Jetzt geben wir dem Winkel @, den Zuwachs öo@,, während 
wir den Winkel 9, unverändert lassen (Abb. 203). Der Stab OA bleibt nun an seinem 
Platz, und der Stab AB dreht sich um den Punkt A um den Winkel ö@,. Die Verrückung 
des Punktes A ist gleich Null, der Punkt B erhält eine Verrückung, die gleich e, = 1,69, 
ist und senkrecht zur Geraden AB verläuft. Folglich ist die Arbeit der Kraft ®, gleich 
Null. Berechnen wir die Arbeit der Kraft ®,, so erhalten wir 


— P,&sin9=0Q,69s 
oder 
— P,b,singöp=Q,Ö69; 
woraus 
| Q.,= — Pılk,sin go; 
folgt. ; 
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$& 123. Die Darstellung der verallgemeinerten Kräfte dureh die Kraftkom- 
 ponenten auf den Achsen der kartesischen Koordinaten. Kräfte, die ein 
Potential besitzen 


Im weiteren wollen wir die verallgemeinerten Kräfte durch die Komponenten 
der gegebenen Kräfte auf den Achsen der kartesischen Koordinaten ausdrücken. Wir 
‘wollen uns jetzt mit der Aufstellung dieser Beziehungen beschäftigen. 


Wir stellen uns ein materielles System vor, das aus n Massenpunkten M,, Ms,..-; 
M,, besteht. Wir nehmen an, daß dieses System k Freiheitsgrade besitzt und bezeich- 
nen seine unabhängigen verallgemeinerten Koordinaten mit 9, 9%...,4,. Wir 
wählen die reehtwinkligen Koordinatenachsen x, y und z und bezeichnen die karte- 
sischen Koordinaten des Punktes M, mit &,, y; und z,. Im $ 120 haben wir gesehen, 
daß die kartesischen Koordinaten x,, y; und z, mit den verallgemeinerten Koordinaten 
durch lie Gleichungen | 


= %(9ı,9s» ...; th. 
Y=Yildı,da.--» 9b); (1) 
= (91,9%: ...; 9%, 8) 


verknüpft sind. 


Um das Problem so allgemein wie möglich darzustellen, haben wir hier angenommen, 
daß sich unter den Zwangsbedingungen des Systems rheonome (zeitabhängige) 
Zwangsbedingungen befinden. Wir wissen aber, daß die Zeit t nicht in den Gin. (1) 
auftritt, wenn alle Zwangsbedingungen des Systems skleronom (zeitunabhängig) sind. 


Wir wollen nun annehmen, daß an den Punkten eines Systems die Kräfte Y, 
Ta --., %n angreifen und wollen die verallgemeinerten Kräfte Q,, Q2,-.. ,Q, be- 
rechnen, die den verallgemeinerten Koordinaten g,, 9>, . . - , 9, entsprechen. 


Wenn wir der Koordinate q, den Zuwachs ög, geben und die übrigen Koordinaten 
unverändert lassen (wir sehen, daß bei der Berechnung der verallgemeinerten Kräfte 
bei Vorhandensein von zeitabhängigen Zwangsbedingungen die Zeit t gleichfalls be- 
rücksichtigt werden muß), finden wir die entsprechenden Verrückungen & der 
Punkte M.. 


Die verallgemeinerte Kraft Q, finden wir aus der Gleichung 
Q,öı = SF; €; 605 (. Ei). (2) 


Die elementare Arbeit der Kraft. %, können wir aber auch durch die bekannte 
Gleichung 


Fi; e;cos 0% &)= X;6% + Y;öy + 46% (3) 


ausdrücken, wobei X;, Y ‚, Z; die Komponenten der Kraft %,; auf den Achsen x, y, 2 
und dx, ö y,, ö2, die Zunahmen der Koordinaten &,, y;, 2;sind, wenn der Punkt M, 
die Verrückung z; erhält. 

Diese Zunahmen der Koordinaten «,, y; und 2, könnenleicht aus den Gln. (1) errechnet 
werden. Tatsächlich stellen sich nach den GlIn. (1) die Koordinaten x, y; und z, 
als Funktionen der unabhängigen Variablen q,, 93,...,9,, i dar; diese Funktionen 
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erhalten die Zunahmen öx;,, öy, und öz, dann, wenn die unabhängige Variable g, 
den Zuwachs ög, erhält, während die anderen unabhängigen Variablen unverändert 
bleiben. Wenden wir die bekannte Formel der Differentialrechnung an, so erhalten 
wir: 

0) % 6, Y; Ö 2; 


Ööxr; = 691, öy; = ÖQ,, 62; = 
i 3q, 9ı Y; dqı gı i dqı 


ög:- 


Wir setzen diese Werte der Zunahmen ö«;, öy; und ö2, in die Gl. (3) ein. Den 
auf diese Art gewonnenen Ausdruck der elementaren Arbeit der Kraft %; setzen wir 
in die Gl. (2) ein und erhalten dann: 


I% 9yi .. - 
ödı = X;— +Y,— +Z ögı. 
Qıögı >( 192 a8 zus rs dı 


Im rechten Teil dieser Gleichung erscheint die Größe ög, als gemeinsamer Faktor 
in allen Summanden der Summe. Setzen wir diesen Faktor vor das Summenzeichen, 
so finden wir 
9, Li 0, Yi 6, £i 


Br + 2, —— |, 
9gı 


sn=ö x; a. 
Q,ögı 2 Fr on 


woraus sich nach Kürzung durch ö gq, die erste der nachfolgenden Gleichungen ergibt: 


x 0) 02%; 
= (x 4Yyi4z, a) 
1 0qı 94 
0%; 9y; = 
= X; Y Z; 1 
% 285 e » 2 a: 9% (4) 
I% yi 
: X,—-+Y,; -Z; j 
Bu Ze Ya ie 


Die übrigen hier aufgeschriebenen Gleichungen werden ebenso erhalten wie die 
erste. Sie stellen die Ausdrücke der verallgemeinerten Kräfte durch die Komponenten 
der gegebenen Kräfte %,,.%2, - - - - , %„ auf den Achsen der kartesischen Koordinaten 
dar. 

Die soeben aufgestellten Gln. (4) werden in einem wichtigen Spezialfall bedeutend 
vereinfacht, und zwar dann, wenn die gegebenen Kräfte %,, Ya - - - , %, ein Poten- 
tal besitzen. Wir wissen (siehe $ 79), daß in diesem Fall die Beziehungen 


oV. oV oV 
Uu=-—, Yı=-—_, 4=- 
| x yi 02; 
gelten, wobei 
V= Va; Yıs 21, %9; ...; zn) (5) 


die potentielle Energie des Systems ist, die den Kräften %,, %, - . . , &, entspricht. 
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Setzen wir die soeben geschriebenen Ausdrücke der Größen X, Y, und Z, in 
die erste der Gln. (4) ein, so erhalten wir 


90V om 98V Oy AV ne 


3a (6) 


Andererseits erhalten wir, wenn wir in den Ausdruck (5) der potentiellen Energie 
die Koordinaten nach Gl. (1) einsetzen, den Ausdruck der potentiellen Energie V als 
Funktion der verallgemeinerten Koordinaten und der Zeit: 


Vv= v(q; Gay ++. ge s®). 


Wenn alle Zwangsbedingungen des Systems zeitunabhängig sind und die Zeit nicht 
in den Ausdrücken (1) enthalten ist, wird sie auch nicht in dem soeben erhaltenen 
Ausdruck der potentiellen Energie enthalten sein. In diesem Fall wird die potentielle 
Energie des Systems als eine Funktion der verallgemeinerten Koordinaten allein dar- 
gestellt: 


0 gı di 9m 9% 9 


V=Vl(qsQ2,:.., gr)- 


Wir betrachten nun die partielle Ableitung der potentiel- 
len Energie V nach der verallgemeinerten Koordinate q,. 
Unter Beachtung, daß q, in V durch die kartesischen Ko- 
ordinaten x,, y; und 2, enthalten ist, ergibt sich, wenn wir 
die Differentiation zusammengesetzter Funktionen anwen- 
a 


7-3 9  9V Oo OF 2), 
I% Fr oyiı 9 d2 0qı 


Die Gegenüberstellung dieses Resultates mit der Gl. (6) 
führt zu der ersten der folgenden Beziehungen: 


oV oV oV 
Q er » Q ma, $) ...); Q mr Ri 7 
ö Om 0 i a 
Die übrigen Gleichungen werden auf die gleiche Art er- Abb. 204 


halten. 

Die theoretische Bedeutung dieser Gleichungen wird später besprochen. Wir wollen 
nur ihre praktische Bedeutung angeben: In den Fällen, in denen die potentielle 
Energie des Systems leicht zu berechnen ist, stellen die Gln. (7) das bequemste Mittel 
zur Berechnung der verallgemeinerten Kräfte dar. 

Wir wollen die Anwendung dieser Beziehungen an einem einfachen Beispiel 
erklären. 


Beispiel 18. Unter der Voraussetzung, daß die Kräfte B, und PB, im Beispiel 17 konstant 
sind, soll diese Aufgabe mit Hilfe der Gln. (7) gelöst werden. 

Die Kräfte PB, und PB, sind der Größe und Richtung nach konstant. Solche Kräfte 
(z. B. die Schwerkräfte) haben bekanntlich ein Potential. Wir wählen die durch den, 
Punkt O gehende Vertikale als 2-Achse (Abb. 204); der Koordinatenanfang liegt unterhalb 
des Punktes O im Abstand !, + l,, die positive Richtung der z-Achse zeigt nach oben. 


320 XXI. Die Lagrangeschen Gleichungen des Gleichgewichts und der Bewegung 


Die potentielle Energie des Systems kann durch 


V== Pr <ı + P3 29 
ausgedrückt werden. 
Andererseits gilt 
29 = I, + I, = I, Cos Yı = I, COS YO. 


Setzen, wir diese Beziehungen für 2, und 2, in die vorhergehende Formel für V ein, so 
erhalten wir den Ausdruck der potentiellen Energie des Systems abhängig von den verall- . 
gemeinerten Koordinaten: \ 


= (Pı zu P,)(ı + l, — I, cos 9) — Psls COS YO). 
Wenn wir nun die Gln. (7) anwenden, erhalten wir: 


oV _ oV 


Hieraus finden wir das Ergebnis 
ı= —- (Pı + P,)hsin 9, Q,= — Palssin , 


in Übereinstimmung mit den im $ 122 erhaltenen Resultaten. 


KAPITELXXI 


DIE LAGRANGESCHEN GLEICHUNGEN DES 
GLEICHGEWICHTS UND DER BEWEGUNG 


$ 124. Die Gleichgewichtsgleichungen in verallgemeinerten Koordinaten 


Wie bereits gesagt, sind die im vorhergehenden Kapitel festgelegten Begriffe der 
verallgemeinerten Koordinaten und der verallgemeinerten Kräfte der von LAGRANGE 
geschaffenen analytischen Mechanik zugrunde gelegt worden. Auf diesen Begriffen 
hat LAGRANGE seine in ihrer Allgemeinheit bemerkenswerte Methode zur Lösung von 
mechanischen Problemen aufgebaut. Dieser Methode ist das vorliegende Kapitel ge- 
widmet, in dem wir die von LAGRANGE angegebenen Gleichgewichts- und Bewegungs- 
gleichungen betrachten werden. Wir beginnen mit den Gleichungen der Statik. 


Wir stellen uns ein materielles System vor, das k Freiheitsgrade besitzt, und setzen 
voraus, daß die Lage aller Punkte des Systems durch k Koordinaten 9,, 9», - - - » 9; 
bestimmt wird. Wir wollen ferner annehmen, daß sich das System unter der Wirkung 
der angreifenden Kräfte %ı, %» - - - » 3, befindet. Die Bindungen des Systems wer- 
den wir als ideell ansehen. Wir wollen nun die Frage stellen: Welche Bedingungen 
müssen die gegebenen Kräfte %,, %2-- - , %, erfüllen, damit unser System im 
Gleichgewicht bleibt? 
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Wir wissen, daß die allgemeinste Antwort auf die Frage nach den Gleichgewichts- 
bedingungen eines beliebigen Systems durch den Grundsatz .der virtuellen Ver- 
rückungen gegeben wird. Nach dem Prinzip der virtuellen Verrückungen befindet sich 
ein System unter der Wirkung angreifender gegebener Kräfte im Gleichgewicht, 
wenn die Summe der Arbeiten dieser Kräfte bei jeder virtuellen Verrückung des 
Systems aus der Gleichgewichtslage gleich Null ist. Folglich wird unser System unter 
der Wirkung der angreifenden Kräfte in dem Falle im Gleichgewicht bleiben, wenn 
die Gleichung 

>», €; COS (9,8) =.0 


für alle virtuellen (d. h. durch die Bindungen zugelassenen) Verrückungen 2’, &,..- , 
&, der Angriffspunkte der gegebenen Kräfte erfüllt ist. | 

Ersetzen wir in der letzten Gleichung den eingliedrigen Ausdruck der elementaren 
Arbeit durch den bekannten dreigliedrigen Ausdruck, so können wir die Gleich- 
gewichtsbedingungen unseres Systems auch so formulieren, daß die Gleichung 


PAPILE FE Y,öy + Z%62)= 0 A) 


für jede virtuelle Verrückung des Systems erfüllt ist. Hier sind X,, Y,, Z; die Kom- 
ponenten der Kraft %,; auf den Achsen der kartesischen Koordinaten und 6&,, öy,, 62; 
die Zunahmen der kartesischen Koordinaten des Angriffspunktes der Kraft %; bei 
der virtuellen Verrückung des Systems. ” | 

Wir wissen aber bereits, daß die Koordinaten &,, 4; und 2, der Angriffspunkte 
der Kräfte %; Funktionen der verallgemeinerten Koordinaten q,, 93,...,9g, und 
(bei Vorhandensein von rheonomen Bedingungen) der Zeit sind: 


u %i (91, 9a ...; gx»8), ) 
& Yi= Yi(qı» 92 +» sd)» | (2) 
= 2% (91,9 By Ib). 

Die allgemeinste virtuelle (d.h. durch die Bindungen zugelassene) Verrückung 
eines Systems erhalten wir, wenn wir den unabhängigen verallgemeinerten Koordi- 
naten 5, 9%» - - - „Q„ beliebige geringfügig kleine Zuwüchse dq,, 695, . . . , ög, geben. 
Wir finden die allgemeinsten Ausdrücke der Zunahmen ör;, öy; und öz,, wenn wir 
die Gln. (2) differenzieren; wir bemerken, daß dabei die Zeit i, die im Ausdruck (2) 
enthalten ist, als konstanter Parameter betrachtet werden muß. Schon im $53 wurde 
festgestellt, daß im Fall von rheonomen (d. h. sich im Laufe der Zeit verändernden) 
Bindungen unter der Bezeichnung ‚virtuelle Verrückung‘ des Systems die gering- 
fügig kleinen Verrückungen zu verstehen sind, die von den Bindungen für einen be- 
stimmten Zeitpunkt zugelassen werden. Also gilt: 


5 9% 5 di Li 5 ee he x; ög 

ae 

i 9q, 91 9; YE 09; k 
dyi dyi Yi 

1) =: 0) + Ö aa + () 9 

Yi 7 91 30. ga dq, 9% 
02; 02; 2; 

Ööi= öq + OR a Ögk 
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Wir setzen diese Ausdrücke in die Gl. (1) ein. Fassen wir die Glieder, die als Faktor 


die Größen ög,, 693... , Ög, enthalten, zusammen, so erhalten wir: 
0%; Iyi 02; 0% Iyi 02; 
on > I —+Y; zZ, ö X, ——+Y 
(ner rar m zit rar 
x dy; 02; 
... +6 X, —+Y Z, — 
ae „2 (82 T "og +2,28) 


Wenn wir uns nun der Gln. (4) im $ 123 erinnern, sehen wir, daß beim Übergang 
auf die verallgemeinerten Koordinaten die Arbeitsgleichung (1), die den Satz der 
virtuellen Verrückungen ausdrückt, folgende einfache Form erhält: 


tritt rt, (3) 


wobei Q,, Q2, - . . ‚Q, die verallgemeinerten Kräfte sind, die den verallgemeinerten 
Koordinaten q,, 93, - . - ‚ q, entsprechen. Im Fall des Gleichgewichts des Systems muB 
diese Gleichung bei jeder möglichen Verrückung: des Systems, d.h. bei beliebigen 
Werten von ög,, 693; - . - , 69,, erfüllt sein. 

Da wir die Möglichkeit haben, nach Belieben die Werte der Größen ögq,, 693, - - - , 
öq, zu wählen, nehmen wir 6,40, 69, = 69, =...=6qg, =0 an. Bei einer 
solchen Wahl der Zunahmen der verallgemeinerten Koordinaten erhalten wir aus der 
Gl. (3) | 

Qıög= 


Qı=0. 


Wir wollen nun die Größen öq,, 69, ..., öq, anders wählen: Wir ‘nehmen an, 
daß ögq, = (0, 69, #0, 695 =... = ög, = ist, dann erhalten wir aus der Gl. (3): 


und daraus 


6-0, 


9-0 


woraus 


folgt. 


Indem wir so fortfahren, überzeugen wir uns, daß die Gl. (3) bei beliebigen Werten. 
der Größen ög,, 693, ..., öq, nur in dem Fall befriedigt werden kann, wenn die 
Gleichungen | 

Qı=0, A=0, ..., %=I (4) 
gelten. 

Folglich erscheinen diese Gleichungen als notwendige Gleichgewichtsbe dingungen 
unseres Systems. Andererseits, wenn die Gln. (4) erfüllt werden, wird auch die Gl. (3) 
bei beliebigen Werten ög,, 693, . . . , 6g, befriedigt werden. Folglich sind die Gln. (4) 
nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend zur Sicherstellung des Gleichgewichts 
des Systems. 


Somit wird die Gleichgewichtslage eines Systems dadurch bestimmt, daß in der 
Gleichgewichtslage alle verallgemeinerten Kräfte gleich Null sein müssen. 
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Die Gleichgewichtsbedingungen (4) hat LacrangE angegeben!. Diese Gleich- 
gewichtsgleichungen in verallgemeinerten Koordinaten sind die allgemeinste Form der 
Gleichungen der Statik. Alle aus der elementaren Statik eines starren Körpers be- 
kannten Gleichgewichtsgleichungen können aus den Gln. (4) als Spezialfälle erhalten 
werden. 

Wir wollen die Anwendung der Gln. (4) an einem einfachen Beispiel erläutern. 


Beispiel 19. Die Gleichgewichtslagen des Hebels AOB, der um die Achse O drehbar ist 
und sich unter der Wirkung der an den Punkten A und B angreifenden vertikalen 
Kräfte B, und PB, befindet, sind zu ermitteln (Abb. 205). 

Wir bezeichnen AO = a, BO = b. Der Hebel hat einen 
Freiheitsgrad; als verallgemeinerte Koordinate wählen wir 
den durch die Gerade OB mit der Vertikalen gebildeten 
Winkel &. Die entsprechende verallgemeinerte Kraft Q ist 
bereits im $ 122 (Beispiel 15) errechnet worden. Es war 


Q=(Pıa— P,b)sin 9. 


Wir erhalten die Gleichgewichtsbedingungen unseres 
Hebels, wenn wir Q gleich Null setzen: 


(P,a— P,b)sinp=0. 


Hieraus finden wir zwei Lösungen | Abb. 205 
1. sine=0, 2, P,a— P,db=\. 


Im ersten Fall muß 9 = 0 oder @ = 180° sein, was. der vertikalen Lage des Hebels 
entspricht. Im zweiten Fall wird die Gleichgewichtsbedingung durch jeden Wert des 
Winkels @ befriedigt. ‚Wenn die Kräfte P, und P, umgekehrt proportional den Hebel- 
armen sind, bleibt der Hebel in jeder Lage im Gleichgewicht. 


S 125. Das Gleichgewicht eines Systems unter der Einwirkung von Kräften, 
die ein Potential besitzen 


Wir setzen nun voraus, daß die an den Punkten unseres Systems angreifenden 
Kräfte %, a... , %, ein Potential besitzen; der Einfachheit halber wollen wir 
auch voraussetzen, daß alle Bindungen des Systems zeitunabhängig sind. 

Wir haben im $ 123 gesehen, daß in einem solchen Fall die potentielle Energie des 
Systems als Funktion der verallgemeinerten Koordinaten 


V=V (9,95: ...%) 
dargestellt werden kann. 
Wir wissen auch, daß die den Koordinaten g,, 93, . ... , 9, entsprechenden verall- 
gemeinerten Kräfte durch die Gleichungen 
oVv oV oV 


dı=— —, = — D eo.) are 
k 


bestimmt werden. 


ı J. Lagrange, ‚Analytische Mechanik“, Deutsche Ausgabe, 1897, Berlin. 
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Wir wollen nun die Gleichgewichtslagen unseres Systems ermitteln. Setzen wir die 
verallgemeinerten Kräfte Q,, Q2, . . . ‚ @, gleich Null, so haben wir 
oV oV oV 
fes- 0 f — 0 9 
dgı 09; 


Wie aus der Differentialrechnung bekannt ist, werden aus diesen Gleichungen die 
Werte der unabhängigen Variablen q,,93, . - . , q, bestimmt, bei denen die Funktion V 
einen Extremwert annimmt. Wir kommen zu dem folgenden Theorem: Wenn sich ein 
System (mit skleronomen Bindungen) unter der Wirkung von Kräften befindet, die eın 
Potential haben, dann sind diejenigen Lagen die Gleichgewichtslagen, in denen die 
potentielle Energie des Systems Extremwerte ergibt. 

Befindet sich das System unter der Wirkung von Schwerkräften, so ist bekanntlich 
(siehe $ 76) die potentielle Energie des Systems gleich dem Produkt aus seinem Ge- 
wicht und der Höhe des Schwerpunktes; die Höhe wird von einem beliebigen Niveau 
gezählt. Hieraus folgt, daß für ein unier der Wirkung von Schwerkräften befindliches 
System dann Gleichgewicht herrscht, wenn die Höhe seines Schwerpunkies einen 
Extremwert erreicht hat. 

So befindet sich z. B. ein Pendel dann im Gleichgewicht, wenn sein Schwerpunkt 
auf der Vertikalen liegt, die durch den Aufhängepunkt geht. Solche Lagen gibt es 
zwei: In der einen befindet sich der Schwerpunkt des Pendels unterhalb des Auf- 
hängepunktes, in der anderen oberhalb dieses Punktes. Im ersten Fall nimmt der 
Schwerpunkt des Pendels die tiefste, im zweiten die höchste Lage ein. Folglich hat 
die potentielle Energie des Pendels in der ersten Gleichgewichtslage ein Minimum, 
in der zweiten dagegen ein Maximum. 

Gleichzeitig ist es.klar, daß die Gleichgewichtslage des Pendels in der niedrigsten 
Lage seines Schwerpunktes stabil ist, in der höchsten Lage des Schwerpunktes aber 
ist das Gleichgewicht des Pendels labil. Das gibt Veranlassung zu der Voraussetzung, 
daß die Gleichgewichtslagen eines Systems, in denen seine potentielle Energie das 
Minimum erreicht, und jene, in denen die potentielle Energie ein Maximum ist, sich 
in bezug auf die Stabilität des Gleichgewichtes unterscheiden. Im folgenden Kapitel 
werden wir uns ausführlicher mit der Frage der Stabilität des Gleichgewichts 
befassen; dort werden wir eine Bestätigung der soeben geäußerten Vermutung 
erhalten. 
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Wir wenden uns nun den Fragen der Dynamik zu. 

Wir setzen wieder voraus, daß das von uns betrachtete System % Freiheitsgrade 
besitzt und werden die Lage des Systems durch k verallgemeinerte Koordinaten q,, 
Qe,...,Q, bestimmen. Bei’ der Bewegung des Systems bleiben die Koordinaten 
nicht konstant, sie verändern sich im Laufe der Zeit und sind folglich Zeitfunktionen: 


41 =hÄ), %= haft), er Ir == fd). (1) 


Die Bewegung des Systems wird dann eindeutig bestimmt sein, wenn wir die ver- 
allgemeinerten Koordinaten des Systems als Zeitfunktionen kennen. Folglich kann 
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die Frage, wenn die an dem System angreifenden Kräfte gegeben sind und wenn 
die von dem System unter der Wirkung dieser Kräfte ausgeführte Bewegung gefunden 
werden soll, auf die Lösung folgender Aufgabe reduziert werden: Gesucht ist die 
Ermittlung der verallgemeinerten Koordinaten des Systems als Zeüifunktionen, wenn 
die Kräfte gegeben sind. Gerade so ist auch die Aufgabe der Dynamik in der ana- 
Iytischen Mechanik von LAGRANGE gestellt worden; zur Lösung dieser Aufgabe hat 
LAGRANGE Differentialgleichungen angegeben, die durch die Funktionen (1) befriedigt 
werden müssen und die wir die LAGRANGEschen Ditferentialgleichungen der Bewegung 
in verallgemeinerten Koordinaten nennen wollen. Der Aufstellung dieser bemerkens- 
werten Gleichungen widmen wir den vorliegenden und die folgenden Paragraphen. 
Dem Beispiel von LAGRANGE folgend, werden wir allen weiteren Schlußfolgerungen 
das Prinzip der virtuellen Verrückungen zugrunde legen. In diesem Paragraphen 
werden wir uns mit der Formulierung befassen, die LAGRAnGE dem Prinzip der 
virtuellen Verrückungen bei der Bewegung eines Systems gegeben hat. 

Wir haben bereits im $71 über die Anwendung des Prinzips der virtuellen Ver- 
rückung bei der Lösung von Aufgaben der Dynamik gesprochen. Wir wissen, daß 
jede Aufgabe der Dynamik durch Einführung von Trägheitskräften an den materiellen 
Punkten des Systems. auf die entsprechende Aufgabe der Statik zurückgeführt werden 
kann; bekanntlich stehen diese Trägheitskräfte mit den angreifenden Kräften im 
Gleichgewicht. 

Wenn wir bei der auf diese Art gewonnenen statischen Aufgabe das Prinzip der 
virtuellen Verrückungen anwenden, kommen wir zu der Schlußfolgerung, daß bei 
einer Bewegung eines Systems, das Zwangsbedingungen unterworfen ist, die Summe, 
der Arbeiten. der gegebenen Kräfte und der Trägheitskräfte bei jeder virtuellen Ver- 
rückung des Systems gleich Null sein muß. 

Wir stellen uns ein System vor, daß aus den materiellen Punkten M,, M, ERRFE R 
besteht; alle Bindungen des Systems setzen wir als zweiseitig und ideell voraus. Wir 
bezeichnen die Massen der Punkte des Systems mit m,, M,,..., m, und nehmen an, 
daß sich das System unter der Wirkung der angreifenden gegebenen Kräfte %ı, %», 

‚%, In Bewegung befindet. Führen wir die Trägheitskräfte der Punkte des 
Systems Sm Sr +: » Sm ein, so erhalten wir die Arbeitsgleichung 


DI’ Fre cos (%;, + DFrieicos(Bri, ä)=0, (2) 
die für jede virtuelle Verrückung des Systems Er...» &, gelten muß. 


Wir wollen diese Gleichung umschreiben, wobei wir den dreigliedrigen Ausdruck 

der elementaren Arbeit einführen. Wir haben bereits gesehen, daß 
F,gcos(%,&)= X,6; + Y,öyi + 263% 

ist, wobei X,, Y,,, Z; die Komponenten der Kraft %; auf den Achsen der kartesischen 
Koordinaten x, y, 2 sind und ö«,, öy,;, 62; die Zunahmen, welche die Koordinaten des 
Punktes M, bei einer virtuellen Verrückung des Systems erhalten. 

Ganz ebenso ist 

Friscos (dr i)= Xjiöı; + Yriöm + 2716%, 

wobei X,;,Y 7; Zr; die Komponenten der Trägheitskraft %,; auf den Achsen z, y, 2 
sind. 
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Die Trägheitskraft ist gleich dem Produkt aus der Masse und der Beschleunigung, 


sie verläuft entgegengesetzt der Beschleunigung. 
Es gilt also 
Xi=- mÄi: Yı=- md: Zi=—- mäi. 
Folglich ist 
Fi &j COS (Fri &)= = (mi &; 5; + mÜöy + mid 62,). 


Setzen wir die Ausdrücke der elementaren Arbeiten der Kräfte %, und %;,; Jin die 
Arbeitsgleichung (2) ein, so erhalten wir die Gleichung 


DI - mE) + NY - mi)y ti m2)da|=d; (3) 
die für jede virtuelle Verrückung' des Systems gilt. 
Die Gl. (3) wurde von LAGRAngE seiner analytischen Mechanik zugrunde 


gelegt; LAGRAangE hat dieser Gleichung den Namen der allgemeinen Gleichung. der 
Dynamik gegeben!. | 


$ 127. Die allgemeine Gleichung. der Dynamik in verallgemeinerten 
Koordinaten 


Im $ 124 haben wir die Gleichgewichtsbedingungen in verallgemeinerten Koordinaten 
aus der Arbeitsgleichung (8) gewonnen, indem wir in dieser Gleichung eine Umbil- 
dung der kartesischen Koordinaten in verallgemeinerte Koordinaten vornahmen. 
Genauso erhalten wir die Differentialgleichungen der Bewegung in verallgemeiner- 
ten Koordinaten aus der allgemeinen Gleichung der Dynamik (3), wenn wir in dieser 
Gleichung denselben Übergang von den kartesischen Koordinaten in verallgemeinerte 
Koordinaten vornehmen. Im vorliegenden Paragraphen werden wir uns mit dieser 
Umbildung der.allgemeinen Gleichung der Dynamik beschäftigen. | 


Im $ 124 sahen wir, daß auf Grund der Abhängigkeiten 


= (ul... eh)» 
YızYıi (91;  PREER Eee Ir: d), (1) 
= 2 (91. Go... Im £), 


welche die kartesischen Koordinaten der Systempunkte mit ihren verallgemeinerten 
Koordinaten verbinden, die Arbeitsgleichung (8) im $ 124 in die Gleichung 


9159: + 9259, +" +05, = 0 (2) 


umgebildet wird, die bei beliebigen Werten der Größen öq,, 693, . . . , ög, erfüllt sein 
muß. 

Die Gl. (3) im $ 126 unterscheidet sich von der Gl. (8) im $ 124 nur. dadurch, 
daß in der ersten zu den gegebenen Kräften, unter deren Wirkung sich das System 
befindet, Trägheitskräfte der Systempunkte hinzugefügt sind. Hieraus folgt, daß 
auch die umgebildete Gleichung sich von der @!. (2) nur durch die Hinzufügung von 


! J..Lagränge, ‚Analytische Mechanik“, Deutsche Ausgabe, 1897, Berlin. 
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ergänzenden, den Trägheitskräften entsprechenden Gliedern zu den verallgemeinerten 
Kräften Q,, Q2 . . . ‚Q, unterscheiden wird; diese zusätzlichen Glieder werden wir 
verallgemeinerte Trägheitskräfte des Systems nennen. Bezeichnen wir die verallgemei- 
nerten Trägheitskräfte mit S,, S,, . : . , $,, so erhalten wir die umgebildete allgemeine 
Gleichung der Dynamik in folgender Form: 


(Qı a: 9,)69: + (@ 5 9,)69 rn + (O% + 8,)6% = 0. (3) 


Nun sind noch die verallgemeinerten Trägheitskräfte S,, S,,... , 8, zu berechnen. 

Wir wollen hier die von LAGRANGE gegebenen, hervorragenden Gleichungen auf- 
stellen, welche die verallgemeinerten Trägheitskräfte des Systems mit seiner kine- 
tischen Energie verbinden. 

Wir berechnen zunächst die Größe S,. Wenn wir uns die Gln. (4) im $ 123 für die 
verallgemeinerten Kräfte ins Gedächtnis zurückrufen, haben wir: 


| d%; oy; 9) ) 
Semiıy ayyz 
1 SR + na og, 
wobei X7;, Y 7, Zr; die Komponenten der Trägheitskraft %, auf die Achsen z, y, 2 
sind. | 
Andererseits ist: 


Xi=- mi; Yıi=- msi; Zi=- mä. 
Folglich gilt: 
9% Iyi 9% 
S=--Y (& a a, ) 4 
1 Z Mi 9q ri a ag (4) 


2; dIy 


Hier sind 2 we 2 partielle Ableitungen der Größen x,, y;, 2; (ausgedrückt 
90 099 9a... & 

durch 9, 9,..-,9,, & gemäß Gln. (1)) nach g, und &,, j, 3; die totalen zweiten » 

Ableitungen von &,, y;, 2; nach t, sofern diese Koordinaten bei einer Bewegung 

des Systems Zeitfunktionen sind. Bei der weiteren Aufstellung benötigen wir auch die 

Ableitungen erster Ordnung von &,, y;, 2; nach t; wir werden diese mit z,, y, und z, 

bezeichnen. | 


Nun sehen wir, daß 


d (: 2 9m. d (2) 
—— TI: ==. 18 _! I: — ——— 
de \ 9qı 9 ar \ogq 


> O8; d/. 0 ‚.d/{9: 
re er U rei a een (?) 
91 di 09, di \9gı 
folgt. s 


Ferner sehen wir, daß bei einer Bewegung des Systems nicht nur die kartesischen 
Koordinaten &,, y; und 2, als Funktionen der Zeit erscheinen, sondern daß sich auch 
die verallgemeinerten Koordinaten mit. der Zeit verändern. Wir haben: 


ist, woraus 


91 = (li); 92 = @eli), ...; = All). 


22* 
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‘Wir setzen diese Ausdrücke q,, 93, . . . , q, In die rechten Seiten der Gln. (1) ein und 
differenzieren beide Seiten der Gleichungen nach der Zeit. Benutzen wir die Regel der 
Differentiation zusammengesetzter Funktionen, so ist: 


dm. du, 0%, ..:.09% 
ie ern Der 
Y, = a, ” dr m + SE, (6) 
92, 0%. 9% 02; 
ern are. 8 ne 
wobei cy,6za...,’„ die Ableitungen von q,, 95,;..., q, nach der Zeit sind. 


Die nerazche Bedeutung der Ableitungen : &, 5; und 2, ist bekannt: Es sind 
die Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes M; auf den Achsen der kartesischen 
Koordinaten. Wegen der Analogie vereinbaren wir, die Ableitungen d., da», - - - » Gr; 
verallgemeinerte Geschwindigkeiten des Systems zu nennen. Wenn wir im Auge be- 


halten, daß die partiellen Ableitungen az u 


9gı Er Co 
ge» -- 9, b sind, schließen wir auf Grund der Clin. (6), daß die Geschwindigkeits- 
komponenten eines beliebigen Systempunktes als lineare Funktionen der verallgemei- 
nerten Geschwindigkeiten dargestellt werden können, wobei die Koeffizienten selbst 
in den Ausdrücken dieser linearen Funktionen als Funktionen der verallgemeinerten 
Koordinaten und der Zeit erscheinen. | | 
Wir wollen zugleich erwähnen, daß in dem speziellen, jedoch vom Gesichtspunkt 
der Anwendung wichtigsten Falle, in dem alle Bindungen des Systems zeitunab- 
hängig sind, die Zeit i nicht in den rechten Teilen der Gln. (1) enthalten ist und daher 


02; 
“= - Funktionen von q,, 


gilt. 
‚Die Gln. (6) nehmen i in diesem Fall die Form 
9) Li 0) Li. d I. 
a - [ Pia 
ur 1 3%; da rF 2: Ik | 
9) Yi d Yi ö Gi. 
== — Pre reis ; m 
Yi IL 35, ga 39, Ir: N (7) 
02%. en 02; & 02; ; | 
ZB q g : k 
BETT Tr om) 
2. . . 9) ZL, 6) Ti 9 2i . 
an, wobei die partiellen Ableitungen ee Funktionen von q,, 9» 


I Of 
.,g, Sind (aber nicht explizite von t abhängen). Folglich werden im Fall von 
zeitunabhängigen Bindungen die Geschwindigkeitskomponenten eines beliebigen 
Systempunktes als lineare und homogene Funktionen der verallgemeinerten Geschwindig- 


keiten mit Koeffizienten, die nur von den verallgemeinerten Koordinaten abhängen, 
dargestellt. 
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Wir kehren zu den Gin. (6) zurück. Nach diesen Gleichungen werden die Größen 
&;, 9; und z, als Funktionen von 9, 9 - + » Ar: 41 Gar - - - »dy, £ dargestellt (wobei 
das - - - „g„ auf den rechten Seiten der Gln. (6) explizite vorhanden sind, 9,0», - - - , 

z ER “= Pe 
Q,, t dagegen in den partiellen Ableitungen Er. usw. enthalten sind). Wir nehmen 
| . ’@ | 
die partiellen Ableitungen von &,; nach g,; durch unmittelbare Differentiation der 
ersten Gl. (6) erhalten wir die Identität 


o%&, is 8; 
%dı ag 


(8) 


Diese Identität benutzen wir zur Umbildung der Gl. (5); wir benötigen auch noch 
die zweite Identität 
dt \dgı 09: 


die wir sogleich beweisen werden. 


oO Ti 
oc 
und leiten diese Ableitung total nach der Zeit ab, so erhalten wir nach der Regel der 
Differentiation von zusammengesetzten Funktionen 


0°x;. 02 x; j er .: 0° 2; 


—|——|= —Ihıtr — ht + ———— ht. 
dt \9q, og rer Oö 9q,dt 


Betrachten wir die partielle Ableitung 


als Funktion von q, Gar 2:3 Am 


Andererseits gilt, unter Verwendung der ersten Gl. (6), 


6) Li # 0°? 5 0° T; es 0° I; , 0? 2; 


Da er ET RR U 
9qgı og ; 09199 vr 09,109, x 9q,0L 


Der Vergleich der soeben gewonnenen beiden Ausdrücke überzeugt uns von der 
Richtigkeit der Identität (9). 


Die Gln. (8) und (9) gestatten, die Gl. (5) auf folgende Art umzuschreiben: 


I; —— ı 
og, 2 dt 


Od (: nn od, 1d 2 1 0% 
| 2 


&, — = — | 4 — | 
09 g9ı dt 04, 061 


Ebenso erhalten wir: 


104 1d/o98% 1 02 
2; — — — _ — —., 
z 94 
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Addieren wir gliedweise die gewonnenen drei Gleichungen und bemerken, daß 


Te (10) 
ist, wobei v, die Geschwindigkeit des Punktes M, ist, so erhalten wir 
0% ) 02; 1 d/0:% 1 dv; 
a ER a ae a» ren (11) 
99 dm 99, 2 dt\0g, 2 0gı 


Hier muß die Geschwindigkeit v; als Funktion der verallgemeinerten Koordinaten, 
der verallgemeinerten Geschwindigkeiten und der Zeit durch Substitution der 
Größen (6) in Gl. (10) dargestellt werden. 


Wir wenden uns nun der Gl. (4) zu. Wenn wir (9) in (4) einsetzen und im Auge 
kehalten, daß die Summe der Ableitungen gleich der Ableitung der Summe ist 
weshalb das Summierungszeichen und das Differentiationszeichen die Plätze ver- 


tauschen können, erhalten wir für die verallgemeinerte Trägheitskraft 8,, den Aus- 
druck 


941 2 Oqı 


Wir bezeichnen nun die kinetische Energie unseres Systems mit T', d. h., wir nehmen 


1 d 1 9. m;vR 


1 2 
T= cr > mivi 


an. 
Führen wir diese Bezeichnung ein, so erhalten wir endgültig: 


d oT oT 
dt dd, dq 


ı > 


Verfahren wir weiterhin entsprechend, so erhalten wir: 


d oT oT 
S,= ’ 

di O6, 09: 

d 0 0, 
Ban T T 


dt dc. 9 


Wir tragen die gewonnenen Ausdrücke der resultierenden Trägheitskräfte in die 
Gl. (3) ein und erhalten dann die Gleichung 


q doT wo OT f doT E oT Pe 
ee ee 
a En Q d oT ah oT E 0, 
k rer dq, 4, = (12) 


die für belvebige Werte der Größen öq,, 693, . .. , ög, erfüllt werden muß. Dies ist die 
allgemeine Gleichung der Dynamik, umgebildet in verallgemeinerte Koordinaten. 


x 
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8 128. Die LaGRangeschen Differentialgleiehungen der Bewegung in 
verallgemeinerten Koordinaten 


Wir erwähnten bereits am Anfang des vorhergehenden Paragraphen, daß die Dif- 
ferentialgleichungen der. Bewegung in verallgemeinerten Koordinaten aus der all- 
gemeinen Gleichung der Dynamik ebenso aufgestellt werden können, wie im $ 124 
die Gleichgewichtsgleichungen in verallgemeinerten Koordinaten aus den Arbeits- 
gleichungen gewonnen wurden. Am Ende des $ 127 erhielten wir die allgemeine 
Gleichung der Dynamik in verallgemeinerten Koordinaten, und aus Gl. (12) werden 
wir nun die Differentialgleichungen der Bewegung unseres Systems aufstellen. 


Wir wollen nochmals unterstreichen, daß die Gl. (12) für wellkürliche Werte der 
Größen ög,, 692, .. , 6g, erfüllt werden muß. Wenn wir das im Auge haben und 
genauso folgern wie im $124 bei der Aufstellung der Gln. (4), überzeugen wir uns davon, 
daß die Erfüllung der Gl. (12) bei willkürlichen Werten von ög,, öq,,... , ög, dann 
und nur dann möglich ist, wenn alle Faktoren bei diesen‘ Größen in der Gl. (12) 
einzeln gleich Null sind. Auf diese Art erhalten wir folgendes Gleichungssystem: 


d oT oT 
— —- — =, 
dt ddı Ig. 
d oT oT 
= =Q:; 
dt dd: 29 a) 
d oT oT 9 
dt Od; Od as 


Dies sind die Lasrangeschen Differentialgleichungen der Bewegung, die durch 
die verallgemeinerten Koordinaten als Zeitfunktionen befriedigt werden müssen. 

Wenn die am System angreifenden Kräfte ein Potential haben, nehmen die Glei- 
chungen von LAGRANGE folgende Form an: 


dar aT 09V 
dt 9dı 091 9gı 
doT 09T oV 
dd 9m 9% 
doT 90T oV 
dt Id 9g% d gr 


Wir wollen uns die Struktur der Gln. (1) näher ansehen. Auf den rechten Seiten 
stehen verallgemeinerte Kräfte, die den Koordinaten q,, 9, .. . , q, entsprechen. Die 
linken Seiten unserer (Gleichungen ergeben sich aus der kinetischen Energie des 
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Systems durch einfache Differentiation; dabei muß die kinetische Energie T als 
Funktion der verallgemeinerten Koordinäten, der verallgemeinerten Geschwindig- 
keiten und der Zeit dargestellt werden: 


T= T (91,92: ... ‚gm du Go ... Gel). 


Dieser Ausdruck der kinetischen Energie kann durch Substitution der. Ausdrücke (6). 
oder, im Fall von zeitunabhängigen Bindungen, der Ausdrücke (7) des $ 127 in die 
Gleichung 

| 1 
re > mf{ei+gir 2) 


gewonnen werden, 


. Wir bemerken hierzu, daß nach den Gln. (7) im $ 127 die Ableitungen x,, y, und 
als lineare und homogene Funktionen der verallgemeinerten Geschwindigkeiten g,, 
(23. +», Mit von Q, 9»... ,9, abhängigen Koeffizienten dargestellt werden. In 
einem solchen Falle werden die Quadrate dieser Ableitungen und folglich auch die 
kinetische Energie des Systems als homogene Funktionen zweiten Grades der verall- 
gemeinerten Geschwindigkeiten mit Koeffizienten, die gleichfalls von den verall- 
gemeinerten Koordinaten abhängen, dargestellt. Also wird der allgemeine Ausdruck 
der kinetischen Energie eines Systems, das zeitunabhängigen Bindungen unterworfen 
ist, in verallgemeinerten Koordinaten folgende Form haben: 


1 A 
T= 5 Aud + As6, Feas Ar rük +2 A,2{ı6a 


gr 2 Aysdıds + RT 2 Ark ur Ie—ıÄR)» 


wobei Ay, Aga,..., Ay _ı,„ Funktionen von q, 9... ,q, Sind. 
Diese .Gl. (2) kann kurz in Form einer doppelten Summe geschrieben werden: 


wobei die Bedingung A; ,; = 4,, gilt. 

Wenn es unter den Bindungen des Systems zeitabhängige Bindungen gibt, müssen 
die GIn. (7) im $ 127 durch die Gln. (6) des gleichen Paragraphen ersetzt werden. 

Da in diesem Falle die Ableitungen &,, Y,, 2; als inhomogene lineare Funktionen 
der verallgemeinerten Geschwindigkeiten dargestellt:werden, wird auch die kinetische 
Energie T die Form einer inhomogenen Funktion zweiten Grades derselben verall- 
gemeinerten Geschwindigkeit haben. Das bedeutet, daß bei Vorhandensein von zeit- 
abhängigen Bindungen auf der rechten Seite der Gl. (2) zusätzliche Glieder von 
der Form 


Bi +Bhot'+BrrEC 
auftreten, wobei in diesem Falle alle Ausdrücke Ay, Ass»... ‚A, _ı,, Bu Bu 


..., B., © sowohl von den verallgemeinerten Koordinaten g,, 9, --.,9, als auch 
von der Zeit t abhängen. 


üb 
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Wenn wir im Auge haben, daß sich die kinetische Energie T als Funktion der ver- 
allgemeinerten Koordinaten und der verallgemeinerten Geschwindigkeiten (im Fall 
von zeitabhängigen Bindungen aber auch noch von der Zeit) darstellt und bemerken, 
daß in den linken Teilen der GIn. (1) die partiellen Ableitungen der kinetischen 
Energie nach den verallgemeinerten Geschwindigkeiten auch noch einer Differen- 
tiation nach der Zeit unterliegen, müssen wir schließen, daß die linken Seiten der 
(In. (1) nicht nur erste, sondern auch zweite Ableitungen der verallgemeinerten 
Koordinaten nach der Zeit enthalten. Somit liefern die Bewegungsgleichungen (1) 
von LAGRANGE ein System von k Differentialgleichungen zweiter Ordnung zur 
Bestimmung von k verallgemeinerten Koordinaten q,, 93 - - - » Qx- 

Die Lösung einer Aufgabe der Dynamik in der Fassuiig von LAGRANGE wird auf 
die Integration eines Gleichungssystems zurückgeführt. Es versteht sich von selbst, 
daB.wir im Ergebnis der Integration der Gl. (1) die verallgemeinerten Koordinaten 
91 92 ---,Q, als Funktionen der Zeit mit 2% willkürlichen Konstanten erhalten. 
Diese Integrationskonstanten müssen aus den Anfangsbedingungen der Aufgabe 


bestimmt werden. Die Anfangsbedingungen sind im gegebenen Fall die ursprüng- 


lichen Werte der verallgemeinerten Koordinaten (welche die Anfangslage des Systems 
bestimmen) und die ursprünglichen Werte der verallgemeinerten Geschwindigkeiten 
(welche die Anfangsgeschwindigkeiten aller Systempunkte bestimmen). Wie man sieht, 
ist die Zahl der Anfangsbedingungen gleich der-Zahl der einer Bestimmung unter- 
liegenden willkürlichen Konstanten. 


$ 129. Die Bestimmung von Trägheitsmomenten nach dem Verfahren der 
| fallenden Last 


Wir wollen die Anwendung der Bewegungsgleichungen von LAGRANGE an einigen 


‚Beispielen erläutern. Vorher wollen wir.aber noch eine Bemerkung machen. 


Wir wissen bereits, daß. vor allem die kinetische. Energie des Systems berechnet 
und als Funktion der verallgemeinerten Koordinaten und der verallgemeinerten Ge- 
schwindigkeiten dargestellt werden muß, wenn wir. eine Differentialgleichung der 
Bewegung nach der Methode von LAGRANGE aufstellen wollen. Im vorhergehenden 
Paragraphen wurde ein allgemeines Verfahren aufgezeigt, daß zu diesem Ziel führt. 
Es muß jedoch nicht immer dieser Weg beschritten werden, der sich in der Praxis 
zuweilen als zu umfangreich und umständlich erweisen kann. Wenn z. B. zu einem 
gegebenen System sich bewegende starre Körper gehören, muß ihre kinetische Energie 
unmittelbar nach den im $ 72 gegebenen Gleichungen berechnet werden. 

Wir wollen uns diese Gleichungen für die kinetische Energie eines starren Körpers 
ins Gedächtnis zurückrufen. 

Wenn sich ein starrer Körper fortschreitend bewegt, wird seine kinetische Energie 


durch die Gleichung 
1 
T=—-M% 
2 
ausgedrückt, wobei: M die Masse des Körpers und v, die Geschwindigkeit seines 
Schwerpunktes ist (die in diesem Falle auch die Geschwindigkeit jedes anderen 


Punktes des Körpers ist). 
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Für einen um eine feste ‘Achse rotierenden Körper ergibt sich 
D. 2 
Te—,Jo?, 
2 


wobei J das Trägheitsmoment des Körpers in bezug auf die Rotationsachse ist und » 
die Winkelgeschwindigkeit des Körpers. 

Im Fall einer zusammengesetzten ebenen Bewegung des Körpers erhalten wir nach 
dem Theorem von Könıt 


Beyer 

xD T 4 cs c®; 
wobei M die Masse des Körpers und J, sein Trägheitsmoment in bezug auf die Achse 
ist, die durch den Schwerpunkt hindurchgeht und senkrecht zur Bewegungsebene 
verläuft; v, und w sind die Geschwindigkeit des Schwerpunktes und die Winkel- 
geschwindigkeit des Körpers. 


Wir beginnen mit den einfachsten Aufgaben. Dabei muß man sogleich unter- 
streichen, daB die Anwendungsmöglichkeiten und die allgemeine Gültigkeit der 
| Methode von LAGRANGE erst dann im vollen Licht er- 
scheint, wenn wir diese Methode bei komplizierteren 
Aufgaben anwenden, bei denen es sich um die Bewegung 
komplizierter Systeme handelt, die mehrere Freiheits- 
grade besitzen. Bei der Anwendung an einfachen Auf- 
gaben kann die Methode von LAGRANGE als unnötig 
umfangreich erscheinen. Um sich aber erstmalig mit der 
Anwendung der Gleichungen von LıGrange bekannt- 
zumachen, ist es von Nutzen, mit den einfachsten Auf- 
gaben zu beginnen; komplizierteren Fällen werden wir 
in der weiteren Darlegung begegnen. 


Als erstes Beispiel wollen wir eines der Verfahren zur 
experimentellen Bestimmung der Trägheitsmomente 
betrachten. 

Der Körper A, dessen Trägheitsmoment bestimmt 
werden soll, ist auf der durch den Schwerpunkt 

Abb. 206 des Körpers A hindurchgehenden Achse O befestigt 

(Abb. 206). Auf die Achse O ist auch der Zylinder B 

aufgesetzt, auf den ein Faden aufgewickelt ist, an dessen freiem Ende die Last M 

hängt. Anfänglich befindet sich das ganze System in Ruhe, wobei die Last M in 

der Lage M, gehalten wird. Danach sinkt die Last, wenn wir ihr die Möglichkeit 

geben. Beim Niedersinken setzt die Last den Zylinder B und den Körper A in 
Rotation. Die Bewegung des Systems soll bestimmt werden. 

Wir bezeichnen das Gewicht der Last M mit P, das gemeinsame Trägheitsmoment 
des Körpers A und des Zylinders B in bezug auf die Achse O mit J und den Radius 
des Zylinders B mit r. Die Masse des Fadens sowie die Reibung auf der Achse O- 
und den Luftwiderstand werden wir vernachlässigen. 
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‘Das aus dem .Körper A, dem Zylinder B und der Last M bestehende System hat 
einen Freiheitsgrad. Wir nehmen als verallgemeinerte .Koordinate des Systems den 
Abstand x des an der Last M befestigten Fadenendes von der horizontalen Geraden, 
die durch den Punkt O gezogen ist. Die Aufgabe wird auf die Bestimmung der Größe & 
als Zeitfunktion reduziert. | | | 

Wir wollen die Methode von LAGRANGE anwenden und beginnen daher mit der 
Berechnung der kinetischen Energie T unseres Systems, wobei wir diese kinetische 
Energie als Funktion von x und seiner Ableitung x darstellen. 


Die kinetische Energie 7, der Last M ist gleich 


T,= a 


wobei m = c= die Masse der Last M ist. Die kinetische Energie 7’, des Körpers A und 
q 
des Zylinders B wird durch die Gleichung 


1 
Is= — Jw:? 
d 


ausgedrückt, wobei ® die Winkelgeschwindigkeit des Körpers A und des Zylinders 
B ist. Folglich ist | 


1 1 
T=T,+t I, NN 0% 


Wenn wir nun bemerken, daß 


1 J » 
ie ern IT. 


Wir gehen zur Berechnung der verallgemeinerten Kraft O, über, die der Koordi- 
nate x entspricht. 


. Wir geben der Koordinate x den Zuwachs öx und berechnen die Summe der 

Arbeiten der angreifenden Kräfte bei der entsprechenden Verrückung des Systems. 
Als angreifende Kräfte erscheinen das Gewicht des Körpers A, des Zylinders B und 
der Last M. Wenn die Koordinate x den Zuwachs öz erhält, senkt sich die Last M 
um die Größe öx, der Körper A und der Zylinder B aber drehen sich um den Winkel 


ist, erhalten wir endgültig 


69 = z Da die Schwerpunkte des Körpers A und des Zylinders B mit dem festen 


Punkt O zusammenfallen, führen die Gewichte des Körpers A und des Zylinders B 
bei dieser Verrückung des Systems keine Arbeit aus, die Arbeit des Gewichtes der 
Last M jedoch ist gleich Pöx. Gleichen wir diese Arbeit dem Produkt Q,6x an, so 
gilt. 

POX=0;0%; 


336 XXI. Die Lagrangeschen Gleichungen des Gleichgewichts und der Bewegung: 


woraus 
Q; =P 
* folgt. 


Nach der Regel von LacrancE wird die Differentialgleichung der Bewegung 
unseres Systems folgende Form haben: | 


doT oT E 
ds I 
Es ist: 
oT J oT 
= Y)% za 


Endgültig.erhalten wir die Differentialgleichung der Bewegung 


| 4 B 
m+ —-Jä=P. 
y2 


Wenn wir integrieren, finden wir: 


P | 
= — — — + 01t+ 0, 


2Im+ — 
y2 


wobei O, und CO, beliebige Konstanten sind. Wir bezeichnen die. Länge des freien 
Fadenabschnittes in der Anfangslage des Systems mit-c und bestimmen die Kon- 
stanten C, und O, aus den Anfangsbedingungen: Für!=0itz=«,:=0. 
- Wir haben: 
ee, Ger 
Endgültig erhalten wir: 


Die Last M durchlaufe beim Herabsinken die Strecke s in der Zeit r. Führen wir 
in die vorhergehende Gleichung 2=c+s,t=rein, so erhalten wir 


P 


De 


zI\m+ 5 
y: 


Lösen wir diese Gleichung nach J auf, so erhalten wir: 


Pr 2 
Pe (& 1), 
g 28 
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Nach dieser Formel kann das Trägheitsmoment J nach den gegebenen P, r und s 
und nach dem durch Experiment gewonnenen z ermittelt werden. Ziehen wir von 
der Größe J das Trägheitsmoment des Zylinders B (das wir als bekannt voraussetzen) 
ab, so finden wir das gesuchte Trägheitsmoment des Körpers A. 

In der dargelegten Aufstellung haben wir die Masse des Fadens, an dem die Last 
M aufgehängt war, vernachlässigt. Wir wollen nun die gleiche Aufgabe unter Berück- 
sichtigung des Einflusses dieser Masse lösen. 

Wir bezeichnen die Länge des Fadens mit !. Im gegebenen Augenblick ist die Länge 
des freien Fadenabschnittes gleich x, die Länge des Abschnittes, der auf dem Zylinder 
aufgewickelt ist, beträgt 1— x. Das Gewicht des Fadens bezeichnen wir mit P.. 

Wir beginnen wieder mit der Berechnung der kinetischen Energie des Systems. Zu 
der bereits früher errechneten kinetischen Energie des Körpers A, des Zylinders B 
und der Last M muß die kinetische Energie des Fadens hinzugefügt werden. Da alle 
Punkte des Fadens sich mit der gleichen Geschwindigkeit &: bewegen, wird die 
kinetische Energie des Fadens aus der Beziehung 


 £ 2 .: 1. 
nr Dwti= 2 MT ae 
gefunden, wobei ‚, die Masse des Fadenelementes und m, = —- die Masse des ganzen 
Fadens ist. | J 

Somit erhalten wir für die kinetische Energie des Systems den Ausdruck 


Wir gehen nun zur Berechnung der verallgemeinerten Kraft über und geben wieder 
der Koordinate x den Zuwachs öx. Da man den Schwerpunkt jenes Fadenteiles, der 
auf dem Zylinder aufgewickelt ist, mit einem hinreichenden Grade von Genauigkeit 
‘als mit dem festen Punkt O zusammenfallend rechnen kann, führt das Gewicht dieses . 
Fadenteiles bei Betrachtung der Verrückung des Systems keine Arbeit aus. Es bleibt 


das Gewicht des freien Fadenteiles übrig, das gleich P,— ist und die Arbeit P, 68 
ausführt. 
Hieraus folgt, daß wir bei der Berücksichtigung des Fadengewichts zu der früher 


„errechneten verallgemeinerten Kraft die Größe P, Es hinzufügen müssen. Somit 
erhalten wir 


: T 
= P+ Pı-- 


Verfahren wir wie früher, so finden wir die Differentialgleichung der Bewegung 


J Gr 
m + y2 -. m )2= sn 
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‘Wenn wir der Kürze halber die Bezeichnungen 


einführen, haben wir 


i=ac+P. 
Integrieren wir, so ergibt sich | 


= Fr 01 Cofat+ 6 Sinat, 
a . 


wobei CO, und O, beliebige Konstanten sind. Wir bestimmen diese Konstanten aus 
den Anfangsbedingungen bei t = 0: 


und finden 


Folglich ist 
Un + (+ a)&ier 


Wir wollen wieder annehmen, daß der Weg’s von der sich senkenden Last in der 
Zeit durchlaufen wird. Substituieren wir in der gewonnenen Gleichung 


=c+Ss, [=T, 
so:’erhalten wir: 


(. + #\(eotar- 1), 


Wenn das Gewicht des Fadens klein im Vergleich zu dem Gewicht der übrigen Teile 
des Systems ist, dann ist auch die Größe « klein (im Vergleich zul —) . Nehmen 


wir an, daß die Größe r gleichfalls klein ist, so können wir annähernd setzen: 


7% 


L 


In diesem Falle erhalten wir die angenäherte Gleichung 


1 


Ss —- 
2 


(ca? +) 2. 
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Substituieren wir hier die Ausdrücke «? und 8 und lösen diese Gleichung nach J 
auf, so können wir die Gleichung für das Trägheitsmoment erhalten, die den Einfluß 
der Fadenmasse berücksichtigt. Nach einfachen Umreehnungen erhalten wir die an- 
genäherte Gleichung 


nach welcher das Trägheitsmoment des Körpers ermittelt werden kann. 


5 130. Der Pallograph von ScHLicK 


Pallograph heißt ein Apparat, der von O. Schick zum Aufzeichnen der Schwin- 
gungen eines Schiffskörpers konstruiert wurde. Im Apparat von ScHLick gibt es zwei 
Pendel, die zur Aufzeichnung der vertikalen und horizontalen Schwingungen dienen. 
Im. Augenblick wird uns von diesen Pendeln nur dasjenige interessieren, das die 
horizontalen Schwingungen des Schiffes aufzeichnet. 


Dieses Pendel bildet eine eigenartige Vereinigung eines gewöhnlichen Pendels mit 
einem astatischen Pendel, von dem im $ 34 die Rede war. Die schwere Masse M 
(Abb. 207), die eine Zylinderform besitzt, ist an dem Ende des Stabes A B befestigt, 
der in einer um die Achse O schwenkbaren Führung 
gleiten kann. (In Wirklichkeit sind es zwei Stäbe, von 
denen je einer an einer Seite des Zylinders angebracht 
ist.) Im Punkte C ist der Stab AB gelenkig mit dem 
Schwenkhebel 00, verbunden, der sich um die feste 
Achse O, dreht. Wir führen die Bezeichnungen 00, = a, 
CO, =b, AC =cein; wir bezeichnen das Gewicht des 
Zylinders M mit P, seine Masse mit m, das Trägheits- 
moment des Zylinders in bezug auf seine Achse A 
mit J. Wir wollen die Eigenschwingungen des Apparates 
untersuchen, wobei wir seine Schwingungen als klein 
annehmen. Dabei werden wir die Massen der Stäbe AB 
und CO, sowie die Reibung in den Lagerstellen des 
Apparates vernachlässigen. Wir werden sehen, daß die : 
Konstruktion des Pendels gestattet, in weiten Grenzen Abb. 207 
seine Eigenfrequenz zu verändern. 


Unser System hat einen Freiheitsgrad; wir wählen als verallgemeinerte Koordi- 
nate den Ausschlagswinkel des Stabes AB von der Vertikalen und bezeichnen 
diesen Winkel mit ®. Wir stellen die Differentialgleichung der Bewegung des 
Apparates auf, indem wir den Winkel o und auch seine Ableitung ö als kleine Größe 
ansehen. 


Die Schwingungen des Apparates gehen unter der Wirkung der Schwerkraft vor 
sich. Da die Schwerkraft ein Potential hat, werden wir, wenn wir die potentielle 


AR as 
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Energie des Systems mit V und die dem Winkel @ rn verallgemeinerte 
Kraft mit Q@ bezeichnen, 


setzen. 
Folglich hat die Differentialgleichung der Bewegung des Apparates die Form 


dar 9aT . 98V 


dt do do 99 

Nun sind noch die kinetische Energie T und die potentielle Energie V unseres 
Systems zu berechnen. 

Es ist wichtig, zugleich festzustellen, mit welchem Genauigkeitsgrade diese beiden 
Größen berechnet werden müssen. Wir werden den Winkel @ und die Winkel- 
geschwindigkeit 5 als kleine Größen erster Ordnung annehmen und die Differential- 
gleichung der Bewegung unseres Apparates mit einer Genauigkeit bis zu den kleinen 
Größen erster Ordnung aufstellen. :In einem solehen Fall müssen die Ableitungen 
oT oT 
a6’9o 
nung berechnet werden. Da aber beim Differenzieren nach pund.nach 5 die Ordnung 
um Eins sinkt, müssen die Größen T und V mit einer Genauigkeit bis zu den kleinen 
Größen zweiter Ordnung (einschließlich) berechnet werden. 

Wir bemerken als allgemeine Regel, daß man bei der Aufstellung von Differential- 
gleichungen der Bewegung mit einer Genauigkeit bis zu den Größen erster Ordnung 
(oder, wie man sagt, der „linearisierten“ Differentialgleichungen) die kinetische Energie 
des Systems und seine potentielle Energie mit einer Genauigkeit bis zu den Größen 
zweite Ordnung berechnen muß. 

Wir gehen nun an die Berechnung der kinetischen Energie T und der potentiellen 
Energie V und führen zwei Hilfsvariable ein, und zwar den Winkel «, der durch 
den Stab CO, mit der Vertikalen gebildet wird, und den veränderlichen Abstand 
CO = x. Die kinetische Energie der Masse M ist gleich | 


nn 
und ER auch mit einer Genauigkeit bis zu den kleinen Größen erster Ord- 
107] 


en 2 ww. 


wobei v die Geschwindigkeit des Schwerpunktes der Masse M, d. h. die Geschwindig- 
keit des Punktes A und w die Winkelgeschwindigkeit dieser Masse ist. 

Wir sehen, daß man die Größen AO =ec + x und 9 als polare Koordinaten des 
Punktes A (mit dem Pol im Punkte O) betrachten kann. Nach der bekannten Be- 
ziehung der Kinematik (siehe Teil I, $ 98) gilt 

2=i+(+ 2) 


Andererseits ist © = od. Folglich erhalten wir 


: 1 . og 7 1 . \ 
u ae (1) 
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Hierin ist noch die Größe x durch auszudrücken. Aus dem Dreieck 000, finden 
wir: | 


(2) 


2coso+bcose—a=(, 

zsino—bsin«—=(. 
Hieraus kann man die Größen x und « als Funktionen von & erhalten. Wenn wir 
beachten, daß die Berechnung der kinetischen Energie T und auch der potentiellen 
Energie V von uns mit einer Genauigkeit bis zu kleinen Größen zweiter Ordnung 


durchgeführt wird, vereinfachen wir die Gln. (2), indem wir nur die Glieder, die nicht 
über die zweite Ordnung hinausgehen, beibehalten. 


Aus der zweiten Gl. (2) ist ersichtlich, daß die Größe « von derselben Ordnung ist 
wie @, d.h., sie ist eine kleine Größe erster Ordnung. Folglich können wir in der 
ersten Gl. (2) 


annehmen. 
Substituieren wir diese Ausdrücke in die Gin. (2), so erhalten wir 


& 2+-5b u 0 
x zen ey [04 d = 


oder 


Wir sehen, daß sich von (a — 5) um eine Größe unterscheidet, die nicht niedriger 
als zweiter Ordnung ist. Wollen wir in dieser Gleichung nur Glieder der zweiten 


Ordnung behalten, so können wir im Gliede - z 92 den Ausdruck =«a— b ein- 


führen. Also ist mit einer Genauigkeit bis zu den Größen zweiter Ordnung 
1 BER N 
Fra) Tue: (3 


Wenden wir uns'nun der zweiten Gl. (2) zu und setzen in ihr 


sing=»p, siina=«, 
so erhalten wir | 
£ zo—ba—=Q. 


Wollen wir hierin nur Glieder zweiter Ordnung behalten, so können wir = a — b 
setzen. Folglich gilt mit einer Genauigkeit bis zu den Größen zweiter Ordnung 


(a b)po—ba—=0; 
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daraus folgt 
a—b 
b 


p. (4) 


a = 


Setzen wir dies in die Gl. (3) ein, so erhalten wir: 


ee EV 
=4a— — (0 — — 
ö De a 
oder 
° 1 a(a— b) 
= 1 LER 5 
=a 4 5 ; (5) 


Durch die Gln. (4) und (5) werden die Größen « und x als Funktionen von mit 
einer Genauigkeit bis zu den kleinen Größen zweiter Ordnung (einschließlich) aus- 
gedrückt. 

Wir kehren nun zu der weiter oben gewonnenen Gl. (1) zurück. Nach der Gl. (5) ist 


" ala—b) 
b 


Wie ersichtlich, ist die Ableitung x eine Größe zweiter Ordnung. Folglich ist das 
Quadrat dieser Ableitung eine kleine Größe vierter Ordnung, und man kann also 
das Glied £? im Ausdruck der kinetischen Energie (1) vernachlässigen. Ferner können 
wir, wenn wir in der Gl. (1) nur die Glieder zweiter Ordnung behalten wollen, im 
Gliede (ce + x)?#? den Ausdruck z = a — b einsetzen. Endgültig erhalten wir mit 
einer Genauigkeit bis zu den Größen zweiter Ordnung 


[m(c + a)? + 7]88. () 


Beim Übergang zu der Berechnung der potentiellen Energie V ist 
V=Ph, 


wobei h die Höhe des Schwerpunktes der Masse M (d. h. des Punktes A) über dem 
Niveau des festen Punktes O, ist. Wir berechnen die Größe h als Funktion von » 
mit einer Genauigkeit bis zu den Größen zweiter Ordnung. Es gilt 


h=bcos@—ccose. 
Setzen wir hier 


8 
coso=1-— —,, 
. E 
2 _9\2 
cs@a—=1— . —-1— (a b) 02, 
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so finden wir: 


h=b + 2 | or 2 
— C ny C 7 10". 


Folglich ist 


\ J 2 >| EN (@ — a \ { 
V= P 1% C + 5 C ee o | z (7) 
Nachdem wir die Ausdrücke (6) und (7) der kinetischen Energie T und der poten- 
tiellen Energie V ermittelt haben, stellen wir die Differentialgleichung der Bewegung 
unseres Systems auf. Es gilt: 


Die LasRanGesche Gleichung lautet damit: 


[m (e +a — db}? + J] ö= — r|e- En ” 


Wenn wir der Kürze halber 


= () 
b[m(e+a—b?+J] 
setzen, ergibt sich 
ö+ 2090 = 
Dureh Integration erhalten wir: 
o=(jcos4t + O,sinit, (9) 


wobei C, und C, beliebige Konstanten sind. Wie wir sehen, haben wir harmonische 
Schwingungen erhalten, deren Frequenz A durch die Gl. (8) bestimmt wird. 

Jedoch wird die Frequenz A nur in dem Fall eine reelle Größe sein, wenn, wie aus 
der Gl. (8) ersichtlich, die Bedingung 

be—-(a—b?>0 

erfüllt ist. | 

Nur in diesem Fall wird das Pendel, nachdem es aus dem Gleichgewichtszustand 
gebracht ist, schwingende Bewegungen um die Gleichgewichtslage ausführen. 


Wenn die Konstanten des Apparates die Bedingung 
be—- (a—b)?<0 


erfüllen, wird die Größe A imaginär, und in der Gl. (9) werden die trigonometrischen 
Funktionen durch hyperbolische Funktionen ersetzt. In diesem Fall wächst der 
Winkel: @ mit der Zeit'unbeschränkt an. Der aus der Gleichgewichtslage gebrachte 


23* 
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Apparat führt um diese Lage keine Schwingungen aus; die kleinste Abweichung von 
der Gleichgewichtslage läßt den Ausschlag unbeschränkt anwachsen. Das bedeutet, 
daß im gegebenen Fall der Gleichgewichtszustand des Pendels (bei einer vertikalen 
Lage der Stäbe AB und CO,) labil ist. | 


Somit ist für die Stabilität des Gleichgewichtszustandes des Pendels die Erfüllung 

der Bedingung 
be—-(a—b)}?>0 

notwendig. u 

Bei Erfüllung dieser Bedingung wird die Frequenz der Eigenschwingungen des 
Apparates durch die Gl. (8) bestimmt. Wie aus dieser Gleichung ersichtlich ist, kann 
man, wenn man die Konstanten a, b und c verändert, in weiten Grenzen die Eigen- 
freguenz des Apparates verändern. Die Konstruktion des Apparates von SCHLICK 
gestattet es, durch Veränderung der Größe a beliebige Eigenfrequenzen des Apparates 
zu erzielen. Das ist sehr wichtig bei Apparaten, die zur Aufzeichnung von Schwin- 
gungen dienen. 


$S 131. Die Bewegungsgleichungen von LAGRANGE für ein System mit 
überzähligen Koordinaten. Die LAGRangEsehen Multiplikatoren 


Im vorhergehenden Paragraphen haben wir die Differentialgleichungen der Pendel- 
bewegung des Pallographen von ScHLick aufgestellt. Im Verlauf dieser Aufstellung 
mußten wir bei.der Berechnung der kinetischen und potentiellen Energie zwei variable 
Hilfsgrößen x und « einführen. Diese beiden Variablen sind überzählige Koordinaten 
unseres Systems in dem Sinne, den wir diesem Ausdruck im $ 120 gaben. Jede dieser 
Variablen hätte als verallgemeinerte Koordinate des Systems bezeichnet. werden 
können; sie sind überzählig, da die Lage des Systems bereits eindeutig durch die 
Grundkoordinate & bestimmt wird. 

Die überzähligen Koordinaten x und « sind mit der Grundkoordinate @ durch die 
Gleichungen 


( 


2zco8sp +bceose —a—=(, 
zsing — bsine= 0 | 
verbunden. 

Im Verlauf der Berechnung der kinetischen Energie 7’ und der potentiellen Energie V 
mußten wir die Variablen x und « aus den Ausdrücken T und V eliminieren, da unsere 
Aufgabe darin bestand, diese Ausdrücke als Funktionen von @ und 9 zu erhalten. 
Zur Eliminierung der überzähligen Koordinaten dienten uns die Gleichungen (1). 

Wir wollen nun uns die Frage stellen: Kann man die Differentialgleichungen der 
Bewegung im Fall eines Systems mit überzähligen Koordinaten so in der Form ver- 
ändern, daß die Notwendigkeit, die Operation der Eliminierung der überzähligen 
Koordinaten auszuführen, vermieden werden kann? Können nicht solche Bewegungs- 
gleichungen aufgestellt werden, in denen die überzähligen Koordinaten eingeschlossen 
bleiben ? 

Die Antwort auf diese Frage finden wir bei LAGRANGE: Eine solche Form der Diffe- 
rentialgleichungen der Bewegung eines Systems mit überzähligen Koordinaten ist 
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vom Verfasser der „Analytischen Mechanik‘ gegeben worden. Diese neue Formi der 
Bewegungsgleichungen steht im Zusammenhang mit der Einführung der sogenannten 
LaGrangEschen Multiplikatoren. 

Wir stellen uns ein System vor, das %k Freiheitsgrade besitzt, und bezeichnen k 
unabhängige verallgemeinerte Koordinaten, welche die Lage dieses Systems ’bestimmen, 
mit 91,92, - - - » Qu- Wir führen in die Betrachtung weitere m überzählige Koordinaten 
er 1 Kr 2°: Irrm An, die mit den Grundkoordinaten durch m Gleichungen 


| . 


Im (9, 9; 0, Qps Ic +19 +++ 5 (kr +m) = 0 


(9; day. e.; I; Ik +1» ...; dk+m) = 


oO 0 


fr (01 > 92; on. Ins Ik-+13 +5 Gk tm) 


verbunden sind. 


Wenn die Gln. (2) nicht gültig wären, d. h., wenn alle k + m Koordinaten q,, 9»... - , 
(x + m unabhängig wären, hätte unser System k + m Freiheitsgrade. Das Vorhanden- 
sein der Gln. (2) engt die Bewegungsfreiheit des Systems ein, indem es m Freiheits- 
grade vernichtet. Jede die Bewegungsfreiheit des Systems beschränkende Bedingung 
nennen wir Zwangsbedingung. Folglich werden unserem System durch die Gln. (2) 
m Zwangsbedingungen auferlegt; die Gln. (2), die analytisch diese Zwangsbedingungen 
ausdrücken, werden wir Gleichungen der Zwangsbedingungen nennen. 


Nehmen wir an, daß unser System sich unter der Wirkung angreifender Kräfte be- 
wegt, und stellen wir die Differentialgleichungen der Bewegung des Systems auf. 


Wir beginnen damit, daß wir in Gedanken die durch die Gleichungen (2) ausgedrück- 
ten Zwangsbedingungen vernichten, d. h., wir machen alle Koordinaten q,, 9», 
4x + m unabhängig, indem wir das gegebene System in ein System mit k + m Freiheits- 
graden umwandeln. Unter dieser Voraussetzung berechnen wir die kinetische Energie 7 
des Systems und auch die verallgemeinerten Kräfte Q,, Q»-.-,Qk 4m, die den 
Koordinaten q,, 9 - - . , 9x + m entsprechen. 

Der Einfachheit halber werden wir alle Zwangsbedingungen des Systems als zeit- 
unabhängig voraussetzen. In einem solchen Falle erscheint die kinetische Energie 7 
als Funktion der verallgemeinerten Koordinaten 9, 9%...;9, m und der verall- 
gemeinerten Geschwindigkeiten gı, 42, - - - » dk £ m 
T= Tyıse.. dk +m» Gisdase.>; Gm): 


Wenn die am System angreifenden Kräfte ein Potential haben, kann man die ver- 
allgemeinerten Kräfte Q,, Qu» -:-Q: 4m ermitteln, indem man die potentielle 
Energie V des Systems berechnet, die als Funktion der verallgemeinerten Koordinaten 
G1 92° ++» 9% + m Auftritt: | 


V=V(Q1,08 +.., de+m)- 
Wir haben dann: 


’ av One oV 0 oV 
17 5 2 99, g ..09 k+-m Ögk m . 
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Wir wollen nun die allgemeine Gleichung der Dynamik aufschreiben; in den 


Koordinaten q,, 92 - - - » 9x x m hat sie folgende Form: 
i=ktm/ dor oT 
a SEN see 3 
&, (« di og 7 n)90=0 @ 


wobei ög; der geringfügig kleine Zuwachs der Koordinate g, ist. Diese Gleichung muß 
bei jeder virtuellen Verrückung des Systems gelten. 


Wenn alle Koordinaten g,; Q,:..;9, + m Unabhängig wären, müßte die Gl. (3) 
bei beliebigen Werten der Größen ögq,, Ög2.-., Ögk 4m erfüllt sein. Wenn wir wie 
im $128 folgern, kämen wir von hier aus zu den uns bereits bekannten Bewegungs- 
gleichungen von LAGRANGE. 


In Wirklichkeit aber sind die Koördinaten 9, 9». -.»% „m durch .die Gin. (2) 
gebunden. Wir wissen bereits, daß diese Gleichungen unserem System m zusätzliche 
Zwangsbedingungen auferlegen. Wir wollen sehen, wie sich das Vorhandensein dieser 
neuen Zwangsbedingungen in der Gl. (3) widerspiegelt. 


Zunächst ist es wichtig zu bemerken, daß das Vorhandensein dieser. Zwangs- 
bedingungen nicht das. Auftreten irgendwelcher neuer Glieder in der Gl. (3) hervor- 
ruft. In der Tat ist das Auftreten neuer Zwangsbedingungen mit dem Erscheinen der 
entsprechenden Reaktionen der auf .die Systempunkte wirkenden Zwangsbedingungen 
verbunden. Wir wissen aber, daß die. Summe der Arbeiten der Reaktionen der Zwangs- 
bedingungen bei jeder virtuellen Verrückung dieses Systems gleich Null ist. Hieraus 
folgt, daß das Vorhandensein neuer Zwangsbedingungen nicht das Erscheinen irgend- 
welcher neuer Glieder in der Arbeitsgleichung (3) hervorruft. 


". Worin äußert sich nun das Vorhandensein jener neuen Zwangsbedingungen, die 
durch die Gln. (2) ausgedrückt sind? Es äußert sich darin, daß beim Vorhanden- 
sein dieser Zwangsbedingungen die Gl. (3) nicht bei jedem Wert der Größen 9, 
6403... , 69, 4m erfüllbar ist, sondern nur bei solchen Werten, die mit den Gler- 
chungen der Zwangsbedingungen (2) vereinbar sind. 

. Tatsächlich muß die Gl. (3) bei jeder virtuellen Verrückung des Systems erfüllt 
sein. Wenn wir den Koordinaten q,, 9%...» 9x +m die Zunahmen öq, 69.,..., 
öG«+m geben, rufen wir eine Verrückung des Systems hervor. Diese Verrückung 
wird nur in dem Fall virtuell sein, d. h. eine von den Zwangsbedingungen zugelassene 
sein, wenn die Koordinatenwerte 9, +69, 9g+ 6935 «2.» + mt 99x + m ebenso die 
Gleichungen der Zwangsbedingungen (2) befriedigen wie 91, 9%. - - » 9 + m, 4. h., wenn 
außer den Gln. (2) auch die Gleichungen: 


hats +69, --., Irmt Ög% 4m) 0 
f.(9ı + 691,942 +69, -- + Ic+m + 4m) 0: 
Im(gı + 691,92 + 592, ..-» tm + $Ik+m)> 0 


erfüllt werden. 
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Diesen Gleichungen geben wir eine einfachere Form, indem wir ihre linken Seiten 
nach Potenzen der kleinen Größen ög,, 693... , 69, +7, entwickeln und in diesen 
Ausdrücken nur die Glieder erster. Ordnung behalten. Unter Beachtung, daß die 
ersten Glieder in diesen Ausdrücken (die nicht von 6g,, 692 ,...,69, + m abhängen) 
auf Grund der Gln. (2) Null werden, gilt: | 


0 
E: 6 42 = 6 —(, 
dq Lt 7 ar A dq Ik -+m 
öfs Ofs k 
ögı + 69 + ar ö =0, 
32 1 FE 92 3 = Ik +m (4) 
9 /m fm I 
dog + —Ööm ++ ——Öög —=( 
FI er 7 Fass Am 
Dies sind die Bedingungen, welche die Größen q,, 893, . . - , ÖQy „ erfüllen müssen, 
damit die linke Seite der Gl. (3) verschwindet. Die Zunahmen der überzähligen 
Koordinaten 69, 21 69.42 -- 09% + maus diesen m Gleichungen: könnte man als 
lineare Funktionen der Zunahmen der ‚unabhängigen Koordinaten öq,, 69,..., 69, 


die selbst völlig willkürlich bleiben, darstellen. 

Wir wollen nun folgendermaßen verfahren. Wir multiplizieren die Glieder der 
Gln. (4) entsprechend mit den unbestimmten Faktoren A,, Ay... ; A, und addieren 
diese Gleichungen zu der Gl. (3). Fassen wir. die mit der Größe ög; multipli- 
zierten Glieder zusammen, so haben wir 
i=hk+m da oT 95T of, fs fm 

ae Le engen In \ö;=0. (5) 
| FIBrT? Zr wre at” + 7 q (3) 

Diese Gleichung muß ebenso wie die Gl. (3) von allen Werten der Größen ö Ti; die 

die Gleichungen (4) befriedigen, erfüllt sein. 


i=1 


Wir wollen nun über die unbestimmten Faktoren A, A, ..., A, So verfügen, 
daß jene Größen, die in der Gleichung (5) mit den Zunahmen der überzähligen 
Koordinaten ög, 41, 69. +2 +++» 69km Multipliziert worden sind, sich zu Null 
ergeben, d. h., wir setzen 

doT 29T ofı fe fm 
== 4, 4 As er / zu 6 
a Am 0 


wobii?i=k+1,k+2,...,k + m ist. Aus diesen m Gleichungen werden die m 
Faktoren A,, Ay... , A,, bestimmt. 

Wenn auf diese Art die Faktoren A,, A,,...,A,, gewählt sind, haben wir auto- 
matisch in der Gl. (5) jene Glieder abgeschnitten, in denen die Zunahmen der über- 
zähligen Koordinaten vorhanden sind; in dieser Gleichung verbleiben nur die Glieder, 
die mit den Zunahmen der unabhängigen Koordinaten öq,, 693,...,ög, multi- 
pliziert werden; die Gleichung (5) nimmt folgende Form an: 

3( dort or ofı fe 


io + —+ Aı —— + Ag—— +44 Ilm ö;=V. 
dt 06 94 9: 9% “on, 
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In Anbetracht der willkürlichen Zunahmen der unabhängigen Koordinaten 
691 692, -.., dq, Sind bei dieser Gleichung die Erwägungen anwendbar, deren wir 
uns inden $$ 124 und 128 bedient haben. Wir folgern, daß die letzte Gleichung durch 
die willkürlichen Werten ög,, 6g,,..., ögq, nur in dem Fall befriedigt werden kann, 
wenn alle Größen, die in dieser Gleichung mit den Zunahmen der unabhängigen 
Koordinaten multipliziert werden, einzeln für sich gleich Null sind. Damit erhalten 
wir die zweite Gruppe der Gleichungen: 

doT oT or u Pa Of 
STE ara 
mit?=1,2,...,&. 

Wenn wir die Gln. (6) anschließen, erhalten wir endgültig ein System von k + m 
Gleichungen: 


dort 59T ö fs ö 
u a ne G 
Gi gi Igi 


mitw=1,2,...,k+m. 

Fügen wir zu diesen Gleichungen noch m Gleichungen der Zwangsbedingun- 
gen (2) hinzu, so haben wir im ganzen k + 2 m Gleichungen, die der Bestimmung 
von k +2 m Unbekannten dienen, und zwar von k + m Koordinaten q,, 02». 
ER und m Faktoren A,, As, ... , Ay- | 

Die Größen A,, Ay,..., A, heißen Lacrangesche Multiplikatoren. Die Gln. (7) 
werden wir Lagrangesche Differentialgleichungen der Bewegung mit Multiplikatoren 
nennen. Wie wir sehen, haben wir Differentialgleichungen der Bewegung eines Systems 
erhalten, in denen die überzähligen Koordinaten nicht eliminiert wurden. 

Es ist wichtig zu bemerken, daß alle Koordinaten, sowohl die Grundkoordinaten 
als auch die überzähligen, auf gleiche Weise in der Gl. (7) enthalten sind; in diesen 
Gleichungen ist der Unterschied zwischen den Grundkoordinaten und den über- 
zähligen Koordinaten gleichsam weggewischt. Hieraus folgt, daß die Gln. (7) auch 
in dem Fall gelten, wenn wir als Grundkoordinaten des Systems nicht 4, 9», - - - » Q,. 
wählen, sondern beliebige k andere aus der Gesamtzahl k + m der Koordinaten g,, 


ee 


8 132. Der Pallograph als System mit überzähligen Koordinaten 


Als Beispiel zur Erklärung der Anwendung der Methode der Lagrangeschen Multi- 
plikatoren. wollen wir uns noch einmal mit der Aufstellung der Differentialgleichungen 
der Bewegung des Pendels im Pallographen von ScHLick beschäftigen. 

Wir haben hier die drei Koordinaten o, x unda, die durch die beiden Gleichungen 
der Zwangsbedingungen 

200689 +bcosa—a—=(, ] | 

BR ( 

sing — bsina«— 0 f 

miteinander verbunden sind. Die Gleichungen wurden im $ 130 aus der Betrachtung 
des Dreiecks OCO, gefunden (Abb. 207). Wir wollen die Differentialgleichungen der 
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Bewegung des Apparates nach der im vorhergehenden Paragraphen dargelegten 
Methode aufstellen und beginnen damit, daß wir in Gedanken die durch die Gln. (1) 
ausgedrückten Zwangsbedingungen vernichten, d.h. die gelenkige Verbindung der 
Stäbe AB und CO, im Punkte. C unterbrechen (Abb. 208). | 

Wenn wir diese Stäbe auseinandernehmen, machen wir alle drei Koordinaten 9, 
x und « voneinander unabhängig und verwandeln unser System in ein System mit 
drei Freiheitsgraden. 

Unter dieser Voraussetzung berechnen wir die kinetische Energie 7 und die 
potentielle Energie V unseres Systems. Verfahren wir so wie im $ 130 und betrachten 
c + x und o als Polarkoordinaten des Punktes A, so gilt 


1 bi 
T= 5 m[® +(c + 2)? @2] 75 o2. 


Andererseits ist 
V=Ph=Pla—-(e+x)cosg). 


Hieraus finden wir die verallgemeinerten Kräfte 
Q, Q. und Q,, die den Koordinaten 9, x und « ent- 
sprechen: 


oV ee. 
= = u az 
oV » 
Q,= Fr c0S © 
OoV 
= — =. Abb. 208 
0x 


Wir wollen nun die Verbindung zwischen den Stäben AB und CO, wiederherstellen. 
Da wir die soeben aufgestellten Ausdrücke der kinetischen Energie und der verall- 
gemeinerten Kräfte besitzen, bezeichnen wir die linken Seiten der Gleichungen der 
Zwangsbedingungen (1) mit /, und 7,, d. h., wir schreiben 


fı= zcosp +bcosa—a, 
l;,= xsin9— bsin« 


und können die Bewegungsgleichungen unseres Apparates nun nach folgendem 
Schema aufstellen: 


aoaT ar = ug I 2 Or 
dd 99 Fan 99° 
doeT 98T oh 9: 
zer 
od: 93 dz ae 9% 
dor oT ,,,h_,h 
dt-9& dx ee da 
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Wenn wir alle durch dieses Schema vorgeschriebenen Differentiationen ausführen 
erhalten wir die Gleichungen _ 


Im +2? +J]ö+2mle + 2)&® = — P(e + 2)sin 9 — A, sing + A,2cos 9 
m&ä— m(c + x)$?= Pcos® + A,c0osP + A,sino, (2) 


— A,bsin« +A,bcose. 


Mit diesen Gleichungen müssen die Gleichungen der Zwangsbedingungen (1) ver- 
einigt werden. Dies sind die genauen Differentialgleichungen der Bewegung des 
Pendels im Pallographen von ScHLIckK. 

Die weiteren Berechnungen werden wir mit demselben Genauigkeitsgrade wie im 
$ 130 durchführen, und zwar werden wir die Bewegungsgleichungen unseres Systems 
mit einer Genauigkeit bis zu den kleinen Größen erster Ordnung aufstellen. 

Nehmen wir die GlIn. (1) und behalten in diesen nur die kleinen Glieder, die nicht 
größer als erster Ordnung sind, so gilt: 


‚ztrb—-a=0, 
zpo—ba=0, 
woraus 
we a—b 
ln Pe : {0 
folgt. 


Ferner erhalten wir, wenn wir die kleinen Glieder zweiter und höherer Ordnungen 
in den Gln. (2) vernachlässigen und x = a — b annehmen: 


[m(e+a-b®?+J|ö = —- Ple+a—-b)p—- Ala—-biP+%(la—b), 
0=P+ ht, (8) 
= AaHt Ar. 


Aus den beiden letzten Gleichungen finden wir mit einer Genauigkeit bis zu den 
Größen erster Ordnung: 


woraus 


folgt. 
Setzen wir die soeben gewonnenen Ausdrücke A, und A, in die erste Gl. (3) ein, so 
erhalten wir: 


[m(e+a—b”+J]$= — Pco+ P(a—b)«. 
Nehmen wir hier 
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an, so erhalten wir endgültig die Gleichung zur Bestimmung von o: 


[Im +a—b)2+J]8+ le- CF - 0, 
in der wir die Bewegungsgleichung des Pendels erkennen, die wir im $ 130 aufgestellt 
haben. 

Ob die Anwendung der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren in der so- 
eben besprochenen Aufgabe irgendwelche wesentlichen Vorzüge vor der im $ 130 
dargelegten Lösung bietet, überlassen wir dem Leser zu entscheiden; betrefis dieser 
Krage kann es verschiedene Meinungen geben. Im folgenden Paragraphen. werden 
wir uns mit einem Fall befassen, wo ‘die Anwendung der LagrangeEschen Multi- 
plikatoren durch das Wesen der Aufgabenstellung entschieden wird. 


8 133. Die niehtholonomen Zwangsbedingungen und die LAGRANGE schen 
Bewegungsgleichungen für niehtholonome Systeme 


Im $ 131 setzten wir voraus, daß die überzähligen Koordinaten mit den (unab- 
hängigen) Grundkoordinaten durch die Gln. (2) verbunden sind, die wir die Gleichun- 
gen der Zwangsbedingungen nannten. Durch diese Gleichungen werden den Koor- 
dinaten des Systems bestimmte Abhängigkeiten auferlegt. Da aber die Lagen der 
Systempunkte durch die verallgemeinerten Koordinaten bestimmt sind, beschrän- 
ken folglich die durch die Gln. (2) im $ 131 ausgedrückten Zwangsbedingungen 
die Bewegungsfreiheit des Systems dadurch, daß sie den Lagen der Systempunkte 
bestimmte Forderungen auferlegen. So z. B. legen im Fall des Pallographen von 
Schick ($ 132) die durch die Gln. (1) ausgedrückten Zwangsbedingungen dem 
System die Forderung auf, daß das Ende des Schwenkhebels CO, gelenkig mit dem 
Stabe AB im Punkte © verbunden ist. 

Es bestehen jedoch auch Zwangsbedingungen anderer Art, nämlich Zwangs- 
bedingungen, die bestimmte Bedingungen nicht den Lagen, sondern den Geschwindig- 
keiten der Systempunkte auferlegen. Wir wollen uns einen beweglichen starren Körper 
vorstellen, der ohne zu gleiten auf der Oberfläche eines anderen unbeweglichen 
Körpers rollt. Die Bedingung des Rollens ohne zu gleiten besteht darin, daß die Ge- 
schwindigkeit des beweglichen Körpers im Berührungspunkt mit der Oberfläche des 
unbeweglichen Körpers gleich Null sein muß. Hier haben wir das Beispiel einer 
Zwangsbedingung, die eine Forderung betreffs der Verteilung der Geschwindigkeiten 
in den Punkten des Körpers stellt. 

In ähnlichen Fällen wird die Gleichung, die eine Zwangsbedingung ausdrückt, nicht 
nur verallgemeinerte Koordinaten, sondern auch verallgemeinerte Geschwindigkeiten 
enthalten. Mit anderen Worten, wenn die Zwangsbedingungen nicht den Lagen, son- 
dern den Geschwindigkeiten der Systempunkte Bedingungen auferlegt, erweist sich 
die Gleichung der Zwangsbedingung nicht als endlich, sondern als Differentüalgleschung 
zwischen den Koordinaten des Systems. Dabei enthält in den meisten Fällen (ins- 
besondere im Fall des Rollens ohne zu gleiten) diese Differentialgleichung nur ver- 
allgemeinerte Geschwindigkeiten ersten Grades; wir werden uns im weiteren nur auf 
diese Fälle beschränken. 
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Stellen wir uns nun ein System mit k + m verallgemeinerten Koordinaten 9,, 9», 

3 Qk + m Vor, und nehmen wir an, daß dieses System m Zwangsbedingungen unter- 

worfen ist, die den Geschwindigkeiten der Systempunkte Bedingungen auferlegen. 
Nehmen wir an, daß die Gleichungen dieser Zwangsbedingungen die Form 


Mudıt Made+ + M ,k+mSkim =: 


Mydı+ Maade+ zu M;,.r4mÄrım ®; (1) 


. 6 2 1001001 0v9V 1. 0 01e00v2.200 0 81 002 0 00 8 Tee 


Mn, ‚Ir Mn,z ge+ an 2: M m,k+mr+m Ö 


haben, wobei M,; Funktionen von g,, 93, - - . ,Q + m Sind. 
Multiplizieren wir die Gln. (1) mit dt, so können wir sie in folgende Form bringen: 


Mydy+M2adat + M ‚rm A9k+m = 0, 
M ,,dgqı Fr M3,dgs nn My; ,r+m I9kım = 0, 


Mm, ıaqı 2 M m, a de er Miunsietm Adrim 0. 


(2) 


Die Gleichungen von der Form (2) heißen Gleichungen in vollständigen Differentinlen 
oder Prarrsche Gleichungen. Es kann vorkommen, daß es mit Hilfe der entsprechen- 
den Umbildungen gelingt, die Gln. (2) in die Form 


dh=0, dh=0,  ...,‚df„=0 


zu bringen, wobei fi, fa» - -- »/„ Funktionen von 9, 9%... ,49«+m Sind. In einem 
solchen Falle erhalten wir, wenn wir integrieren: 


Tı(qı 92» ...), Gk4m) C,, 
. Ö 
/m (4192; er) Um 

wobei O,, O;, ..., 0, beliebige Konstanten sind. In diesem Falle heißen die 


Gln. (2) integrierbar; die Gleichungen (3) werden.ihre Integrale genannt. Die Diffe- 
rentialgleichungen (2) sind den endlichen Gln. (3) gleichwertig; wir haben hier 
einen Fall, der sich nicht wesentlich von dem im $ 131 betrachteten unterscheidet. 


Es läßt sich jedoch nicht jedes Gleichungssystem von PrArr von der Form (2) in 
dem soeben erwähnten Sinne integrieren!, 


Eine Zwangsbedingung, die analytisch durch die nichtintegrierbare Prarrsche 
Gleichung ausgedrückt ist, heißt nichtholonome Zwangsbedingung?; die durch end- 


! Siehe A. Voß, ‚Über die Differentialgleichungen der Mechanik‘, Math. Ann., Bd. 25 (1885), S. 258. 


®2 Dieser Ausdruck stammt von Hertz. (H. Hertz, ‚Die Prinzipien der Mechanik‘, 1894). Beispiele von 
nichtholonomen Zwangsbedingungen sind schon früher von verschiedenen Verfassern betrachtet worden, ihre 
systematische Erforschung wurde zuerst von Voß in der oben zitierten Arbeit: durchgeführt. Ein Passus in 
der „Analytischen Mechanik“ (J. L. Lagrange, ‚Analytische Mechanik‘, Bd. I) läßt vermuten, daß bereits 
Lagrange der Begriff der nichtholonomen Zwangsbedingungen bekannt war. 
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liche: Gleichungen ausgedrückten Zwangsbedingungen (oder integrierbare Gleichungen 
von:PFAFF) erhalten den Namen holonome Zwangsbedingungen. Ein System, das 
unter den Zwangsbedingungen auch nur eine nichtholonome Zwangsbedingung hat, 
werden wir ein nichtholonomes System nennen. 

Wir wenden uns nun der Aufstellung von Differentialgleichungen der Bewegung 
für ein nichtholonomes System zu. 

Wir-wollen uns ein nichtholonomes System mit den Koordinaten 9,, 9 --- » Je + m 
vorstellen, das Zwangsbedingungen unterworfen ist, die durch die nichtintegrierbaren 
Gln. (1) und (2) ausgedrückt sind. Wir wollen ebenso wie im $ 131 vorgehen. Wir 
vernichten in Gedanken die Zwangsbedingungen (1) und berechnen, nachdem wir 
alle Koordinaten q,, 93, - - - » 9 + „ unabhängig gemächt haben, die kinetische Energie 
T des Systems und die verallgemeinerten Kräfte du da „3, ßk rm und stellen die 
allgemeine Gleichung der Dynamik 


Bel M d oT oT 
>' Kllaie rar aaa Fra et (4) 


ia di du 9 


auf, die für beliebige Werte der Größen ög; gelten muß. 

Wir wollen nun die Bedingungen (1) wiederherstellen. Dann muß die soeben 
aufgeschriebene allgemeine Gleichung der Dynamik nur bei solchen Werten der Zu- 
wüchse der Koordinaten ög, erfüllbar sein, die mit den Gleichungen der Zwangs- 
bedingungen (1) zu vereinbaren sind. Welches sind aber diese Werte? 

Wenn wir die Gleichungen der Zwangsbedingungen (1) in der Form (2) aufschreiben, 
erhalten wir Gleichungen, die durch die Koordinaten des Systems befriedigt werden 
müssen und die durch die Zwangsbedingungen der Zunahmen dieser Koordinaten zu- 
gelassen sind. Also müssen auch die Zunahmen ög,; diese Gleichungen befriedigen; wir 
erhalten die Bedingungen, die durch die Gln. (1) den Zunahmen der Koordinaten ög,; 
auferlegt werden, aus den Gin. (2) durch eine einfache Vertauschung des Buch- 
stabens d mit 6. Somit muß bei Vorhandensein der Zwangsbedingungen (1) die Glei- 
chung (4) bei allen Werten der Größen ög, erfüllt werden, welche die Gln. 


M 16914 M 269: ne M, ,kımS4kım = ®; 
M3ıö6gr + M22ö6g2 +"""+ My ‚rm Ödrım d; (5) 


ek Mn,ı6gı + Mm,eöge ++ Mm ‚am Ö9g+m = 0 
befriedigen. | 
Wenden wir nun die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren an und folgern 
wir wie im $ 131, so erhalten wir die Differentialgleichungen der Bewegung 


a EEE +3,M 
KULT TE en (6) 
Bel;2,:., 6m), 
wobei A,, Ay... , A, unbestimmte Faktoren sind. Fügen wir die Gleichungen der 


Zwangsbedingungen (1) hinzu, so erhalten wir ein System von k + 2 m Gleichungen 
zur Bestimmung von k + 2m Unbekannten 9, Qu.» Qu m» An An ++» Am 
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Dies sind die Differentialgleichungen der Bewegung eines nichtholonomen Systems; 
wie man sieht, unterscheiden sie sich nicht wesentlich von den im $ 131 aufgestellten 
Gleichungen. 


Man könnte versuchen, auch im Fall eines nichtholonomen Systems die über- 
zähligen Koordinaten und ihre Ableitungen bei der Berechnung der kinetischen 
Energie des Systems und der verallgemeinerten Kräfte zu eliminieren, um Bewegungs- 
gleichungen von der Form (1) $ 128 zu erhalten, die nur unabhängige Koordinaten 
enthalten. Wenn.dies auch gelingen würde, zeigt eine ausführliche Betrachtung, daß 
wir Gleichungen erhalten würden, die nieht der wirklichen Bewegung des Systems 
entsprechen. Für nichtholonome Systeme ist die Eliminierung der überzähligen Ko- 
ordinaten bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen falsch!. 


! Genaueres darüber siehe Appell, ‚Handbuch der theoretischen Mechanik“ (,‚Traite de la mechanique 
rationelle‘, Paris 1919). 
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Vierter Teil 


DIE THEORIE DER KLEINEN SCHWINGUNGEN 


KAPITEL XXII 


DIE GLEICHGEWICHTS-STABILITÄT 


134. Die kleinen Schwingungen eines Systems um die Gleichgewichtslage. 
Die stabilen und labilen Gleichgewiehtszustände 


Der vierte Teil dieses Buches wird der Untersuchung der Schwingungsbewegungen 
von materiellen Systemen gewidmet sein. Die einfachsten Resultate, die sich auf die 
Schwingungen eines materiellen Punktes beziehen, haben wir bereits im Kapitel VII 
kennengelernt. Hier beabsichtigen wir, diese Resultate zu vertiefen und sie auf die 
Schwingungsbewegungen beliebiger materieller Systeme auszudehnen. 


Mit Schwingungsbewegungen mehr oder weniger komplizierter Systeme haben wir 
es in den verschiedenartigsten Gebieten der Technik zu tun. Alle (oder fast alle) so- 
genannten starren Körper besitzen in höherem oder niedrigerem Grade eine Elastizität. 
Ein jeder derartiger Körper beginnt zu schwingen, nachdem er deformiert und darauf 
der Wirkung elastischer Kräfte überlassen ist; dabei führen seine einzelnen Teilchen 
schwingende Bewegungen um ihre Gleichgewichtslage aus. Hieraus wird die außer- 
ordentliche Verbreitung der Schwingungsbewegungen in der Natur und ihre ungeheure 
Wichtigkeit bei der technischen Anwendung verständlich. Mit Schwingungserschei- 
nungen muß man auch im Maschinenbau, im Bauwesen und in Transportfragen 
rechnen; Torsiönsschwingungen der Kurbelwellen von Motoren, Schwingungen von 
Turbinenscheiben und -schaufeln, Schwingungen von Maschinenfundamenten und 
Mauern von Gebäuden, verschiedenartige Schwingungserscheinungen in Loko- 
motiven, Schiffen, Automobilen und Flugzeugen — das sind einige hierhergehörige 
Beispiele. Ein aufmerksames Studium der Schwingungserscheinungen und Beherr- 
schung derselben, der Kampf mit den schädlichen Folgen dieser Erscheinungen und 
eine geschickte Ausnutzung dieser Erscheinungen dort, wo es möglich ist — das sind 
die Aufgaben, die auf diesem Gebiete die Gedanken des Ingenieurs nachdrücklich 
beschäftigen. Die Schwingungstechnik ist in unserer Zeit zu einem selbständigen und 
‚wichtigen Zweige der Ingenieurwissenschaft geworden. 


In diesem Teil unseres Lehrbuches setzen wir uns das Studium der Grundgesetze, 
durch welche die Schwingungen eines materiellen Systems um seine Gleichgewichtslage 
. bestimmt werden, zum Ziel. Wir bemerken, daß jeder sich deformierende feste Körper 
als ein System mit unendlich vielen Freiheitsgraden betrachtet werden muß. Daher 
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gehört jede Aufgabe, in der von Schwingungen eines festen Körpers die Rede ist, 
wobei sowohl die Elastizität als auch die Masse des Körpers berücksichtigt werden, 
in das Gebiet der Schwingungen eines. Systems mit unendlich vielen Freiheitsgraden. 
Wenn jedoch zu dem Bestande des schwingenden Systems deformierbare Körper ge- 
hören, deren Massen man im Vergleich zu den Massen anderer Körper — die als absolut 
starr behandelt werden — vernachlässigen kann, dann verwandelt sich das System in 
ein solches mit einer endlichen Anzahl von Freiheitsgraden, und die Frage verein- 
facht sich. Im weiteren werden wir nur die Schwingungen von Systemen mit einer end- 
lichen Anzahl von Freiheitsgraden betrachten; die Aufgaben über Schwingungen von 
Systemen mit einer unendlichen Anzahl von Freiheitsgraden gehören in einen Spezial- 
lehrgang über elastische Schwingungen. Wir wollen übrigens sofort erwähnen, daß sich 
die Grundgesetzmäßigkeiten, die wir hier beim Studium der Schwingungen von Sy- 
stemen mit einer endlichen Zahl von Freiheitsgraden feststellen werden, in ihrem 
vollen Umfang auch auf Systeme mit unendlich vielen Freiheitsgraden übertragen 
lassen. 


Die Ursache für die Schwingungsbewegungen bei den oben aufgezählten Beispielen 
sind äußere Erregerkräfte, die sich periodisch im Laufe der Zeit verändern, oder 
unausgeglichene Trägheitskräfte von Maschinenteilen, die ebenfalls.einen periodischen 
Charakter haben. In diesen Beispielen (und ebenso in allen analogen Fällen) haben 
wir es mit erewungenen Schwingungen des Systems zu tun. Bereits aus dem Kapitel VII 
ist uns die Erscheinung der Resonanz bekannt, in welcher sich die enge Verbindung 
der erzwungenen Schwingungen mit den Bigenschwingungen äußert. Wir werden hier 
sowohl die Eigenschwingungen als auch die erzwungenen Schwingungen eines Systems 
studieren. Die Erscheinung der Resonanz wird auch hier im Mittelpunkt unserer Auf- 
merksamkeit stehen. 


„Es ist. wichtig zu bemerken, daß wir es bei technischen Anwendungen gewöhnlich 
mit Schwingungen von äußerst kleiner Amplitude zu tun haben. In einigen Fällen 
sind die Schwingungen so klein, daß sie einer oberflächlichen Beobachtung entgehen 
und nur von empfindlichen Apparaten aufgedeckt werden (was nicht verhindert, daß 
unerwünschte und manchmal sogar für die Dauerfestigkeit der Anlage oder für das 
regelrechte Funktionieren der Maschine verhängnisvolle Folgen entstehen). Wie kann 
man eine hinreichend kleine und in jedem Fall ungefährliche Größe der Schwingungs- 
amplitude garantieren? Mit dieser Frage geht in den meisten Fällen der Ingenieur 
an die Erforschung der Schwingungen eines Systems heran. Somit bieten die Schwin- 
gungen mit kleiner Amplitude oder, kürzer gesagt, die kleinen Schwingungen ein be- 
sonderes Interesse vom Gesichtspunkt der Anwendung aus. Andererseits bringt. die 
Voraussetzung der Kleinheit der Amplituden eine große Vereinfachung in der Theorie 
dieser Frage mit sich: Sie gestattet, wie wir weiter unten sehen werden, die ent- 
sprechenden Differentialgleichungen zu linearisieren. Aus diesen Erwägungen heraus 
werden wir uns im weiteren auf die Betrachtung der Theorie der kleinen Schwingungen 
eines Systems beschränken. 


‚Zum Abschluß dieses Paragraphen wollen wir noch bemerken, daß man nur in dem 
Fall von einer schwingenden Bewegung des Systems um die Gleichgewichtslage 
sprechen kann, wenn die Gleichgewichtslage des Systems stabil ist. Wenn das Gleich- 
gewicht des Systems labil ist, d. h., wenn das System bei der geringsten Abweichung 
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von der Gleichgewichtslage die Tendenz zeigt, sich immer mehr von derselben zu 
entfernen, kann keine Rede von kleinen Schwingungen des Systems um eine solche 
Gleichgewichtslage sein. Hiernach ist es klar, daß wir uns, wenn wir an das Studium 
der Theorie der kleinen Schwingungen eines Systems herangehen, vor allem mit der 
Frage der Stabilität des Gleichgewichts beschäftigen müssen, damit wir die Möglichkeit 
bekommen, die stabilen Gleichgewichtszustände von den labilen zu unterscheiden. 
Dieser Frage wird der ganze übrige Teil dieses Kapitels gewidmet sein. 


8 135. Das Theorem von LAGRANGE- DIRICHLET. 
Die Theoreme von LJAPUNOw 


Wir wollen uns vor allem mit der genauen Bestimmung dessen befassen, was wir 
unter einem stabilen Gleichgewicht verstehen. Wir stellen uns ein System vor, das 
aus den materiellen Punkten M,, M;,..., M, besteht. Wir nehmen an, daß sich 
dieses System im Gleichgewicht unter der Wirkung angreifender Kräfte befindet. 
Um die Frage zu entscheiden, ob dieses Gleieh- 
gewicht stabil ist oder nicht, wollen wir folgen- 
dermaßen verfahren: Wir geben den Punkten 
des Systems unbedeutende Abweichungen von 
ihrer Gleichgewichtslage und verleihen ihnen 
unbedeutende Anfangsgeschwindigkeiten. 
Nachdem wir auf diese Art den Gleich- 
gewichtszustand des Systems gestört haben, 
beobachten wir den Charakter der Bewegung, 
‚die das System unter der Wirkung der an- 
greifenden Kräfte ausführt. Die Gleichge- 
wichtslage des Systems nennen wir stabil, 
wenn jeder Punkt des Systems sich während 
der ganzen Zeit, die auf die Störung des Gleichgewichts folgt, so bewegt, daß er in 
unmittelbarer Nähe seiner Gleichgewichtslage bleibt; im entgegengesetzten Fall 
heißt die Gleichgewichtslage des Systems labil. Wie man sieht, beurteilen wir 
die Stabilität oder Labilität des Gleichgewichts nach dem Charakter der Bewegung, 
die das System nach der Störung des Gleichgewichts ausführt. 


Abb. 209 


Die soeben geäußerte Definition der Stabilität des Gleichgewichts kann man auch 
noch folgendermaßen formulieren: Wir bezeichnen die Gleichgewichtslagen der 
Punkte M,, M,,..., M, mit A,, As,..., A, und beschreiben von diesen Punkten 
aus als Zentren sphärische Flächen mit dem kleinen Radius oe (Abb. 209). Wir geben 
wieder den Punkten des Systems unbedeutende Abweichungen von ihren Gleich- 
gewichtslagen und verleihen ihnen ebenfalls unbedeutende Anfangsgeschwindigkeiten. 
Wir nennen die Gleichgewichtslage des Systems in dem Fall stabil, wenn bei hin- 
reichend kleinen Anfangsabweichungen und Anfangsgeschwindigkeiten die Bewegung 
des Systems so verläuft, daß jeder Punkt des Systems während der ganzen Zeit der 
Bewegung innerhalb der Kugel bleibt, dieseine Gleichgewichtslage umgibt, ganz gleich, 
wie klein auch die von uns gewählte Größe des Radıus o sein mag. 


24 Nikolai II 


858 XXII. Die Gleichgewichts-Stabilität 


Wir wollen nun voraussetzen, daß die Kräfte, unter: deren Wirkung sich unser‘ 
System befindet, ein Potential besitzen und daß alle Zwangsbedingungen des Systems 
zeitunabhängig sind; ein solches System nennt man konservativ. Wir haben bereits 
im $125 gesehen, daß diejenigen Lagen eines Systems als konservative Gleichgewichts- 
lagen erscheinen, in denen die potentielle Energie des Systems ein Extremum erreicht. 
Nun werden wir zeigen, daß die Gleichgewichtslagen eines konservatıwen Systems 
stabil ist, wenn die potentielle Energie des Systems das Minimum erreicht. 

Dieses Theorem wurde von LAGRANGE! aufgestellt, dessen Beweisführung jedoch 
nicht ganz vollständig ist; die erschöpfende Beweisführung des Theorems stammt von 
DIRICHLET?. | | | 

Wir kehren zur Abbildung 209 zurück und nehmen an, daß in der Gleichgewichts- 
lage A,, As, ... , A, die potentielle Energie unseres Systems ein Minimum erreicht. 
Das bedeutet, daß die potentielle Energie des Systems in der Lage A,, As,..., A, 
(wir nennen diesen Wert V_) kleiner ist als in jeder benachbarten Lage. Wir wollen die 
Werte betrachten, welche die potentielle Energie erhält, wenn sich zumindest 
einer der Punkte M, auf der Fläche der Kugel vom Radius o befindet, die den ent- 
sprechenden Punkt A; umgibt. Natürlich sind alle diese Beträge größer als V_; wir 
nehmen den kleinsten derselben und bezeichnen ihn mit V| + e. Natürlich ist die 
Größe e um so kleiner, je kleiner die von uns angenommene Größe des Radius o ist, 
jedoch ist in jedem Fall e > 0. Wenn sich auch nur ein Punkt M, auf der Fläche der 
entsprechenden Kugel vom Radius o befindet, muß die potentielle Energie des Systems 
V die Bedingung 

V>V,+: 
erfüllen. | 

Wir erteilen nun den Punkten unseres Systems kleine Anfangsabweichungen von 
ihren Gleichgewichtslagen A,, A, ..., A, und verleihen ihnen kleine Anfangs- 
geschwindigkeiten. 

Wenn die von uns angenommenen Anfangsabweichungen der Systempunkte kleiner 
als die Größe o sind, wird sich im Anfangsaugenblick jeder Punkt innerhalb der Kugel 
befinden, die seine Gleichgewichtslage umgibt. 

Wir werden zeigen, daß bei hinreichend kleinen Anfangsabweichungen und An- 
fangsgeschwindigkeiten die Punkte des Systems auch während der ganzen Zeit der 
nachfolgenden Bewegung nicht aus den Grenzen der entsprechenden Kugeln heraus- 
treten, ganz gleich, wie klein auch die Größe o sein mag. Auf Grund des soeben Ge- 
sagten genügt es zu beweisen, daß während der ganzen Zeit der Bewegung die poten- 
tielle Energie des Systems kleiner als V_ + e bleiben wird. 

Das aber folgt unmittelbar aus dem Gesetz der Energieerhaltung, das, wie wir 
wissen (siehe $ 80), bei der Bewegung eines konservativen Systems Geltung hat. Wir 
bezeichnen die Werte der kinetischen und der potentiellen Energie eines Systems in 
einem gewissen Augenblick der Bewegung mit T und V sowie ihre Werte im Anfangs- 
augenblick der Bewegung mit 7’, und V,. Nach dem Gesetz der Energieerhaltung gilt: 


T+-V=-T, +9: 
ı J.L.Lagrange, „Analytische Mechanik“, Bd. I. 


2 Lejeune-Dirichlet, ‚Über die Stabilität des Gleichgewichtes‘‘, Journ. f. Math., Bd. 32 (1846), S. 85, 
oder Werke, Bd. 2, S.5. "a 
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Da T>0ist, folgt hieraus, daß die potentielle Energie während der ganzen Zeit 
der Bewegung die Ungleichung 


V<T, + 
befriedigt. 
Wir nehmen nun die Anfangsabweichungen so klein an, daß 


n<VN.+- 


ist. Darauf wählen wir .die Anfangsgeschwindigkeiten so klein, daß 


ee 
0<y 


ist. 
Dann gilt während der ganzen Zeit der Bewegung: 


€ € 
V’< Go bare 


Wir wissen aber, daß in dem Augenblick, in dem auch nur einer der Systempunkte 
die Oberfläche der ihm entsprechenden Kugel erreicht, 


Vv2V,„+: 
sein muß. 

Wie ersichtlich, kann es einen solchen Augenblick nicht geben. Also werden sich 
die Punkte des Systems während der ganzen Zeit der Bewegung innerhalb der ent- 
sprechenden Kugeln befinden, die deren Gleichgewichtslagen umgeben, wobei der 
Radius o dieser Kugeln beliebig klein angenommen werden kann. 


Damit ist die Stabilität der Gleichgewichtslage des Systems bewiesen. 


Die Theorie von LAGRANGE-DIRICHLET gibt ein geeignetes Kriterium für die Be- 
urteilung der Stabilität der Gleichgewichtslage eines konservativen Systems. Können 
wir aber dieses Kriterium auch umgekehrt anwenden? Kann man behaupten, daß alle 
Gleichgewichtslagen eines konservativen Systems, in denen die potentielle Energie 
nicht das Minimum erreicht, labil sind ? 


Die Antwort auf diese Frage — und zwar eine positive Antwort — wurde von 
A.M.Lsapunow! gegeben, allerdings mit einem gewissen Vorbehalt. LsApunow 
zeigte, daß die Gleichgewichislage eines konservatıwen Systems, in der die potentielle 
Einergve des Systems das Minimum nicht erreicht, labil ist, wenn das Fehlen des Minv- 
mums bereits durch die Glieder zweiter Ordnung bestimmt wird bei der Entwicklung der 
potentiellen Energie nach den Potenzen der kleinen Koordinatenzuwüchse. Durch den 
letzten Vorbehalt werden solche Fälle von der Betrachtung ausgeschlossen, wo die 
Entwicklung der potentiellen Energie nach kleinen Koordinatenzuwüchsen keine 
Glieder zweiter Ordnung enthält (ebenso wie auch die Glieder erster Ordnung) und 


" A.M. Ljapunow, ‚Die allgemeine Aufgabe von der Stabilität der Bene A.M.JlIauyHo B, 
O6mar 3amayua 00 YCTOÄYUBOCTH ABmrkeHun, TocrTexusnatT, M.— JI., 50. 
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‚wo das Vorhandensein oder Fehlen des Minimums durch Glieder höherer Ordnungen 
in dieser Entwicklung bestimmt wird. Solchen Fällen begegnet man in der Praxis ver- 
hältnismäßig selten. Daher hat der erwähnte Vorbehalt vom praktischen Gesichts- 
punkt aus keine große Bedeutung und schränkt faktisch die Allgemeingültigkeit des 
Theorems von LJAPunow wenig ein. 


Als Beispiel kehren wir nochmals zum Pallographen von SchLick zurück. Im $130 
erhielten wir den Ausdruck (7) der potentiellen Energie des Apparates mit einer Ge- 
nauigkeit bis zu den kleinen Größen zweiter Ordnung. Auf Grund dieser Gleichung 
hat die Zerlegung der potentiellen Energie nach Potenzen von die Form 


_ıP | 
V=Pß-0)+z —[be-(a-5]e®+-, 


wobei die Auslassungspunkte die Glieder der dritten und der höheren Ordnungen 
ersetzen. 


Bei @ = 0 haben wir die Gleichgewichtslage des Apparates; wir wollen die Stabilität 
dieser Gleichgewichtslage untersuchen. Aus der soeben aufgeschriebenen Gleichung 
sehen wir: Wenn 


befa—.b): >0 


ist, hat die potentielle Energie bei = das Minimum, und folglich ist das Gleich- 
gewicht nach dem Theorem von LAGRANGE-DIRICHLET stabil. 


Wenn jedoch 
be—-(a—b} <0 


ist, haben wir bei 9 = 0 das Maximum der potentiellen Energie; da dabei das Fehlen 
des Minimums durch das Glied zweiter Ordnung in der Entwicklung der potentiellen 
Energie bedingt ist, so ist in diesem Fall das Gleichgewicht nach dem Theorem von 
Lsapunow labil. 


Zweifelhaft bleibt nur der dazwischenliegende Fall 


be-(a—b)?=-=0, 

wo das Glied zweiter Ordnung in der Entwicklung der potentiellen Energie ver- 
schwindet. Dieser Fall erfordert eine besondere Untersuchung. Wir erwähnen, daß 
in ähnlichen Fällen die Frage häufig mit Hilfe desfolgenden, gleichfalls von A.M. Lsa- 
punow!stammenden Theorems gelöst werden kann: Das Gleichgewicht ist labul, wenn 
die potentielle Energie in der Gleichgewichtslage das Maximum hat, wober dieses Maxı- 
'mum durch Glieder niederer (aber nicht unbedingt der zweiten) Ordnung in der Eni- 
wicklung der potentiellen Energie bedingt ist?. 


 A.M. Ljiapunow, l.c. 


2 Es versteht sich von selbst, daß die Glieder der Null-Ordnung (d.h. die konstanten Glieder) in der 
Entwicklung der potentiellen Energie nicht in Betracht kommen. 
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Wir überlassen es dem Leser, sich davon zu überzeugen, daß in unserem Beispiel 
die bis zu den Gliedern vierter Ordnung geführte Entwicklung der potentiellen 


Energie folgende Form hat: 


pP 


P (a — b)® 
V= P(b—c)+—-[be— (a—b)2] an EEE nee 


2b 
Nehmen wir hier be = (a — 5b)? an, so erhalten wir 


Pa(?b—a) Pa(a—b) 


ve m ee, 
b 34 98 


Bemerken wir, daß 
a —3ab +45 >0 


a—3ab+4b2)gpi +... 


ist und beachten wir, daßgemäß der Konstruktion des Apparates (siehe Abb. 207) 
b <a ist, so schließen wir auf Grund der Gl. (1), daß bei @ = 0 die potentielle 
Energie das Maximum besitzt. Da dieses Maximum durch das Glied der niedrigsten 


Ordnung (das konstante Glied nicht mitgerechnet) in der 
Entwicklung der potentiellen Energie bedingt ist, so erweist 
sich das Gleichgewicht unseres Apparates in dem Zwischen- 
fall be = (a — b)? nach dem zweiten Theorem von LJArUNoWw 
als labil. 


Wenn wir die Konstruktion des Apparates so abändern, 
daß b > a ist (Abb. 210), dann gelten die von uns gezogenen 
Schlußfolgerungen über die Stabilität des Gleichgewichts in 
den Fällen be — (a — bi? >0 und be — (a — b)? < 0 eben- 
falls; in dem dazwischenliegenden Fall bc = (a — b)? aber 
wird die potentielle Energie bei 9 = (0, wie aus der Gl. (1) 
ersichtlich ist, schon nicht mehr ein Maximum, sondern ein 
Minimum haben. Folglich wird nach dem Theorem von 
LAGRANGE-DIRICHLET das Gleichgewicht in dem Zwischenfall 
bei einer solchen Konstruktion des Apparates stabil sein. 


Abschließend unterstreichen wir nochmals, daß sowohl das 
Theorem von LAGRANGE-DIRICHLET als auch das Theorem von 
Lsapunow sich auf den Fall des Gleichgewichts eines kon- 
servativen Systems beziehen. Die Frage von der Stabilität 
des Gleichgewichts eines nichtkonservativen Systems muß 


Abb. 210 


gelöst werden, indem in jedem gegebenen Fall der Charakter derjenigen Be- 
wegung des Systems untersucht wird, die auf die Störung seines Gleichgewichts 
folgt. Gewöhnlich benutzt man dabei die Theorie der kleinen Schwingungen; 
manchmal wird diese Methode auch im Fall eines konservativen Systems an- 
gewandt (wie wir es im $ 130 in bezug auf den Pallographen von ScHLicK getan 


haben). 
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KAPITEL XXIII 


DIE KLEINEN SCHWINGUNGEN DES SYSTEMS 
MIT EINEM FREIHEITSGRAD 


S 136. Die Eigensehwingungen 


Wir wollen uns nun dem Studium der kleinen Schwingungen zuwenden, die von 
einem System um seine stabile Gleichgewichtslage ausgeführt werden. Wir beginnen 
mit der Betrachtung der Schwingungen eines Systems, das einen Freiheitsgrad be- 
sitzt. In diesem Paragraphen werden wir die Eigenschwingungen oder freien Schwin- 
gungen eines solchen Systems betrachten. 

Wir stellen uns ein System vor, daß aus den materiellen Punkten M,, M,,..., M, 
besteht (Abb. 211). Wir setzen voraus, daß dieses System konservativ ist, d.h., daß 
alle Bindungen des Systems ‚zeitunab- 
hängig sind, und daß die angreifenden 
Kräfte %ı, 92 - - - ; 3, ein Potential .be- 
sitzen. Wir nehmen ferner an, daß unser 
System nur einen Freiheitsgrad besitzt; 
die verallgemeinerte Koordinate des Sy- 
stems bezeichnen wir mit g. 

Wir bezeichnen die Gleichgewichtslage 
des Systems mit A,, As, .. . ,. A, und setzen 
voraus, daß diese Gleichgewichtslage stabil 
ist. Wenn wir das Gleichgewicht stören, 

T Abb. 211 indem wir dem System eine unbedeutende 

Auslenkung von seiner Gleichgewichtslage 
geben, den Punkten des Systems unbedeutende Anfangsgeschwindigkeiten erteilen 
und darauf das System der Wirkung der angreifenden Kräfte %, %2 -- - , %„ über- 
lassen, dann wird jeder Punkt M, während der nachfolgenden Bewegung in der Nähe 
seiner Gleichgewichtslage A; bleiben. Die Aufgabe, die wir uns :nun stellen, besteht 
in der Untersuchung dieser kleinen Schwingungen des Systems um seine Gleich- 
gewichtslage. 

Zur Lösung dieser Aufgabe bedienen wir uns der Methode von LAGRANGE. Wir 
stellen die Differentialgleichung der kleinen Schwingungen des Systems in der ver- 
allgemeinerten Koordinate q auf; die Integration dieser Gleichung wird uns die Ant- 
wort auf die gestellte Frage erteilen. 

Zur Vereinfachung der weiteren Berechnungen werden wir annehmen, daß in der 
Gleichgewichtslage q = 0 ist (was immer möglich ist, wenn man den Koordinaten- 
anfang in die Gleichgewichtslage legt). In diesem Fall ist die Koordinate q in den 
Lagen des Systems, die nahe der Gleichgewichtslage sind, klein. Im weiteren werden 
wir die Koordinate q und auch ihre Ableitung g als kleine Größen erster Ordnung 
betrachten. 
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Wir wollen nun eine wichtige Bemerkung hinsichtlich des Genauigkeitsgrades 
machen, mit dem wir die weiteren Berechnungen durchführen werden. Im weiteren 
werden wir die Differentialgleichungen der kleinen Schwingungen mit einer Genauig- 
keit bis zu den kleinen Gliedern erster Ordnung (einschließlich) aufstellen. Durch die 
“ Vernachlässigung der kleinen Größen höherer Ordnungen tragen wir natürlich einen 
gewissen Fehler in unsere Resultate hinein; doch wird dieser Fehler durch die un- 
geheure Vereinfachung der Behandlung aufgewogen, die durch die Einführung von 
linearisierten Differentialgleichungen erreicht wird. 


Wir wollen also die Differentialgleichung der Bewegung unseres Systems mit der 
Koordinate g aufstellen; diese Gleichung hat die Form 


a re Vz ne een (1) 
dt 09 dq dq 


wobei 7 die kinetische Energie des Systems und V seine potentielle Energie ist. 


Im $130 wurde bereits gesagt, daß man bei der Aufstellung der Differential- 
gleichungen der Bewegung bei der kinetischen Energie mit einer Genauigkeit bis zu 
den kleinen Größen erster Ordnung und bei der potentiellen Energie mit einer Ge- 
nauigkeit bis zu den kleinen Größen zweiter Ordnung arbeiten muß. Wir beginnen mit 
der Berechnung der kinetischen Energie T. 


Im $ 128 hatten wir die Gl. (2) für die kinetische. Energie des Systems, unter Ver- 
wendung der verallgemeinerten Koordinaten und verallgemeinerten Geschwindig- 
keiten aufgestellt; diese Gleichung wurde unter der Voraussetzung eines zeitunab- 
hängigen Bindungen unterworfenen Systems gewonnen. Wenden wir diese Gleichung 
auf unseren Fall eines Systems mit einem Freiheitsgrade an, so gilt 


T=—A4Q:. 
5 q 


Hier ist die Größe A eine Funktion der Koordinate g: 
A=Alg). 


Wenn die Koordinate qg die Verrückung irgendeines Punktes M, unseres Systems 
bedeutet, ist die verallgemeinerte Geschwindigkeit 5 die lineare Geschwindigkeit 
des Punktes M,. In diesem Falle (wie aus dem soeben aufgestellten Ausdruck der 
kinetischen Energie T ersichtlich) hat die Größe A die Dimension einer Masse; diese 
Größe erhält den Namen der auf den Punkt M, reduzierten Masse des S'ysiems. 

Wenn aber die Koordinate q der Drehwinkel um eine Achse 2, Ist (so daß g die 
Winkelgeschwindigkeit der entsprechenden Drehung ist), dann hat die Größe A die 
Dimension eines Trägheitsmomentes und heißt das auf die Achse 2, reduzierte Träg- 
heitsmoment des Systems. Wir unterstreichen nochmals, daß sowohl die reduzierte 
Masse als auch das reduzierte Trägheitsmoment keine konstanten Größen sind. Sie 
sind Funktionen der Koordinate g, sie verändern sich mit der Veränderung der Lage 
des Systems. | 
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Wir erwähnen, daß g? eine kleine Größe zweiter Ordnung ist. Da wir im Ausdruck 
der kinetischen Energie 7 nur das Glied zweiter Ordnung behalten wollen, zerlegen 
wir die Funktion A (g) nach Potenzen der kleinen Größe g; es gilt: 


A=AN+-, 


wobei die Auslassungspunkte die Glieder ersetzen, die qin erster und höheren Potenzen 
enthalten. Alle diese Glieder werden nach der Multiplikation mit 4? zu kleinen Größen 
dritter und höherer Ordnungen. Vernachlässigen wir diese Größen und bezeichnen 
der Kürze halber A (0) = a, so erhalten wir: 


1 
Freue (2) 


wobei a eine konstante Größe ist. Da die kinetische Energie eine positive Größe ist, 
schließen wir, daß a > 0 ist. 


Wir gehen zur Berechnung der potentiellen Energie V über. Diese Größe ist eine 
Funktion der Koordinate g: 


V=1V(e). 


Entwickeln wir diese Funktion in eine Reihe nach Potenzen der Koordinate g, so 
wird nach dem Ansatz von TayLor: 


= PER LA BEE AL BERN 
er 


27V 
wobei V,, eu () ... die Werte der Funktion V und ihrer Ableitungen an 
g/o dq? /a 


der Stelle g=0 sind, d. h. in der Gleichgewichtslage des Systems. Wir haben aber im 
$ 125 gesehen, daß in der Gleichgewichtslage die ersten Ableitungen der potentiellen 
Energie nach den verallgemeinerten Koordinaten verschwindet; folglich gilt 


Wenn wir also 


setzen und im Ausdruck der potentiellen Energie die Glieder dritter und höherer Ord- 
nungen vernachlässigen, erhalten wir: 


1 
V-V+tzeh, (3) 


wobei c eine konstante Größe ist. 


Wir hatten vorausgesetzt, daß die Gleichgewichtslage unseres Systems bei q = 0 
stabil ist. Gemäß dem Theorem von LAGRANGE-DIRICHLET setzen wir voraus, daß 
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die potentielle Energie V beig = 0 das Minimum hat. Das aber verlangt, daß e größer 
als Null ist (den Fall ce = 0 schließen wir aus der Betrachtung aus). 


Wir wollen nun die GIn. (2) und (3) in die Gl. (1) einsetzen. Nachdem wir die not- 
wendige Differentiation vorgenommen haben, erhalten wir: 


ad=— eg. 


Erinnern wir uns nochmals daran, daB a > O0 und ce > Q ist, und setzen wir zur 
Verkürzung 


zer, & 


wobei A eine konstante reelle Zahl ist, so erhalten wir endgültig 
+ Ag= v. (5) 


Dies ist die Differentialgleichung der kleinen Schwingungen eines Systems mit 
einem Freiheitsgrade. 


Wie man sieht, unterscheidet sich diese Gleichung nicht von der uns bekannten 
Differentialgleichung der freien Schwingungen eines materiellen Punktes (siehe 
Kapitel VII). Wir stellen die charakteristische Gleichung. 


2 +0 
auf und finden ihre Wurzeln 
kb u45 
hieraus ergibt sich die allgemeine Lösung unserer Differentialgleichung 


g= 0, cos At+ Cysinät, (6) 


wobei C, und CO, willkürliche Konstanten sind. 
Wir finden eine andere Form dieser allgemeinen Lösung, wenn wir 


C,=esinß, C, =: @ c05 ß (7) 


annehmen, wobei « und ß zwei neue willkürliche Konstanten sind. 
Setzen wir diese Ausdrücke für O, und O, in die Gl. (6) ein, so erhalten wir 


g=asin(At+Bß). (8) 


Die willkürlichen Konstanten C, und C, werden aus den Anfangsbedingungen 
der Bewegung eines Systems bestimmt. Wir bezeichnen den ursprünglichen Wert 
der verallgemeinerten Koordinate und die ursprüngliche verallgemeinerte Geschwin- 
digkeit mit q,, bzw. g,. Differenzieren wir die Gleichung (6), so erhalten wir 


g=— C,AsinAt+0,Acosit. 
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Setzen wiri=0,9 = g,d = du In diese Gleichung und Gl. (6) ein, so erhalten wir 
= (= —. 
Die Substitution dieser Werte für die willkürlichen Konstanten in Gl. (6) führt zu 


4= 4008 At + Dein Al. (9) 
Wir bemerken, daß aus den Gln. (7) 


@= Ve +c2 


folgt, woraus wir für die Konstante & den Ausdruck 


-Vg+% 10 
ei Gr rs ( ) 
erhalten. 


Also hat uns die Integration der Gl. (5) den Ausdruck der verallgemeinerten Ko- 
ordinate q als Funktion der Zeit gebracht. 


Um eine deutliche Vorstellung von der Bewegung unseres Systems zu bekommen, 
gehen wir nun zu der Betrachtung der Bewegung jedes einzelnen materiellen Punktes 
M, über, der zum System gehört. 


Wir wählen die Koordinatenachsen x, y und 2 (Abb. 211) und bezeichnen die karte- 
sischen Koordinaten des Punktes M,, die auf diese Achsen bezogen sind, mit &,, y; 
und2,;; die Koordinaten des Punktes A,, d. h. der Gleichgewichtslage des Punktes M,, 


bezeichnen wir mit x?, y}, 2}. Wir führen die Verschiebung des Punktes M, aus seiner 
Gleichgewichtslage in die Betrachtung ein. Bezeichnen wir die Komponenten dieser 
Verschiebung auf den Achsen z, y und 2 mit u,, v,, w, (wir werden diese Größen die 
Verrückungen des Punktes M, auf den Achsen x, y, 2 nennen), so gilt: 


u-u—ı, v-yi-ßı w=a—%. (11) 
Wir wissen bereits (siehe $ 123), daß die Koordinaten &;, y; und 2, als Funktionen 
der verallgemeinerten Koordinate g ausgedrückt werden können: 
= z(g): y=Yılq), = 2(g). 


Wir entwickeln diese Funktionen nach Potenzen der kleinen Größe q. Behalten 
wir im Auge, daß die konstanten Glieder in diesen Entwicklungen nichts anderes sind 
als die Werte der Koordinaten z,, y;undz; an der Stelleg =0, d.h. in der Gleichge- 
wichtslage, so erhalten wir: 


n=af+llüg+-, 
y=yg+MÜg+:--, 
= +NÜg-:..-, 
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wobei Lö, Mi), Ni) konstante Größen sind; die Auslassungspunkte ersetzen die 
Glieder zweiter und höherer Potenzen. Entsprechend dem bereits angenommenen 
Genauigkeitsgrade unserer Berechnungen werden wir diese Glieder vernachlässigen. 
Führen wir die Bezeichnungen (11) ein, so gilt 


w=LÜg, v;= MÜg, w;= NÜg. (12) 


. Die Verrückungen der Systempunkte auf den Koordinatenachsen werden auf diese 
Weise durch die verallgemeinerte Koordinate q ausgedrückt. Um die Bewegungs- 
gleichungen des Punktes M, in kartesischen Koordinaten zu erhalten, ist noch in 
diesen Gleichungen anstatt q der Ausdruck (8) zu substituieren; endgültig erhalten wir 


W= Li) « sin (At+Bß), 
2»; = Mül«sin (At + ß), (13) 
w;= NÜasin(At+P). 

Dies sind die Gleichungen der Eigenschwingungen eines Systems in kartesıschen 


Koordinaten. 


Aus diesen Gleichungen können wir folgende Schlußfolgerungen ziehen, welche 
die Eigenschwingungen eines Systems mit einem Freiheitsgrade charakterisieren: 


1. Die Eigenschwingungen eines Systems sind harmonische Schwingungen. 
2. Wenn wir die Zeit aus den Gin. (13) eliminieren, erhalten wir 


uw 0% w; 
LU) MÜü NW 
oder 
Se en Yyı Yi er Be 
LÜ) MÜ N 


. Das sind die Gleichungen der Geraden, die durch den Punkt A, gehe”, d. h. durch 
die Gleichgewichtslage des Punktes M,. Jeder Punkt des Systems führt also eine gerad- 
linige Bewegung aus, und zwar auf der Geraden, die durch seine Gleichgewichtslage geht. 


3. Die Frequenz der Eigenschwingungen A ist durch 


C 
2=— (4) 
bestimmt. | 
Diese Frequenz A werden wir Eigenfrequenz des Systems nennen. Wie man sieht, 
hängt die Eigenfrequene eines Systems nicht von den Anfangsbedingungen ab. 
Bezeichnen wir die Schwingungsdauer der Eigenschwingungen des Systems mit z, 
so gilt 
an (14) 


Wie man sieht, hängt auch v nicht von den Anfangsbedingungen ab. 
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4. Die Amplituden der Schwingungen des Punktes M, auf den Achsen x,, y, und 
2, sind gleich ZÜü« bzw. MÜÜ& und NÜüx; die Anfangsphase ist gleich $. Da« und ß 
willkürliche Konstanten sind, die von den Anfangsbedingungen der Bewegung ab- 
hängen, folgern wir, daß die Schwingungsamplituden der Systempunkte und auch die 
Anfangsphase von den Anfangsbedingungen abhängen. 


Die Anfangsbedingungen beeinflussen die Amplituden nur durch den Faktor «, 
der für alle Systempunkte gemeinsam ist. Hieraus folgt, daß das Verhältnis der 
Amplituden der verschiedenen Sysiempunkte nicht von den Anfangsbedingungen abhängt. 
Also hängt auch die Schwingungsfiorm des Systems nicht von den Anfangs- 
bedingungen ab, da sie nur durch die Amplituwdenverhältnisse der verschiedenen 
Systempunkte bestimmt wird. 


5. Es ist sehr wichtig zu bemerken, daß die Phase At + ß eine für alle System- 
punkte gemeinsame ist. Also befinden sich alle Systempunkte stets in gleicher Phase. 
Das bedeutet, daß im Schwingungsablauf alle Systempunkte gleichzeitig durch ihre 
Gleichgewichtslagen gehen (in den Augenblicken, in denen sin (At + $) = O ist) und 
gleichzeitig ihre maximale Abweichung von den Gleichgewichtslagen erreichen (in den 
Augenblicken, in denen sin (At +) = +1 ist). 


Zum Abschluß unterstreichen wir nochmals, daß alle soeben aufgezählten Eigen- 
schaften der Eigenschwingungen eines Systems mit einem Freiheitsgrade aus lineari- 
sierten Gleichungen abgelesen wurden; daher muß man die von uns gewonnenen 
Eigenschaften als annähernde behandeln. Die Abweichung der wahren Bewegung des 
Systems von den durch uns beschriebenen linearen Gleichungen ist um so kleiner, 
je kleiner die Schwingungsamplitude des Systems ist. 
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Wir wollen die im vorhergehenden Paragraphen dargelegte Theorie an einigen 
Beispielen erläutern. 


Im Kapitel VII wurde von uns bereits eine Reihe einfachster Beispiele für Eigen- 
schwingungen eines Systems mit einem Freiheitsgrad betrachtet. Ein etwas kompli- 
zierteres Beispiel hatten wir im $ 130 — die Schwingungen des Pendels eines Pallo- 
graphen von ScHLick. Im vorliegenden Paragraphen werden wir uns mit noch einer 
Konstruktion eines zusammengesetzten Pendels beschäftigen, die es möglich macht, 
Schwingungen von beliebig kleiner Frequenz zu gewinnen. 


Der Pendelstab AB ist in den Punkten B und C mit den Schwenkhebeln BO, und 
CO,.gelenkig verbunden, die sich um die festen Achsen O, bzw. O, drehen (Abb. 212). 
Am Ende A des Stabes ist die Masse (Zylinder) M befestigt. Wir führen die Bezeich- 
nungen AU=q4,0B=b, BO, =c und OO, = ein. In der Gleichgewichtslage des 
Pendels sind der Stab A B und der Schwenkhebel CO, vertikal, der Schwenkhebel BO, 
dagegen liegt horizontal. Dazu ist augenscheinlich erforderlich, daß die Achse O, von 
der Achse O, auf der Horizontalen einen Abstand von der Größe c, auf der Vertikalen 
dagegen einen Abstand von der Größe h=b + I hat. Wir wollen die Stabilität des 
Gleichgewichts des Pendels untersuchen und seine Eigenfrequenz ermitteln. 
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Unser System hat einen Freiheitsgrad; als verallgemeinerte Koordinate wählen 
wir den Winkel 9, der durch den Stab AB mit der Vertikalen gebildet wird. Wir 
führen die Hilfswinkel « und ß ein, die von den Schwenkhebeln BO, und CO, mit der 
Horizontalen bzw. der Vertikalen gebildet werden. Diese überzähligen Koordinaten « 
und £ sind mit der Grundkoordi- 
nate & durch die Gleichungen 


ccos&« +bsing— Isinß= c, in 
esin«+bceosp+lcosß=h 


verbunden, die wir leicht gewinnen, 
wenn wir das Polygon 0, BCO, auf 
die Horizontale bzw. auf die Verti- 
kale projizieren. | 

In der Gleichgewichtslage sind die 
Winkel 9, « und 8 gleich Null. In 
einer der Gleichgewichtslage nahen 
Lage erscheinen diese Winkel als 


kleine Größen; wir nehmen den Abb. 212 
Winkel & als kleine Größe erster 
Ordnung an. 


Um die Frage der Stabilität der Gleichgewichtslage des Pendels klarzustellen, 
berechnen wir die potentielle Energie V unseres Systems als Funktion der Koordi- 
nate @ mit einer Genauigkeit bis zu den kleinen Größen zweiter Ordnung. 

Wir wählen. die Koordinatenachsen x und y so, wie in der Abbildung 212 angegeben 
ist. Bezeichnen wir das Gewicht des Zylinders M mit P, die kartesischen Koordinaten 
seines Schwerpunktes A mit x und y (wobei wir das Gewicht des Stabes A B und der 
beiden Schwenkhebel vernachlässigen), so gilt 


V=Py. 2 
Ferner ist R 
y=lcosß—acosp. (3) 


Um die Größenördnung des Winkels $ festzustellen, greifen wir zu den Gln. (1) 
Setzen wir in diesen Gleichungen 


2 „2 2 
sing=9, sine=e, sin8= ß 


und beachten, daß h = b + list, so finden wir 
1 
bo—1B— Se 0, 


| r 
ca bp —IR=0 
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Die zweite dieser Gleichungen zeigt, daß & eine kleine Größe zweiter Ordnung ist. 
Vernachlässigen wir auf dieser Grundlage in der ersten Gleichung das Glied, das a? 
enthält (als kleine Größe vierter Ordnung), so erhalten wir mit einer Genauigkeit 
bis zu den kleinen Größen zweiter Ordnung (einschließlich): 


bo—IB=0, 
woraus 
Ba (4) 
folgt. 
Also ist ß eine kleine Größe erster Ordnung. 


Wollen wir die Koordinate y mit einer Genauigkeit bis zu kleinen Größen zweiter 
Ordnung berechnen, so setzen wir nun in der Gl. (3) 


op? ß 
cspo—=1— —, cosß=1— —. 
089 5 os ß 5 


Wir erhalten dann 
—| 4 ı 2 1 l ß? 
y-= a 3 a9 5 
oder, wenn wir anstatt ö seine Abhängigkeit von » nach (4) einsetzen, 


1 al—b , e 
Verben 9. (5) 


‚Führen wir diesen Ausdruck in die Gl. (2) ein, so erhalten wir endgültig : 
2 
v=P(I-a) + (a1 — 2) p8. (6) 


Hieraus ersieht man, daß die potentielle Energie V in der Gleichgewichtslage 
(d.h.an der Stelle 9 = 0) ein Minimum besitzt, wenn al — b? > 0 ist. Wenn jedoch 
al — b2 < O0 ist, entspricht der Gleichgewichtslage. ein Maximum der potentiellen 
Energie. Auf Grund des Theorems von LAGRANGE-DIRICHLET schließen wir, daß 
als Stabilitätsbedingung der Gleichgewichtslage unseres Pendels die Ungleichung 


al— > 0 
gilt. 

Wir wollen nun annehmen, diese Bedingung sei erfüllt und wollen die Eigen- 
frequenz des Pendels berechnen. Dazu stellen wir die Differentialgleichung der Schwin- 
gungen des Pendels nach der Methode von LaGRAnGe auf. Die potentielle Energie V 
ist bereits errechnet; es bleibt uns folglich noch übrig, die kinetische Energie T 
unseres Systems zu berechnen. 
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Berücksichtigen wir nur die kinetische Energie des Zylinders M (und vernach- 
lässigen die Massen aller Stäbe), so erhalten wir: 


T- (et) + lg 
— b) Yy° 2 ’ 


wobei m = en die Masse des Zylinders ist, J sein Trägheitsmoment in bezug auf 
q 


die Achse A und x und y die Koordinaten des Schwerpunktes des Zylinders sind. 


Die Koordinate y wurde bereits ermittelt; nun muß nur noch die Koordinate & 
berechnet werden. Greifen wir auf die Abbildung 212 zurück, so gilt: 


z=1sinß-+asino. 
Hieraus erhalten wir mit einer Genauigkeit bis zu den Größen zweiter Ordnung: 
z=1ß+ao 
oder auf Grund der Gleichung (4) 
»=(a+b)p. (9) 
Durch Differentiation der Gln. (5) und (7) finden wir: 
i=(a+b)ö, 


al—b _ 
a ” 
Y 1 ?Y 


Wie man sieht, ist die Ableitung y eine kleine Größe zweiter Ordnung. Wenn wir 
daher im Ausdruck der kinetischen Energie 7 das Glied y? (als kleine Größe vierter 
Ordnung) vernachlässigen, erhalten wir: 


Setzen wir noch 
J= mr] ) 


wobei r, der Trägheitsradius der Masse M in bezug auf die A-Achse ist, so finden 
wir endgültig: 
T-—[(a+ PH 3] 08. (8) 


Diese Ausdrücke (6) und (8) der potentiellen Energie V bzw. der kinetischen 
Energie T differenzieren wir und erhalten so nach LAGRAnNGE die Differentialgleichung: 
der kleinen Schwingungen unseres Pendels: 


m |(a + b)2+ 73] = — 


P 
az 12). 
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Setzen wir 


Fe g(al z b2) | (9) 
[a+ m +] 


so erhält obige Gleichung die Form 


G- 20 =. 


Die Größe A, die durch die Gl. (9) bestimmt wird, ist die Eigenfrequenz des Appa- 
rates. Wie man sieht, kann man diese Frequenz beliebig verändern, wenn man über 
die Längen a, b und / verfügt. 


8 136. Die Schwingungen einer Masse an einem elastischen Seil 


Im vorhergehenden Paragraphen benutzten wir zur Aufstellung der Differential- 
gleichung der Bewegung die Methode von LAGRANGE. In einfacheren Fällen kann 


Abb. 2183 


sich diese Methode als zu umfangreich erweisen. Natürlich 
wählt man zur Aufstellung der Differentialgleichung kleiner 
Schwingungen in jedem gegebenen Fall die Methode, die 
am schnellsten zum Ziele führt. 


Wir wollen nun die Eigenschwingungen der Masse M be- 
trachten, die an einem elastischen Seil am festen Punkt A 
aufgehängt ist (Abb. 213). Diese elementare Aufgabe haben 
wir bereits im $ 32 gelöst; an Stelle eines elastischen Seils 
hatten wir dort eine Schraubenfeder, was dem Wesen der 
Sache nach das gleiche ist. Es sei AB =]! die Länge des 
Seiles im ungedehnten Zustande, BO = f die statische Ver- 
längerung des Seiles (so daß O tlie. Gleichgewichtslage der 
Masse M ist) und OM = x die Abweichung der Masse von 
der Gleichgewichtslage in einem gewissen Augenblick während 
seiner Schwingungen. 


Wenn wir die Masse des Seiles vernachlässigen, erhalten 
wir leicht die Differentialgleichung der Bewegung der Masse M, 
wobei wir diese Masse als einen materiellen Punkt behandeln. 
Richten wir die x-Achse senkrecht nach unten (in Rich- 
tung der Verrückungen x&) und bezeichnen die Größe der 


Masse mit m, ihr Gewicht mit P, die elastische Reaktion des Seiles mit %, so 
erhalten wir die Differentialgleichung der Bewegung der Masse in der Projektion 


auf die x-Achse: 


mäi=P-F. 


Aus der Elastizitätstheorie ist bekannt, daß 


E 
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ist, wobei E der Elastizitätsmodul des Seilmaterials und 8 die Fläche seines Querschnit- 
tes ist. Setzen wir diesen Ausdruck für F in die vorhergehende Gleichung ein und be- 
zeichnen der Kürze halber 


so erhalten wir: 


Wir bemerken nun, daß nach der Gleichgewichtsbedingung 


P=:</ 
ist. 
Damit folgt: 

mitcı=), (1) 


woraus wir für die Frequenz A der Eigenschwingungen der Last die elementare 
Formel 

2 —_ 

Anz gr (2) 
erhalten. 

Es ist leicht nachzuprüfen, daß auch die Methode von LAGRAnGE zu demselben 

Resultat führt. Für die kinetische Energie T gilt im gegebenen Fall der einfache 
Ausdruck 


m.i8 
T= ——. (8) 


Die potentielle Energie V setzt sich aus der potentiellen Energie der Deformation 
des gedehnten Seiles und der potentiellen Energie der gehobenen Masse zusammen. 
Nehmen wir die potentielle Energie des Systems in derjenigen Lage, in der sich die 
Masse im Punkte B befindet (und folglich das Seil nicht gedehnt ist), als Null an, so ist 


1 1 1 
V=-—el+ta?-Pi+ra)= zer Pit+(f— Platzes. (4) 
In der Gleichgewichtslage (d. h. an der Stelle x = 0) muß I 0 sein. Hieraus 
ergibt sich aufs neue die Gleichgewichtsbedingung dz 
N a 
Endgültig folgt: 


Y= a 1% 
2 


Haben wir auf diese Art die Ausdrücke für die kinetische Energie T und die 
potentielle Energie V gefunden und x als verallgemeinerte Koordinate betrachtet, 
so ergibt sich bei Anwendung der Regel von LAGRANGE erneut die Gleichung 


mäitecex=0. (1) 
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Wir erhielten die Gl. (2) für die Eigenfrequenz A, indem wir die Masse des Seiles, 
an dem die Masse aufgehängt ist, vernachlässigten. In Wirklichkeit jedoch besitzt 
das Seil eine gewisse Masse, die als Ganzes an der Bewegung des Systems teilnimmt. 
Wir wollen sehen, wie die Masse des Seiles auf die Eigenfrequenz A einwirkt. Im $134 
wurde bereits darauf hingewiesen, daß jedes System, in dem sich deformierbare 
‚Körper befinden, eine unendliche Anzahl von Freiheitsgraden besitzt. So erscheint 
auch im gegebenen Fall das aus der Last und dem elastischen Seil bestehende System, 
streng genommen, als ein System mit einer unendlichen Anzahl von Freiheitsgraden. 
Ein solches System (wie das in der Theorie der elastischen Schwingungen aufgezeigt 
wird) besitzt nicht mehr eine Eigenfreguenz, sondern eine unendliche Anzahl von Eigen- 
frequenzen. Wenn jedoch die Masse des Seiles klein im Vergleich zu der Masse der 
Last ist, wird eine dieser Frequenzen nahe der Frequenz sein, die durch 


c 
= — 
Mm 


(2) 


\ 


bestimmt wird; alle übrigen Frequenzen aber werden sehr hoch im Vergleich zu dieser 
sein. Wenn wir alle diese hohen und keine praktische Bedeutung besitzenden Fre- 
quenzen vernachlässigen und unsere Aufgabe auf die Anbringung einer Korrektur in 
Gl. (2) bezüglich des Einflusses der Masse des Seiles beschränken, können wir die ge- 
stellte Frage auf folgende einfache Weise lösen. 


Wir stellen uns ein Seil AB im ungedehnten Zustande vor und wählen irgendeinen 
Schnitt des Seiles im Abstand & vom Ende A (Abb. 213). Bei der Dehnung des Seiles 
erhält jeder seiner Schnitte eine gewisse Verrückung auf der x-Achse, die wir mit 
dem Buchstaben « bezeichnen wollen; dabei erhalten die verschiedenen Schnitte, 
allgemein gesagt, verschiedene Verrückungen, so daß die Verrückung u eine Funk- 
tion der Abszisse & ist, die dem betrachteten Schnitt entspricht. Bei einer Schwin- 
gung verändern sich die Verrückungen u außerdem noch im Laufe der Zeit. Folglich 
muß die Verrückung u als eine Funktion der beiden unabhängigen Variablen £ und i 
betrachtet werden: 


u=ul(E,t). 


Die Abhängigkeit u von £ werden wir annähernd aus folgenden Erwägungen 
finden. | 

Wenn das Seil AB masselos wäre, würde es bei einer Bewegung des Systems in 
jedem Augenblick statisch deformiert werden. Tatsächlich müssen nach dem Prinzip 
“von D’ALEMBERT die am Seil angreifenden Kräfte durch die Trägheitskräfte seiner 
Teilchen aufgehoben werden. Wenn wir die Masse des Seiles gleich Null annehmen, 
vernichten wir aber dadurch auch die Trägheitskräfte in seinen Teilchen. Folglich 
müssen sich im Fall eines masselosen Seiles die an demselben angreifenden Kräfte 
untereinander in jedem Augenblick bei der Bewegung des Systems aufheben; das 
bedeutet aber, daß das Seil statisch deformiert wird. 


Bei einer statischen Deformation jedoch ist die Abhängigkeit der Verrückung u 
von der Abszisse & bekannt: u verhält sich zu £, wie die Verrückung des. Seilendes 5 
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sich zu der Länge des Seiles Z verhält. Wenn wir im Auge behalten, daß die Ver- 
rückung des unteren. Seilendes in unserem Fall gleich f + z ist, erhalten wir: 


£. (5) 


Die durch diese Formel ausgedrückte lineare Abhängigkeit u von € ist in Abb. 213 
graphisch dargestellt (wobei die Verrückungen u und / + x vereinbarungsgemäß nicht 
vertikal, sondern horizontal abgetragen sind). Wir erwähnen, daß die Verrückung % 
von der Zeit t'mittels der Koordinate x abhängt. 


In Wirklichkeit besitzt unser Seil eine gewisse Masse, und daher ist die Gl. (5) 
ungenau. Wenn aber die Masse des Seiles im Verhältnis zur Masse der daran auf- 
gehängten Last klein ist, müssen wir erwarten, daß sich der Ausdruck für u wenig 
von den gegebenen Gln. (5) unterscheidet. Wir beschränken uns auf den Fall eines 
verhältnismäßig leichten Seiles und legen die Gl. (5) unseren weiteren annähernden. 
Berechnungen zugrunde. Wir bemerken, daß wir, indem wir diese Gleichung annah- 
men, faktisch unser System inein System mit einem Freiheitsgrade verwandelt haben; 
tatsächlich wird jetzt die Koordinate x nicht nur die Verrückungen der Last be- 
stimmen, sondern nach der Gl. (5) auch noch die Verrückungen eines beliebigen Seil- 
schnittes. 


Wir stellen nun die Differentialgleichung der Bewegung unseres Systems nach 
der Methode von LAGRANGE auf. Wenn wir an die Berechnung der kinetischen 
Energie 7 des Systems herangehen, bemerken wir, daß wir zu der kinetischen Energie 


der Last > mi? die kinetische Energie des Seiles hinzufügen müssen, die wir als 


Summe der kinetischen Energie der einzelnen Seilelemente berechnen. Wir wählen 
ein Element des Seiles von der Länge d& (Abb. 213), seine Masse ist gleich o8d£&, 
wobei o die Dichte des Seilmaterials und $ die Querschnittsfläche ist; da die Geschwin- 
digkeit des gewählten Elementes gleich der Ableitung der Verrückung u nach der Zeit 
ist oder nach der Gl. (5) 


u=-—8 
I 


ergibt sich für die kinetische Energie des Elementes der Ausdruck: 
_ SurdE 2 st &dE 
| U De EN won . 
2° as: 


Folglich wird die kinetische Energie des ganzen Seiles durch das Integral 
I ı 


1 ER I OR 2 
5 fesu Inn & OR ne 


0 0 
ausgedrückt. 


25* 
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Nun ist aber 0.5.1 = m,, wobei m, die Masse des Seiles ist. Somit erhalten wir für 
die kinetische Energie des Seiles den einfachen Ausdruck -— m,?. Addieren wir diese 


Größe zu der kinetischen Energie der Last, so finden wir: 


1 a: 

T = 5; (m + m) s 
Wir gehen zur Berechnung der potentiellen Energie V über und bemerken, daß wir 
zu der Gl. (4) ein Glied hinzufügen müssen, das dem Gewicht des Seiles entspricht. 
Bezeichnen wir das Gewicht des Seiles mit P, und beachten, daß die Verrückung des 
Schwerpunktes des Seiles (aus der von ihm bei dem ungedehnten Seil eingenommenen 


Lage) gleich __(f + a) ist, so finden wir 
L 


1 1 
1 : 1. I. 1 ; 


7 2 
Setzen wir _ =0 für x = 0, so finden wir die Gleichgewichtsgleichung 
x 
1 
cf = P == Dr Pı Z— 0 9 
durch welche die statische Verlängerung f bestimmt wird. Endgültig erhalten wir: 
1 


‚= ze = 


Stellen wir mit den gewonnenen Ausdrücken 7 und V die Differentialgleichung 
der Bewegung von LAGRANGE auf, so finden wir: 


l 
(m tz m)äötceo-0. 


Hieraus ergibt sich für die Eigenfrequenz A die Beziehung: 


C 
WEHR 
2 — —- (6) 
m-+ 3 My 

Ein Vergleich dieses Resultates mit der Gl. (2) führt zu der Schlußfolgerung, daß 
man, wenn man die Eigenfrequenz der Last M unter Berücksichtigung des Einflusses 
der Seilmasse ermitteln will, die Berechnung nach der gewöhnlichen elementaren 
Gl. (2) durchführen kann, wenn man zu der Masse der Last ein Drittel der Masse 

des Seiles hinzufügt. 
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Wir wollen nochmals unterstreichen, daß die Gl. (6), wie aus der Schlußfolgerung 
ersichtlich, eine Näherungsgleichung ist; wir haben diese Gleichung unter der Voraus- 
setzung eines verhältnismäßig leichten Seiles aufgestellt. Jedoch zeigt der Vergleich 
der Gl. (6) mit den Ergebnissen einer genauen Lösung der Aufgabe!, daß sich diese an- 
nähernde Gleichung auch bei verhältnismäßig großen Werten der Seilmasse als hin- 
reichend genau erweist. So erhalten wir z. B. bei m, = m nach der GI. (6) 


C le M 
2=015, A = 0,866 Vz . 
Mm Mm 


Eine genaue Lösung aber ergibt in diesem Fall: 


1 = 0,861 Vz 
mM 


Wie man sieht, beträgt der Fehler bei der Berechnung der 
Größe A, wenn die Masse des Seiles gleich der Masse der Last 
ist, nach der annähernden Gl. (6) noch nicht einmal 1%.. 


Wenn man das elastische Seil durch einen elastischen Stab 
(massiv oder hohl) ersetzt, kann man ein System mit einer Abb. 214 
sehr hohen Eigenfrequenz erhalten. Darauf beruht die Kon- 
struktion von Vibratoren, die als starke Tonquellen verwendet werden (Abb. 214). 
Wir wollen die Gl. (6) zur Berechnung der Eigenfrequenz eines solchen Vibrators 
verwenden. 

Wir nehmen an, daß das Gewicht der Masse M (Abb. 214) P=10 kg ist und die 
Länge des sie tragenden röhrenförmigen Stahlstabes 1 = 60 cm. Die Fläche des 
Stabquerschnittes beträgt S = 2,5 em2; für das Material des Stabes nehmen wir 
den Elastizitätsmodul E = 2,15 x 10° kg/em? an, das spezifische Gewicht ist 
y = 0,0078 kg/cm?. 

Wir ermitteln die Federkonstante 


Gh 


ES 
e= =, = 8,96 . 10% kg/cem 


Ferner finden wir das Gewicht des Stabes: 


P,=y-S-1= 1,17 kg. 
Hieraus folgt 


eg 


— — 2910 1js. 
P+—P, 


Vernachlässigen wir den Einfluß der Stabmasse, so würden wir A = 2960 1/s er- 
halten. 


! Siehe S. P. Timoshenko, „Schwingungsprobleme der Technik‘, Deutsche Ausgabe, Berlin, 1932. 
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S 139. Das Abklingen der Eigenschwingungen unter dem Einfluß von 
Reibungskräften, die proportional der Geschwindigkeit sind. 
Die Dissipationsfunktion 


Bereits im $35 haben wir das Abklingen der Eigensehwingungen studiert, das 
durch die dämpfenden Widerstände hervorgerufen wird. Wir wollen jetzt diese Er- 
scheinung des Abklingens bei den Eigenschwingungen eines materiellen Systems 
betrachten. 

Im $ 35 haben wir die Größe der Widerstandskraft als proportional der Gesehwindig- 
keit des sich bewegenden Punktes vorausgesetzt. Im Fall des Luftwiderstandes oder 
bei Flüssigkeiten ist eine solche Voraussetzung (bei kleinen Bewegungsgeschwindig- 
keiten) völlig annehmbar. Wir wollen hier noch auf einen weiteren Fall 
eines Widerstandes hinweisen, der ein Abklingen der Schwingungen 
eines Systems hervorruft und bei dem die Größe des Widerstandes 
ebenfalls als proportional der Geschwindigkeit angenommen werden 
kann. 

Wir stellen uns ein beliebiges System (z. B. eine Maschine oder An- 
lage) vor, die sich in einem Schwingungszustand befindet. Ein sehr 
wichtiger Faktor, der ein Abklingen von Eigenschwingungen eines 
solchen Systems hervorruft, ist der Umstand, daß die Energie der 

9 Schwingungen über das Fundament in den Boden geht, auf dem die 
5 Maschine oder Anlage steht, und dort zerstreut wird. Wir vereinfachen 
1; 


die Frage und wollen folgendes Schema betrachten: Wir wollen an- 

nehmen, daß sich die Masse M auf dem unendlich langen elastischen 

Abb.215 Stab AB (Abb. 215) befindet und kleine Schwingungen in vertikaler 
Richtung ausführt. Im Stabe werden auch vertikale Schwingungen 

auftreten; diese Schwingungen werden sich längs des Stabes mit einer Geschwindig- 
keit ce nach unten fortpflanzen, die gleich der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Stoßwellen längs des elastischen Stabes ist; im $ 89 haben wir gesehen, daß diese 
Geschwindigkeit durch die Beziehung | 


je 
© persuzi POIZEEIEEEN, 
E 
ausgedrückt wird, wobei E der Elastizitätsmodul, og die Dichte des Materials des 
Stabes ist. 

Beim Ausführen der vertikalen Schwingungen übt die Masse M auf den Stab AB 
außer dem ‚konstanten statischen Druck, der gleich dem Gewicht der Masse M ist, 
auch noch einen gewissen veränderlichen zusätzlichen Druck aus. Wir bezeichnen 


diesen zusätzlichen Druck mit P und die Geschwindigkeit der Masse M (oder des 
oberen Stabendes A) mit v. Im $ 89 war 


du Pe 


dı Ewo' 
wobei er die Geschwindigkeit des oberen Stabendes und » die Fläche des Stab- 
T 
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querschnittes ist!. Wenn wir hier N oy annehmen, erhalten wir für den zusätz- 
lichen Druck P die Beziehung 5 


E Ben 
P= a4 v=wyYEo'v. 


Wie man sieht, ist die Kraft P proportional der Geschwindigkeit der Masse M. 

Dem zusätzlichen Druck P, der von der Masse M auf den sie tragenden Stab aus- 
geübt wird, entspricht die gleiche und entgegengesetzt verlaufende Reaktion des 
Stabes, die an der Masse M angreift. Folglich hat diese Reaktion den Charakter eines 
geschwindigkeitsproportionalen Widerstandes. Wir schließen, daß die hier beschriebene 
Erscheinung (man kann sie das „Ausstrahlen‘“ der Schwingungen längs des unendlich 
langen Stabes AB nennen) vom Auftreten eines Widerstandes begleitet ist, der an 
der Masse angreift, die die Schwingungen „ausstrahlt‘“ und proportional der Ge. 
schwindigkeit dieser Masse ist. 

Wir betrachten jetzt Eigenschwingungen eines Systems mit geschwindigkeits- 
proportionalen Widerständen. 

Wir stellen uns ein System mit einem Freiheitsgrad vor, das aus den materiellen 
Punkten M,, M;,..., M, besteht; die verallgemeinerte Koordinate des Systems 
bezeichnen wir wie bisher mit g. Wir setzen voraus, daß alle Bindungen des Systems 
zeitunabhängig sind und daß am System die Kräfte %,, %» - - - ; %,, die ein Potential 
besitzen, angreifen; die potentielle Energie des Systems bezeichnen wir mit V. Wir 
werden die kleinen Schwingungen des Systems um die stabile Gleichgewichtslage 
9 = O unter der Voraussetzung untersuchen, daß außer den Kräften %, %» - - - » 3 
an den Systempunkten die Widerstandskräfte 9,, 9, . . . , 9, angreifen, die propor- 
tional den Geschwindigkeiten dieser Punkte sind. Wir bezeichnen in Geschwindig- 
keiten der Systempunkte mit U,, U»... , U, und setzen 


H,=k,0, B,=lbÜr,..., H,=1,0n 


wobei k,, ka,..., k, konstante Größen sind. 
Die Differentialgleichung der Bewegung unseres Systems hat die Form 


EEE 10ER LAN m 
i 9g 94 
wobei 7 die kinetische Energie des Systems ist und Q die den Kräften 9,, 9. - ; 
9, entsprechende verallgemeinerte Kraft. 

Wir berechnen zunächst die Größe Q, die wir verallgemeinerie Widersiandskraft 
nennen wollen. 

Dazu benutzen wir die im $ 123 ermittelten Beziehungen (4). Bezeichnen wir die 
Komponenten der Kraft 2 auf den kartesischen Koordinatenachsen mit 7, ,, H;, 


H.,, so ist e n 
eYi 1 Hy, 12; . 
dq 


wobei z,, y; und 2, die kartesischen Ne des Punktes M, sind. 


i2) 


(2) 


1 Diese Gleichung ist im $ 89 unter der Voraussetzung einer konstanten Größe der Kraft P aufgestellt 
worden, man kann sie aber auch auf den Fall eines variablen P verallgemeinern. 
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Wenn wir beachten, daß die Kraft &; ihrer Größe nach gleich k,U,; ist und ent- 
gegengesetzt der Geschwindigkeit U, verläuft, erhalten wir: 

H,= — ki, H,=- kidi; 
Führen wir nun, wie im $ 136, die Verrückungen u 


H,n=—ks;. 
Achsen x, y undz ein, so gilt: 


j d;, w; des Punktes M, auf den 


0 Ki) 0 
u yayırvi mit wi; 


wobei x}, y? und? die Koordinatenwerte in der Gleichgewichtslage des Systems sind. 
Erinnern wir uns der Gl. (12) im $ 136, so finden wir 


z=a+LÖg, 


y=yit+ Mg, 4=24+NÖg. 
Hieraus folgt 


(8) 


H,=—kIWNd, = 


Hy=-kMÖg, H,.=-k,NÖg. (4) 
Setzen wir die Ausdrücke (3) und (4) in die Gl. (2) ein, so erhalten wir endgültig 


ei 


=4 DELLA) + (MO) + (nOP]. 
ii 
Wenn wir der Kürze halber 


'i=n 
Ik (LO): + (MO) + (NO) =k, 
a1 
setzen, erhalten wir 


— kö. (5) 
Also ist die verallgemeinerte Widerstandskraft der verallgemeinerten Geschwindig- 
keit des Systems proportional. 


Wenn wir nun in der Gl. (1) 


ee 
T= —a6:, 


, 1 
5 ae 


(siehe Gln. (2) und (3), $ 136) annehmen und die gewonnene Beziehung für Q ein- 
führen, erhalten wir: 


em —cqg—ki. (6) 
Setzen wir nun noch wie bisher 
C 
rg 7 
| W 
sowie 
k 
_—2», 
ü 
dann erhalten wir endgültig 


Gt+2rdg+Rg=0. 8) 
Dies ist die Differentialgleichung der Bewegung unseres Systems 
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Diese Gleichung unterscheidet sich in nichts von der Differentialgleichung der ab- 
‚klingenden Schwingungen eines materiellen Punktes, die im $ 36 ausführlich unter- 
sucht wurde. Wir weisen betreffs Einzelheiten auf die genannte Stelle hin und 
stellen nur fest, daß ein Integrieren der Gl. (8) im Fall eines kleinen Widerstandes 
(v < A) zu abklingenden Schwingungen führt, die durch die Gleichung 


g=ae-rtsin (YR— »t+ 8) (9) 


bestimmt werden, wobei « und £ beliebige Konstanten sind. Im Fall eines großen 
Widerstandes aber (v > A) nimmt das Integral der Gl. (8) die Form 


q= ae- rt Sin (Yr®— A2t+ B) (10) 
an, was einer aperiodischen Bewegung des Systems entspricht. 

Die Widerstandskräfte rufen, wenn sie eine negative Arbeit leisten, eine ununter- 
brochene Verringerung der Energie des schwingenden Systems hervor. Wir wollen 
die Verringerung der Energie der Schwingungen unseres Systems während des un- 
endlich kleinen Zeitraumes dt berechnen. . 

Durch Multiplikation der Gl. (6) mit g di, erhalten wir: 


(adä+cgg)di= —kardt. 


Andererseits schließen wir unter Berücksichtigung der Ausdrücke für die kine- 
tische und die potentielle Energie des Systems | 


1. \ 
Pazaln Veen 
daß 
at dv d(T+m 
El or ee ug 
ist. 
Folglich gilt 


d(T+V)= —kpedt. 


Dies ist die unendlich kleine Veränderung der Energie des Systems während der 
Zeit dt. 


Wir führen die Bezeichnung 
R= —kg® (11) 
ein. 
Dann haben wir: 
U(T+W)=—2Rdt. 


Hieraus ersieht man, daß die Größe 2R gleich der Verringerung der Energie der 
Schwingungen bezogen auf die Einheit der Zeit ist. Die Größe R heißt Dissipations- 
funktion. 
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Aus den Gleichungen (5) und (11) folgt, daß 


ist. 
Folglich ist die verallgemeinerte Widerstandskraft gleich der negativen Ableitung 
der Dissipationsfunktion nach der verallgemeinerten Geschwindigkeit. 


$ 140. Das Abklingen der Eigenschwingungen unter der Wirkung 
konstanter Reibung. CouLoMBsche Reibung 


Ein wichtiger Faktor, der ein Abklingen von Schwingungen hervorruft, ist die 
Reibung zwischen den einzelnen starren Körpern, die zu einem schwingenden System 
gehören. Die Größe dieser Reibung wird nach dem Gesetz von CouLomg als Produkt 
aus dem Reibungskoeffizienten und der Normalkraft zwischen den sich reibenden 
Körpern bestimmt. 

Den Reibungskoeffizienten kann man mit hinreichender Genauigkeit als konstante 
Größe betrachten. Was die Reaktionen anbetrifft, so kann man im Falle kleiner 
Schwingungen des Systems in erster Annäherung annehmen, daß diese im Bewegungs- 
zustand die gleichen Werte haben wie im Gleichgewichtszustande des Systems. Folg- 
lich kann man die Reibungskräfte als Kräfte betrachten, die der Größe nach konstant 
sind und der Richtung nach entgegengesetzt den Geschwindigkeiten ihrer Angriffs- 
‚punkte wirken. Wir wollen nun den Einfluß soleher Kräfte auf das Abklingen der 
Schwingungen des Systems untersuchen. 

Wir wollen also voraussetzen, daß an den Punkten unseres Systems M,, Ma: :: ; 
M „außer den Kräften %,, 3»: - - , %„, die ein Potential besitzen, die Widerstands- 
kräfte 9,, 92, .. - , 9, angreifen, die der Größe nach konstant sind und entgegen- 
gesetzt den Geschwindigkeiten U,, U, ... , U, dieser Punkte wirken. Die Differential- 
gleichung der Bewegung des Systems hat die Form: 


cÄa=—ceqy+ß: (t) 


wobei Q@ die verallgemeinerte Widerstandskraft ist. Wir berechnen jetzt diese Größe. 
Wie im vorhergehenden Paragraphen werden wir zur Berechnung der verallgemei- 
nerten Kraft Q die Gleichung 


ion Hin Hi, die Komponenten der Kraft 9, auf den karte- 
sischen Koordinatenachsen und z,, y,, 2, die kartesischen Koordinaten des Punktes M, 
sind. Ä 
Da die Kraft 9, entgegengesetzt der Geschwindigkeit WM; ihres Angriffspunktes 
wirkt, gilt 


heranziehen, wobei HZ, H. 


3, 
ei I er: RER 
U; Be 12 Tr, 
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Aus 
zentlg y-ytMÜg, z=at+NÜg (2) 
folgt andererseits: 

dr; 

= Lig, ı — LÜ), 
dq 

| > 

j;—= Mg, Y_ mu, 
dq 
d:>: 

2;= NWG, 2 — NÜ, 

/ v 


DV; Vat+ 3° +2= + 0) (LO + (Min)e + (win), 


und zwar gilt in der letzten Gleichung das obere Vorzeichen, wenn 4 > 0, und das 
untere Vorzeichen, wenn g < 0 (da stets u; > 0 sein muß). 
Somit erhalten wir 


{u 


in}, d«; dy; dz Ban GES EEE ZUR EE TE ETRrT 
= — 3 — [4,— —— +5; — 7 $ H, V{L@)2 + (MW) (NW), (3 
u De laras tan Ha) FUN FREE, © 
wobei das obere Vorzeichen bei g > 0, das untere Vorzeichen aber bei g<0Ogilt. 

Wenn wir hier HZ, = f;N, annehmen (hierin ist f; der Reibungskoeffizient, N, die 
normale Reaktion) und die Bezeichnung 


i=n ESSCHRERN 
K= I N: Y(LÖ) + (MW)® + (NWD)» 
i=1 
einführen, erhalten wir 


O=FK. (4) 
Wir erinnern nochmals daran, daß in dieser Gleichung das obere Vorzeichen dem 


Fallg > O0 entspricht, das untere dem Fallg < 0. 
Auf diese Art erhalten wir die Differentialgleichung der Bewegung unseres Systems 


aÄä=—-cqTFK 
oder 
: K 
r2(oet)=0. (5) 
wobei 42 die frühere Bedeutung 
C 
RB — 
u % 


hat. 

Wir bemerken, daß f; der Reibungskoeffizient des Gleitens ist, und daß in Über- 
einstimmung damit die Gl. (4) bei einer Bewegung des Systems Geltung hat. Wir 
wollen uns noch mit der Größe der verallgemeinerten Reibungskraft im Fall des 
Gleichgewichts des Systems beschäftigen. 
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Wir bezeichnen den Reibungskoeffizienten im Ruhezustand mit f" und sehen, 
daß im Fall. des Ruhezustandes die. Reibungskraft H, beliebige Werte zwischen O 


und fi” N, annehmen kann. Nehmen wir die Gl. (3) und führen die Bezeichnung 


i= 
Bo= I HN, (ri) + (Mine + (Ni) 


ıi= 


jerN 


ein, so schließen wir, daß die verallgemeinerte Reibungskraft im Ruhezustand beliebige 
. Werte zwischen — K, und + K, annehmen kann. Mithin gilt im Fall der Ruhe des 
Systems 

-— K<sQs+Ko.- (6) 


Wir bemerken nun, daß unser System im betrachteten Fall schon nicht mehr nur 
eine Gleichgewichtslage qg = 0 hat, sondern eine unzählige Menge von Gleichgewichts- 
lagen, die ein ganzes Gleichgewichtsgebiet bilden. Wir wollen die Gleichgewichts- 
gleichung des Systems aufschreiben. Setzen wir in der Gl. (1)ä =, so ist 


eg=Q. 


Andererseits erfüllt die verallgemeinerte Reibungskräft in der Gleichgewichtslage 
die Bedingung (6). Hieraus schließen wir, daß in der Gleichgewichtslage des Systems 


= = SqsH - (7) 
gelten muß. 

Folglich wird jedes System, das sich ohne Anfangsgeschwindigkeit in einer Gleich- 
gewichtslage befindet, in der Gleichgewichtslage verbleiben, in der es durch. die 
Reibungskräfte gehalten wird. Die Bedingung (7) wird dabei von g erfüllt und das 
(Grleichgewichtsgebiet unseres Systems dadurch bestimmt. 


Wir wenden uns nun dem Studium der Schwingungen zu, die ein System ausführt, 
wenn es aus der Gleichgewichtslage verschoben wird. 
Wir nehmen an, daß das System in eine Lage gebracht ist, die durch die Koordinate 


9, bestimmt wird, wobei 
® 


K, 
do > — 
c 


ist, und daß es aus dieser Lage ohne Anfangsgeschwindigkeit freigegeben wird. Wir 
wollen zuerst ermitteln, nach welcher Seite hin die Bewegung des Systems beginnt. 

Im Anfangsaugenblick t = O gilt q = 9% d = 0. Wir bezeichnen die Größe 
in diesem Augenblick mit ö, und ermitteln das Vorzeichen dieser Größe. Unter Be- 
achtung, daß der Reibungskoeffizient der Ruhe größer als der Reibungskoeffizient des 
Gleitens ist, d. h. f{" > f,, schließen wir, daß K, > K ist, woraus folgt, daß die ver- 
allgemeinerte Reibungskraft Q unter keiner Bedingung die Größe K, übersteigen 
kann. Folglich haben wir, wenn wir in die Gl. (1) die Zeit i = 0 ansetzen: 


ah — ent! <- Kurs, 
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woraus 
do < 0 
folgt. 


Da wir füri=0,5=0,5=ö, < 0 haben, gilt für Zeitpunkte, die nahe dem an- 
fänglichen sind, 4 < 0. Die Bewegung des Systems beginnt in Richtung abnehmen- 
der Werte vong. 


Hieraus folgt, daB wir im ersten Stadium der Bewegung das untere Vorzeichen in 
der Gl. (5) annehmen müssen; das erste Bewegungsstadium des Systems wird durch 


die Differentialgleichung 

.. K 

d-+ »(.- e)-: 
bestimmt. 


Integrieren wir diese Gleichung, so erhalten wir 
K 
g= — + (1608 At + (,sinÄt, 
C 


wobei C, und C, beliebige Konstanten sind. Bestimmen wir diese Konstanten aus 
den Anfangsbedingungen (q = 9, d = 0 beit = 0), so finden wir: 


und damit 
K K 
rn E)onaı “ 
C : C 


Diese Gleichung hat nur solange Gültigheit, solange g < O ist; sie verliert ihre 
Gültigkeit in dem Augenblick, in dem g zum erstenmal Null wird. Da 


K 
j= -l0- ai At 
C 


ist, geschieht das zum erstenmal im Augenblick 


=. 

Wie sich das System nach dem Augenblick ti, bewegt, bedarf einer besonderen 
Untersuchung. Wir werden diese Untersuchung vereinfachen, indem wir die Ver- 
änderung der Koordinate q im Laufe der Zeit graphisch darstellen. Wir tragen die 
Zeit i auf der Abszissenachse ab, die Koordinate qg dagegen auf der Ordinaten- 


achse (Abb. 216). Wir ziehen die m. Geraden g= + — und gy=— 2 
C 


und die Geraden q = + und = ‚ die das Glälöhgewihhiägsbiei des 
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Systems begrenzen. Als Bewegungskurve des Systems vom Augenblick {=0 bis 
i=h = — erscheint der Bogen AB der Cosinusfunktion; dieser Bogen ist in bezug 
auf die Abszissenachse um die Größe » nach oben verschoben; die Achse der Be- 
wegungskurve ist die Gerade q = = 


Wir wollen die Ordinate des Punktes B ermitteln, d. h. den Wert q, der Koordinate q 
im Augenblick = t,. Nehmen wirg = g, in der Gl. (8) an, so gilt: 


K | K 2 ”) 

dı = — 7 (9 7 —)= (ge 7) 
C C 
Somit hat die Koordinate g nach 
Beendigung der ersten Schwingung 


einen Wert, der zahlenmäßig um die 
? 2 . [} 
Größe we kleiner ist als der ur- 


C 
sprüngliche Wert g9,. Im weiteren 
können zwei Fälle auftreten: 
1. Der Punkt B liegt innerhalb 
des Gleichgewichtsgebietes, d.h. 


oder 
Abb. 216 K Eo+2K 


‘Das System wird, da es sich innerhalb des Gleichgewichtsgebietes (mit der 
Geschwindigkeit Null) befindet, im Gleichgewichtszustande bleiben. Die Schwin- 
gungen des Systems sind nach der ersten Schwingung beendet. 


2. Der Punkt B liegt außerhalb des Gleichgewichtsgebietes, d. h. 


Ko 
a aan 
C 
oder 


9 > 
c 

Es folgt in diesem Falle auf die erste Schwingung eine zweite Schwingung. Ganz 
ebenso wie wir weiter oben das Vorzeichen des anfänglichen Wertes der verallgemei- 
nerten Beschleunigung ö, im Augenblick # = 0 bestimmt haben, d. h. am Anfang der 
ersten Schwingung, werden wir nun das Vorzeichen des anfänglichen Wertes ö, 
derselben verallgemeinerten Beschleunigung am Anfang der zweiten Schwingung er- 
mitteln. Wenden wir die Gleichung (1) auf den Zeitpunkt t, an, so erhalten wir: 


ah cent. 
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Wenn wir beachten, daß Q > — K,ist, finden wir 


ad, > Ko +9>0, 
woraus 
ar > 
folgt. 
Also beginnt die zweite Schwingung nach der Seite zunehmender Werte von qg. Im 
Laufe dieser zweiten Schwingung ist g > 0, und folglich müssen wir in der Gl. (5) das 
obere Vorzeichen wählen. Folglich gilt für die zweite Schwingung die Gleichung 


K 


Integrieren wir, so ergibt sich: 
K [7 
qg=— — + D,eosit-+ D;,sin At, 
C 


wobei D, und D, neue willkürliche Konstanten sind, die einer Bestimmung aus den 
Anfangsbedingungen der zweiten Schwingung (g = q,, g = 0 bei t = t,) unterliegen. 
In der graphischen Darstellung (Abb. 216) entspricht der zweiten Schwingung der 


zweite Zweig BO der Cosinusfunktion, der als Achse die Gerade qg = — == hat. 
C 


Im Augenblick = t, = = endet die zweite Schwingung. Jetzt sind wiederum zwei 


Fälle möglich. Wenn sich der Punkt C innerhalb des Gleichgewichtsgebietes befindet 
(wie in der Abb. 216 dargestellt), hören die Schwingungen im Augenblick i = t, 
auf, und das System ist im Gleichgewichtszustand. Wenn es sich jedoch zeigt, 


daß der Punkt C oberhalb der Geraden qg = Ka liegt, beginnt nach Beendigung der 
C 


zweiten Schwingung die dritte Schwingung nach der Seite abnehmender q-Werte usw. 
Aus dem Dargelegten folgt, daß sich das Abklingen der Schwingungen, das durch 
konstante Reibung hervorgerufen wird, wesentlich von dem Abklingen unter der 
Wirkung von geschwindigkeitsproportionalen Widerständen unterscheidet. 
Wir sehen, daß sich bei jeder Schwingung die Schwingungsamplitude der Koordi- 


nate q um die konstante Größe z verringert. Das bedeutet, daß sich bei der Wirkung 
. C 


einer konstanten Reibung die Schwingungsamplitude in arithmetischer Folge ver- 
ringert. Indessen haben wir im Fall von Widerständen, die geschwindigkeits- 
proportional sind, wie das aus der Gl. (9), $ 139, zu ersehen ist, eine Verringerung der 
Amplituden in geometrischer Folge. 

Andererseits ist der Abklingungsprozeß der Schwingungen bei Wirkung einer 
konstanten Reibung näch einer endlichen Anzahl von Schwingungen beendet. Bei ge- 
schwindigkeitsproportionalen Widerständen aber dauert dieser Prozeß, theoretisch 
gesprochen, unendlich lange. 
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Wir vermerken auch die bereits bei der dargelegten Analyse zutage getretene 
Schwierigkeit, die durch das doppelte Vorzeichen in der Gl. (5) hervorgerufen ist. 
Dieser Umstand zwingt dazu, jede Schwingung des Systems einzeln zu betrachten, 
indem für jede Schwingung die entsprechende Differentialgleichung integriert wird 
‚und jedesmal die Integrationskonstanten aus den Anfangsbedingungen der ent- 
sprechenden Schwingung bestimmt werden. Es ist unmöglich, alle Schwingungen in 
einer Gleichung zusammenzufassen. In dieser Beziehung ist der Bewegungsvorgang 
bei Vorhandensein geschwindigkeitsproportionaler Reibung bedeutend einfacher. Das 
ist der Grund, weshalb bei einer theoretischen Untersuchung, bei der die Erscheinung 


Abb. 217 


des Abklingens von Schwingungen eines Systems untersucht werden soll, gewöhnlich 
die Voraussetzung gemacht wird, daß den Geschwindigkeiten der Systempunkte pro- 
portionale Widerstände vorhanden sind. 

Zum Abschluß dieses Paragraphen führen wir zur Erläuterung eine kleine Berech- 
nung an. 

In der Abb. 217 ist die Aufzeichnung der Eigenschwingungen eines Vibrographen 
dargestellt. Man sieht, daß die Schwingungen des Apparates nach sechs Ausschlägen 
aufhören. Die Schwingungsamplitude der schreibenden Spitze hat nach jedem Aus- 
schlag folgende Werte (in mm): 


= 15, +2, #93, #6, 3; 0; 


Wie man sieht, verringern sich diese Amplituden in arithmetischer Progression: Bei 
jeder Schwingung verringert sich die Amplitude um 3 mm. 

Hieraus können wir schließen, daß das Abklingen der Schwingungen des betrach- 
teten Apparates durch die konstante Reibung in seinen Gelenken hervorgerufen wird. 
Wir stellen fest, daß | 

2K 


e 


= 3mm 


ist, wobei X die auf die schreibende Spitze reduzierte Reibung und c die Feder- 
konstante ist (gleichfalls auf die schreibende Spitze reduziert). 

Die Schwingungsdauer r einer Periode der Eigenschwingungen des Apparates 
(d. h. die Zeit einer vollen Schwingung) ist gleich 0,92 s. Hieraus finden wir die Eigen- 
frequenz des Apparates: 
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Da c = 2a ist, gilt 


3 
4 Re 
C 2 2 


Die Größe a (die Masse des auf die schreibende Spitze reduzierten Apparates) 
können wir errechnen, wenn wir die Konstruktion des Apparates und die Abmessungen 
sowie das Gewicht seiner Teile kennen. Ist die Größe a bekannt, so findet man aus 
der soeben aufgeschriebenen Wechselbeziehung die auf die schreibende Spitze redu- 
zierte Reibungskrait K. 


S 141. Die erzwungenen Sehwingungen 


Wir gehen nun zur Betrachtung der erzwungenen Schwingungen unseres Systems 
über. Wir werden voraussetzen, daß an den Punkten unseres Systems außer den 
Kräften %;% - - - ; %, die ein Potential besitzen, auch noch die Kräfte ©,, ©, .. - ; 
S, angreifen, die sich im Laufe der Zeit nach einem vorgegebenen Gesetz ver- 
ändern; diese Kräfte werden wir Erregerkräfte nennen; der größeren Allgemeingültig- 
keit wegen wollen wir auch die Widerstandskräfte 9, 92, -.., 9, in Betracht 
ziehen, die wir als geschwindigkeitsproportional ansehen werden. 

Die Differentialgleichung der Bewegung unseres Systems hat dann die Form 


aÄä=—cgq—kö+sS, (1) 
wobei 8 die verallgemeinerte Erregerkraft ist. Wir wollen diese Größe berechnen. 


Es gilt: ’ ; } 
m x Yı ®i 


wobei 8; 2, 8; ,, S;, die Komponenten der Kräfte ©; auf den kartesischen Koordinaten- 
achsen und «,, y;, 2; die kartesischen Koordinaten des Angriffspunktes dieser Kraft 
sind. 

Beachten wir die Gln. (3), $ 139, so erhalten wir 


v=n 
S- > (LÜ) rs Mi) Sy + NÜ) Ss): 
i=1 
Wir setzen voraus, daß sich die Erregerkräfte S©,, ©, .. ., ©, im Laufe der Zeit 
sowohl der Größe als auch der Richtung nach gemäß einem vorgegebenen Gesetz 
verändern; hieraus folgt, daß die Komponenten dieser Kräfte 9, „, S; „, Si, vorgegebene 
Zeitfunktionen sind. In einem solchen Falle ist die verallgemeinerte Kraft S, die 
durch die soeben aufgeschriebene Gleichung bestimmt wird, eine vorgegebene Zeit- 
funktion: 


S=S({t). 
Dividieren wir die Gl. (1) durch a und führen die früheren Bezeichnungen 
C k 
Anzet.n, 2 = — 
a e) 
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ein, so erhalten wir endgültig 


1 
Ira U SS): 2) 


Beim Integrieren dieser Gleichung wenden wir die Methode der yaranıın der 
Konstanten an. Die homogene Gleichung 


d+2vd + Mg 0 


hat folgendes allgemeine Integral (wir setzen den Fall des kleinen Widerstandes » < A 
voraus): | 


q= e—"t(Acos Yr— » v®t+ Bsin Var» v2), 


wobei A und B willkürliche Konstanten sind. 
Wir führen die Bezeichnung 
re = Var» 
ein. 
Dann ist 
g=e?!(AcosA,t+ Bsin Al). (3) 


Nun suchen wir das allgemeine Integral der inhomogenen Gl. (2) in der Form (3), 
indem wir A und B als zu bestimmende Zeitfunktionen betrachten. Unter dieser Vor- 
aussetzung erhalten wir: 


g= evtl — v(A cos A,t+ Bsin A,t)+ A,(— Asin A)6+ Bcos A, ) 
+ AcosA,t+ Bsin Autt. 
Wenn wir den gesuchten Funktionen A und B die Bedingung 


AcosA,t+ BsinA,t= 0 (4) 
auferlegen, ergibt sich 
dert! — »(Acos Aıt+ Bsin A,t) + A,(— Asin A,t+ BeosA, lt. (8) 
Ferner gilt: 
= e tl (12 — 2)(AcosA,i + Bsin At) 
— 2» A, (— AsinA,t+ BeosA,t)+ A,(— Asin At + Becos Ad)r. 9 


Setzen wir die Ausdrücke (3), (5) und (6) der Größen g, d und ö in die Gl. (2) ı ein, 
so finden wir 
vi 


TRUE (2) 


a4, 


— Asin At + BeosA,t= 
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Also haben wir zur Bestimmung der Funktionen A und B die Gl. (4) und (”). 
Lösen wir diese Gleichung nach A und B auf, so folgt: 


R 
A=— fer s(e)sina,tdr+Q,, 
0410 
t 
B= Ser s (z) cos Anrdr + Q;- 


Afıy 
Hierin sind C, und ©, beliebige Konstanten; mit dem Buchstaben r ist die Inte- 
grationsvariable bezeichnet, die in den Grenzen von O bis t genommen wird. Setzen 
wir diese Beziehungen für A und Bin (3) ein, so erhalten wir: 


g= et(C,)cosä,t + O,sinAyt) 
evt 


t t 
+ 1 Isin A,t[ er" S(r)cos A, rdr— cosA,t[e" S(r)sin A, rdrt. 
@ s ' 


1 0 


Dieses Resultat kann man in anderer Form darstellen, wenn man beachtet, daß 
die von unabhängigen Faktoren e-! siny,tunde-+! cos A,t unter das entsprechende 
Integral gezogen werden können. Endgültig erhalten wir 


q=e?t(C,cos A,t+ CzsinA,d)+ 


| 
fert—9s(h)sinaft— dr. (8) 


ah, 


Setzen wir dieses Resultat in die Gln. (12), $ 136, ein, so erhalten wir Ausdrücke 
derselben Form für die Verrückungen u,, v,, w;. 

Das erste Glied in der Gl. (8) entspricht den Eigenschwingungen des Systems, welche 
stets die erzwungenen Schwingungen begleiten. Das zweite Glied ergibt die erzwunge- 
nen Schwingungen, die durch die Wirkung der Erregerkräfte hervorgerufen werden. 

Wenn in einem System die Widerstände fehlen, d. h., wenn » = 0 ist, nimmt die 
Gl. (8) folgende Form an: 


| i. 2 
q= CycosAt + Czsin at + —— [8 (T)sinA(i— ddr. (9) 

ang 
Die willkürlichen Konstanten C, und CO, in dieser Gleichung sowie auch Gl. (8) 
müssen aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden, d. h. aus den ursprüng- 


lichen Werteng = 9, d = beit = (0. Wir bestimmen jetzt die Konstanten der 
Gl. (9). Differenzieren wir nach der Zeit, so ist 


1/[ 
d—= — ACysinAt + ACzeosAt + — [ S(r)cosA(t— r)dt. 
a 0 
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‚Setzen wir hier und in (9) # = 0, so erhalten wir: 
o=(h: Go= Al,. 


Wir führen die hieraus folgenden Werte für ©, und C, in die Gl. (9) ein und erhalten 
ö | 
g= geosAt + — sin At + — [S(r)sinAlt— T)dr. 
4 ak, 


Hierin entspricht das letzte Glied der Gleichung der Bewegung des Systems unter 
der Wirkung der angreifenden Erregerkräfte; die Bewegung beginnt aus dem Gleich- 
gewichtszustand (g, = 0) ohne Anfangsgeschwindigkeit (d, = 0). Die ersten beiden 
Glieder stellen die Eigenschwingungen dar, die von der Anfangslage des Systems 
und dessen Anfangsgeschwindigkeiten abhängen. 


8 142. Der Fall einer periodischen Erregerkraft. Die Resonanz 


Besonders häufig begegnet man in der Praxis einem Spezialfall von besonderer 
Bedeutung: Die verallgemeinerte Erregerkraft $ verändert sich im Laufe der Zeit 
periodisch. In diesem Falle kann man zum Integrieren der Gl. (2), $ 141, ein anderes 
Verfahren anwenden. Das gemeinte Verfahren gründet sich auf die harmonische 


Ss 


Abb. 218 


Analyse der periodischen Funktion $ = $ (t), d. h. auf die Zerlegung dieser Funktion 
in eine FouRiErR-Reihe. Nehmen wir an, daß die graphische Darstellung der Funktion 
$=s(t) die in Abb. 218 dargestellte Form hat. Wir bezeichnen die Periode dieser 
Funktion mit T (Abb. 218); die Größe 


P= 


nennen wir die Grundfrequenz der Veränderung der Kraft $S. Wie bekannt, kann die 
Funktion $ = S (f) in die Reihe 


n = 00 
S=S+ 2, (A)cosnpt+ B „sinnpt) (1) 
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zerlegt werden, wobei 8,, A, und B,, konstante Größen sind. Die Größe 8, ist der 
Mittelwert der Funktion $ und wird durch die Beziehung 


Das Glied Ä 
A„cosnpt-+ B„Sinnpti 


heißt die n-te harmonische Komponente oder n-te harmonische periodische Funktion von 
S$ ($); die Zerlegung dieser Funktion in die Reihe (1) heißt harmonische Analyse der 
Funktion 8 (t). 


Nehmen wir 
4, —— KK; sin Yn: 
B„= K„°08y, 
an, woraus 
Kr E YA: + B, 
und 


N 


t zu 
EY’n B, 


folgt, so können wir der Zerlegung (1) folgende Form geben: 


= 00 


n 
S=8+t D K„sin(npt+y,). 
n=1 


Die Konstanten K,, und y, heißen Amplitude und Anfangsphase der n-ten harmo- 
nischen Funktion $ (t). 

Eine Berechnung nach den Gln. (2) und (3) führt nur in seltenen Fällen (bei einer 
besonders einfachen Form der Funktion $ (t)) zu genauen Werten der Konstanten $,, 
A, und B,;in den meisten Fällen muß man sich mit deren angenäherten Werten zu- 
frieden geben, wobei man zu ihrer Bestimmung verschiedenartige Verfahren der an- 
nähernden harmonischen Analyse anwendet. Wir gehen auf keine Einzelheiten dieser 
Frage ein, sondern verweisen den Leser auf die entsprechende Literatur. Wir wollen 
nur erwähnen, daß in diesem Fall auch spezielle Apparate, genannt „harmonische 
Analysatoren‘“ (Analysator von MADER, von HENRICI U. a.) von großem Nutzen sein 
können; diese Analysatoren geben automatisch die Werte der Koeffizienten A, und 
B, für eine größere oder kleinere Anzahl der ersten harmonischen Komponenten der 
zu analysierenden Funktion an. | 
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Wir wollen annehmen, daß die harmonische Analyse unserer periodischen Erreger- 
kraft $ auf diese oder jene Art durchgeführt ist, d. h., daß die Konstanten $,, A, und 
5, der Gl. (1) ermittelt sind. Setzen wir diese Zerlegungsformel in den rechten Teil 
der Gl. (2), $ 141, ein, so ergibt sich 


S , 17r=0© 
+ Vi Rg=- — + — >, (Ancosnpt+ B„sinnpt). (4) 


d n=1 


Die allgemeine Lösung dieser Gleichung setzt sich aus einer beliebigen Partikulär- 
lösung und der Lösung der entsprechenden homogenen Gleichung zusammen. Was die 
homogene Gleichung 

ä+2vg + M2g=0 


anbetrifft, so ist uns ihre Lösung bereits bekannt. Für den Fall eines kleinen Wider- 
standes (» < A) hat sie die Form 


q= xe-rtsin (Ya — vet-+ ß) 


wobei « und ß beliebige Konstanten sind. 


Nun ist nur noch irgendeine Partikulärlösung der Gl. (4) zu finden. Wir werden 
diese Partikulärlösung i in Form der Fourızr-Reihe 


n= 


g=%+ (c„eosnpt + b„sinnpt) (5) 


n=1 


suchen, wobei g,, @, und b, unbestimmte Koeffizienten sind, die bestimmt werden 
müssen. Setzen wir diesen Ausdruck für q in die Gl. (4) ein, so erhalten wir 


n=00,. | 
2.+ 3 [ld np%)a, +2vnpb„|eosnpt 
+ [(A?— n?p2)b, — 2v npa,]sinnpt} 
a 
= —+— 3 (A„cosnpt+ B„sinnp!). 
Die linke Seite dieser Gleichung ist in dem Falle der rechten Seite identisch, wenn 
$ 
#q= -_ ) 
a 
An 
(A? — n?p?)a, + 2vnpbn= —; 
a 
(A? — n?p?) b,— 2vnpan = — 


ist. 
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Hieraus erhalten wir: 


ee ar 
22 —n2p2) A, — 2vnpB 
„ee ern (6) 


a[(®— np) +4rmp) - 
(12 — n2p2)B,+2vnpA, 
n [(2 ER n? p2)? Sie Ayan2p?) 


Fügen wir zu der Partikulärlösung (5) die Lösung der homogenen Gleichung hinzu, 
so erhalten wir die allgemeine Lösung der Gl. (4): 


n= 00 SEEN 
a=n+ 3; (a„cosnpt+ b„sin npt)+ «e-?tsin (Ya — y2t + ß) , (7) 


n=1 


wobei «, ß beliebige Konstanten sind, und g,, «,, b, durch die Gleichungen (6) be- 
stimmt sind. | 


Das Glied q, bezeichnet die konstante Abweichung des Systems von seiner Gleich- 
gewichtslage; diese Abweichung wird durch die Wirkung des Mittelwertes der Er- 
regerkraft $, hervorgerufen. Die in der Gl. (7) an zweiter Stelle stehende unendliche 
Reihe entspricht den periodischen Schwingungen mit der Frequenz p, die in einzelne 
harmonische Komponenten zerlegt sind; dies sind erzwungene Schwingungen, die 
durch die Wirkung der sich periodisch verändernden Erregerkraft hervorgerufen wer- 
den. Diesen erzwungenen Schwingungen werden abklingende Eigenschwingungen des 
Systems überlagert, denen das letzte Glied in der Gl. (7) entspricht. 


Wie aus dieser Gleichung ersichtlich ist, ruft jede harmonische Komponente im Aus- 
druck der verallgemeinerten Erregerkraft $ die entsprechenden ‚harmonischen 
Schwingungen des Systems hervor; durch Überlagerung bilden diese harmonischen 
Schwingungen eine zusammengesetzte erzwungene schwingende Bewegung des 
Systems. 3 


Wir wollen uns mit dem Spezialfall: beschäftigen, in dem die Eigenfrequenz des 
Systems 4 gleich der Frequenz einer der harmonischen Komponenten der Erregerkraft 
ist. Wir setzen voraus, daß die Eigenfrequenz A gleich der Frequenz der i-ten harmo- 
nischen Komponente der Erregerkraft ist, d. h., daß 


A=19 
ist, wobei v eine ganze Zahl ist. 
Nach den Gin. (6) gilt: 
B; B; 
a; ie — $) 
2yıpa ZvyAa 
4 
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Folglich wird die ?-te harmonische Komponente im Ausdruck der erzwungenen 

Schwingungen folgende Form haben: 

| — B;cosAt + A;sin At 
g=0;008tVpt. + b;sinipt= ———  , 
Zyla 
Substituieren wir hier 
| 4; = K;siny;, i = Ki60sy;, 
so erhalten wir 


i 


ze: cos(At+y;) 


2yia 


K; Ä 7 
= in[At-+yv;— —|. S' 
1 | ri 3 (8) 


Hieraus ersieht man, daß die Amplitude der i-ten harmonisehen Komponente im 
Ausdruck der Koordinate q um so größer sein wird, je kleiner der Dämpfungs- 
- koeffizient » ist. Bei einem kleinen Widerstand und bei einem nicht zu kleinen 
Wert der Amplitude der s-ten harmonischen Komponente der Erregerkraft K, kann 
sich die Amplitude 


oder 


Ki 
2Zyia 


als sehr bedeutend erweisen. Wir haben es hier mit der Erscheinung der Resonanz zutun. 

Wie wir sehen, tritt die Erscheinung der Resonanz in allen den Fällen ein, in denen 
die Eigenfrequenz des Systems A gleich der Frequenz einer der harmonischen Kompo- 
nenten der Erregerkraft ist, d. h., wenn 


A=ip 


ist, wobei ©=1, 2, 3,... ist. Mit anderen Worten, wir haben die Erscheinung 
der Resonanz bei allen Werten der Frequenz p der Erregerkraft, die durch die Be- 
ziehung 


ee 


gegeben sind. Hierin ist 7 eine ganze Zahl. 

Alle diese Werte der Frequenz p heißen kritische Frequenzen der Erregerkraft. 

Bei p = A wird die Resonanz durch die erste harmonische Komponente der Er- 
regerkraft hervorgerufen; in diesem Fall sprechen wir von einer Resonanz erster Ord- 


nung. Bei p = A tritt die zweite harmonische Komponente der Erregerkraft in die 
v2 8 


Resonanz, wir haben eine Resonanz zweiter Ordnung usw. 

Theoretisch gesprochen, ist die Anzahl der kritischen Frequenzen p, bei denen die 
Erscheinung der Resonanz auftritt, unendlich groß. Man muß jedoch im Auge be- 
halten, daß die Amplituden X, der entsprechenden harmonischen Komponenten der 
Erregerkraft bei großen Werten i gewöhnlich sehr klein sind. Infolgedessen sind ge- 
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'wöhnlich nur die Resonanzen der ersten Ordnungen scharf ausgeprägt; in der Praxis 
braucht man nur mit diesen Resonanzen zu rechnen. Bemerkenswert ist, daß die 
Resonanz derjenigen Ordnung fehlen wird, deren harmonische Komponente bei der 
Zerlegung der Erregerkraft fehlt. Wenn z. B. K, = Oist, werden wir bei der kritischen 


Mr | 
Frequenz p = n keine Resonanz haben. 


Die erzwungenen Schwingungen, die unter den Bedingungen der Resonanz entstehen, 
d. h. bei einer der kritischen Frequenzen der Erregerkraft, heißen Resonanzschwin- 
gungen. Wir nennen die Resonanzschwingung, die bei der »-ten kritischen Frequenz 


2 a 
» = — der Erregerkrait entsteht, die Resonanzschwingung :-ter Ordnung und nehmen 
% 


an, daß unser System eine Resonanzschwingung :-ter Ordnung ausführt. 

Wenn der Dämpfungskoeffizient » hinreichend klein und die Amplitude der 
i-ten harmonischen Komponente der Erregerkraft X, nicht zu klein ist (d. h., wenn wir 
es mit einer scharf ausgeprägten Resonanz zu tun haben), wird die Amplitude 


R; 
2vAa 


der :-ten harmonischen Komponente in der Zerlegung der Koordinate q die Amplitude 
aller übrigen harmonischen Komponenten in dieser Zerlegung bedeutend übersteigen. 
Wenn wir in der Gl. (7) alle harmonischen Komponenten außer der i-ten vernach- 
lässigen und in dieser Gleichung auch das Glied vernachlässigen, das den abklingenden 
Eigenschwingungen (deren Amplitude nach Ablauf einer gewissen Zeit unbedeutend 
wird) entspricht, kommen wir zu der Gl. (8). Hieraus folgt, daß man die Gl. (8) als 
eine Näherungsgleichung der Resonanzschwingung :-ter Ordnung ansehen kann. 
Wenn also die Resonanz hinreichend scharf ausgeprägt ist, dann sind die Resonanz- 
schwingungen annähernd harmonisch. Ihre Frequenz ist gleich der Eigenfrequenz A; 
ihre Amplitude ist proportional der Amplitude der entsprechenden harmonischen 
Komponente in der Zerlegung der Erregerkraft; die Phase eilt dieser harmonischen 


RE 
Komponente um m hinterher. 


Zum Abschluß dieses Paragraphen bemerken wir, daß man in den Gln. (6) die 
Glieder, die den Dämpfungskoeffizienten » enthalten (wir setzen den Widerstand 
als hinreichend klein voraus), vernachlässigen kann, wenn wir es mit erzwungenen 
Schwingungen unter Bedingungen zu tun haben, die hinreichend weit von der Reso- 
‘nanz entfernt sind. | 

Auf diese Art erhalten wir die angenäherten Beziehungen 


B, 
a(d® — np“) 


4, 


[47 n. 


‘oder, wenn wir a4? = c setzen, 
A | B 


rn 
n 2y2\ n 2m2\ 
Fe 
22 22 
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Setzen wir dies in die Gl. (7) ein und vernachlässigen die abklingenden EFigen- 
schwingungen, so ergibt sich 


So, 170 A,cosnpt+ B„sinnpt 
ee En, co) 
= 


Wir sehen, daß bei einer statischen Wirkung der Erregerkraft S (d. h. unter der 
Voraussetzung, daß sich die am System angreifenden Kräfte in jedem gegebenen 
Augenblick gegenseitig aufheben) die Beziehung 


0=—ceg+S 
Gültigkeit hat. 
Diese Gleichung ergibt sich aus der Gl. (1), $ 141, wenn man in der letzteren 
g=ö = setzt. 
Folglich hätten wir bei einer statischen Wirkung der Kraft $: 


Sr ® een 
jean >, (A„necosnpt+ B„sinnpt). 
C cC n=1i 
Vergleichen wir dieses Resultat mit der Gl. (10), so sehen wir, daß die einzelnen 
harmonischen Komponenten in der Zerlegung dieser Kraft bei einer dynamischen 
Wirkung der Erregerkraft eine größere oder kleinere Bedeutung je nach der Größe 
des Faktors 
1 
2 (0m 
12 


‘erhalten. 

Dieser Faktor erhält die Bezeichnung ‚dynamischer Koeffizient‘“. Wie wir sehen, 
entspricht in der Zerlegung der Erregerkraft jeder harmonischen Komponente ein: 
eigener dynamischer Koeffizvent. 

Wir erinnern nochmals daran, daß die Gl. (10) nur unter solchen Bedingungen 
Gültigkeit hat, die hinreichend weit von der Resonanz entiernt sind. 


S 143. Der Indikator 


Im Beispiel 12, $ 38, stellten wir die Differentialgleichung der Bewegung des be- 
weglichen Teiles eines Indikators auf.und benutzten diese Gleichung zur Abschätzung 
des Fehlers der Aufzeichnungen dieses Apparates. Dabei setzten wir. voraus, daß 
sich der Druck p im Zylinder der Maschine im Laufe der Zeit nach dem einfachen 
Gesetz einer Sinusfunktion verändert. Natürlich ist diese Voraussetzung weit ent- 
fernt von der Wirklichkeit; tatsächlich verändert sich der Druck im Zylinder der 
Maschine periodisch nach einem viel komplizierteren Gesetz. In diesem Paragraphen 
werden wir von neuem die Frage nach der Fehlerhaftigkeit der Aufzeichnungen des 
Indikators stellen, unter Berücksichtigung der tatsächlichen Veränderung des Druckes 
im Zylinder. 
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Im 838 wurde bereits klargestellt, daß es zur Bestimmung der Abhängigkeit 
zwischen dem Druck im Zylinder und den Aufzeichnungen des Apparates, die auf dem 
Indikatordiagramm registriert sind, notwendig ist, die Bewegung des beweglichen 
Teiles des Indikators näher zu untersuchen. Wir wollen 


die Differentialgleichung der Bewegung des beweg- W4 
lichen Teiles AB des Indikators (Abb. 219) aufstellen, 
indem wir diesen Teil als materiellen Punkt betrachten (ig 
(und die Masse der Feder vernachlässigen). An unserem 
materiellen Punkt (wir bezeichnen ihn mit M, Abb. 220) M 


greifen drei Kräfte an: die Schwerkraft ®, die Dampf- 
oder Gaskraft S und die elastische Reaktion der zu- 
sammengedrückten Feder.%. Bezeichnen wir die Fläche 2 
des kleinen Indikatorkolbens mit o und den Arbeits- 
druck des Dampfes oder Gases auf 1 em? mit p, so güt: ß FE 


$S=0'P2. 

Der Druck p verändert sich periodisch im Laufe der 0 
Zeit. In einer Dampfmaschine oder einem Zweitakt- r 
motor ist die Periode 7 dieser Veränderungen gleich C 
der Zeit einer vollen Umdrehung der Maschinenhaupt- A 

welle; in einem Viertaktmotor ist diese Periode gleich pp. 919 Abb. 220 
der Zeit von zwei vollen Umdrehungen der Hauptwelle. | 


Wir wollen uns mit dem Fall eines Viertaktmotors beschäftigen. Setzen wir die 
Rotation der Hauptwelle des Motors als gleichförmig voraus und bezeichnen die 
Winkelgeschwindigkeit dieser Rotation mit o, so gilt To = 4, woraus 


Be 


143) 
folgt. 
Folglich ist die Grundfrequenz der Druckveränderungen im Fall eines Viertakt- 
motors gleich 


für einen Zweitaktmotor ist diese Frequenz gleich o. 


Hieraus folgt, daß im Fall eines Viertaktmotors die Zerlegung des Druckes p in 
eine FouRIER-Reihe die Form 


n=009 


v=m+ 2 ‚(men ger Dasnnz.) (1) 


hat, wobei p, (mittlerer Druck), ©, und D, konstante Größen sind. 


In Abb. 221 ist eine graphische Darstellung des Druckes » für einen Viertaktmotor 
zegeben; auf der horizontalen Achse sind die Werte der Größe ot (des Drehwinkels 
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der Welle), auf der vertikalen Achse die entsprechenden Werte des Druckes p ab- 
getragen. In der Tabelle 12 sind die Werte des mittleren Druckes p, und auch die 
Werte der Koeffizienten C,, und D, (in kg/em?) bis zur neunten harmonischen Kompo- 
nente angegeben. | 

Wir gehen nun zur Aufstellung der Differentialgleichung der Bewegung des beweg- 
lichen Indikatorteiles über. Wir bezeichnen die Lage des Punktes M, die der entspann- 
ten Feder entspricht, mit dem Buchstaben © (Abb. 220) und mit dem Buchstaben O 


P kg/cm“ 
40 
30 
20 
70 
z 4IT OIL 
Abb. 221 


jene Gleichgewichtslage, in der sich der Punkt M bei einem konstanten mittleren 
Druck p, Im Zylinder befinden würde. Bezeichnen wir OM mit x und wählen die 
positive Richtung nach oben, so haben wir die Differentialgleichung der Bewegung 


mä=S8—- P-—-F, 


wobei m die Masse des beweglichen Indikatorteiles ist. 

Wir bezeichnen mit / die Zusammendrückung der Feder in der statischen Gleich- 
gewichtslage O0, so daB OO = f ist. Setzen wir in der soeben 'aufgeschriebenen 
Gleichung | 

F=e'CM=c(f+e), 
n = 00 


: 0) f @ 
S=op=cmp+to (Bern get Daun) 
1 


n= 
(wobei ce die Federkonstante ist), so erhalten wir: 


n= 00 


7) 0 o\ 
mä=op+to % (non Get Dasinn gr) Peiner 
n=1 


Die Zusammendrückung / wird dureh die Gleichgewichtsbedingung 


—P-ece/=0 
bestimmt. a 
Auf Grund dieser Bedingung fallen die konstanten Glieder auf der rechten Seite 
der vorhergehenden Gleichung weg. Bringen wir das Glied cz auf die linke Seite der 
Gleichung, so erhalten wir: 
n= 00 


9) .0@ 
mäötcı=o ) (en gt Dasnnzt) 


n=1 
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Nachdem wir diese Gleichung durch m dividiert und 


BERN, 
m 


gesetzt haben, erhalten wir endgültig: 


- Be @ .  @ 
I Un 2 (msn get Dnsan ze) 


— 
ID 
—> 


n=1i 


Wir haben die Differentialgleichung der erzwungenen Schwingungen gewonnen. 
Hier ist A die Eigenfrequenz des Indikators. 


Bei der Aufstellung der Differentialgleichung (2) haben wir die auf den beweglichen 
Indikatorteil wirkenden Widerstände (Reibung der schreibenden Spitze an dem 
Papier, Reibung im Apparat selbst usw.) nicht berücksichtigt. Diese Widerstände be- 
dingen ein hinreichend schnelles Abklingen 
der‘ Eigenschwingungen des Apparates. Tabelle 12 
Wenn wir auf dieser Grundlage die Eigen- 


schwingungen vernachlässigen und voraus- Do = 4,6 kg/m? 


setzen, daß die erzwungenen Schwingungen ! 
des Indikators unter Bedingungen vor sich " | On (kg/em?) | Dn (kg/em?) 
gehen, die von der Resonanz genügend | 
weit entfernt sind, ergibt sich gemäß 1 | 88 . rl 
Gl. (10), 8 142, 2 6,3 2,9 
| 3 — 4,4 — 3,0 
Ä | 4 3,1 2,5 
‚nago[Onwon@t+ Dusun : u u; 
= — = 
en-ı wat | 1 
442 I 0,0 1,0 


. Multiplizieren wir diese Verschiebung des beweglichen Indikatorteiles mit der 
Konstanten e (die der Zusammendrückung der Feder um 1 cm entsprechende Kraft), 
so erhalten wir folgende Aufzeichnung des Indikators: 


n= 00 


& R 149) 
(Onsn + Dnsan 2) 


9 


n2@? 


4.22 


n—=1 1 


die auf dem Indikator-Diagramm registriert wird. Der Unterschied zwischen dieser 
Größe und dem wirklichen Wert des veränderlichen Druckes im Zylinder ist der 


402 XXIII. Die kleinen Schwingungen des Systems mit einem Freiheitsgrad 


Fehler in den Aufzeichnungen des Indikators. Bezeichnen wir diesen Fehler mit n, 
so gilt 


0) ö 0) | 
nu (nenn Sit Dann wa n = 
5 = >. nwnZtt D„sinn Zt 


n=6 % ———— 


442 
2? 
n=00 432 6 ®4ıD a 
— - cos n — sinn — 
en ene Bao “ 2 
4.42 
@ . @ > 
n=00 (On sn & + Dusinnl) 
= 0 p2 yEr; 
neo 


Wie man sieht, setzt sich der Fehler 7 aus den Summanden zusammen, die den 
einzelnen harmonischen Komponenten des veränderlichen Druckes im Zylinder ent- 
sprechen. Jede harmonische Komponente ist in diesem Fehler mit dem Faktor 


1 
4.42 
I 


3) 


N?w? 


enthalten; je kleiner diese Faktoren sind, um so kleiner ist der Fehler der Indikator- 
aufzeichnungen. 

In der Zerlegung des Druckes p wollen wir uns auf die ersten zehn harmonischen 
Komponenten beschränken; die folgenden harmonischen Komponenten haben 
äußerst kleine Amplituden. Wir sichern eine genügende Genauigkeit der Indikator- 
aufzeichnungen durch die Forderung, daß das Verhältnis A:» hinreichend groß ist. 
Im $38 wurde bereits darauf hingewiesen, daß eine Indikatorfeder gewöhnlich so be- 
rechnet wird, daß das Verhältnis A: nicht kleiner als 20 ist. Nehmen wir A:o = 20 
an, so-erhalten wir für die Faktoren (3) folgende Werte: 


Tabelle 13 
1 1 
N 4 42 N 442 
n?@° PEIHE 
1 0,0006 6 0,0230 
2 0,0025 7 0,0316 
3 0,0057 8 0,0417 
4 0,0101 9 0,0535 
5 0,0159 10 0,0667 
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Wie man sieht, sind unter den gemachten Voraussetzungen im Fehler „ nur 0,06% 
der ersten harmonischen Komponente des Druckes p enthalten. Der Einfluß der 
folgenden harmonischen Komponenten auf den Fehler der Indikatoraufzeichnungen 
"wächst zugleich mit der Ordnung ‘der harmonischen Komponente. Berücksichtigen 
wir jedoch die Kleinheit der Amplituden der harmonischen Komponenten höherer 
Ordnungen, so können wir zugeben, daß unter der Bedingung A:» = 20 die Genauigkeit 
der Indikatoraufzeichnungen hinreichend gewährleistet ist. | 


‘8 144. Der Vibrograph von GEIGER 


Vibrographen sind Apparate, die zur Registrierung der Schwingungen von Ma- 
schinenteilen, Anlagen usw. dienen. In letzter Zeit hat der Vibrograph des GEIGER- 
schen Systems eine weite Verbreitung gefunden. Als ein weiteres Beispiel wollen wir 

kurz die Theorie dieses Apparates betrachten. 


Der Apparat besteht im wesentlichen aus dem schweren Pendel X, das sich um die 
feste Achse O dreht und von einer Spiralfeder gestützt wird, deren eines Ende im 
festen Punkt A befestigt ist, während das andere Ende im 
Punkte 5 an dem Pendel angebracht ist. Die drehenden 
Bewegungen des Pendels K verwandeln sich mittels des 
Übertragungsmechanismus, der nicht auf der Abbildung 
dargestellt ist, in die geradlinige Bewegung einer schreiben- 
den Spitze; die Verschiebungen dieser schreibenden Spitze 
werden auf einem Papierband registriert, das an der Spitze 
mit einer konstanten Geschwindigkeit in der zu den Ver- 
schiebungen der Spitze senkrechten Richtung vorbei be- 
wegt wird. Auf diese Art registriert der Apparat die 
rotierenden Bewegungen des Pendels. 


Wir setzen voraus, daß das Pendel im Gleichgewichts- 
zustand eine horizontale Lage einnimmt (im Apparat gibt 
es die Möglichkeit, das Pendelgleichgewicht in einer be- 
liebigen anderen Lage einzustellen). In der Gleichgewichts- 
lage wird die Schwerkraft ®B, die im Schwerpunkt des 
Pendels C angreift, durch die elastische Reaktion %, der im Punkte B angreifenden 
Feder aufgehoben. Bezeichnen wir O0 = a,OB = b, so haben wir die Gleich- 
gewichtsbedingung 


Abb. 222 


Pa—Fob=0. (1) 


Wir wollen uns nun vorstellen, daß der Apparat auf einer horizontalen Ebene L 
aufgestellt ist, die vertikale Schwingungen um irgendeine mittlere Lage L, ausführt 
(Abb. 223). Auf die vertikalen Schwingungen des Stativs des Apparates wird das 
Pendel durch drehende Bewegungen um die Achse O reagieren. Diese drehenden 
Schwingungen des Pendels werden auf einem Papierband registriert, wie es weiter 
oben erklärt ist. Es fragt sich, ob man die auf diese Art gewonnene Aufzeichnung der 
Pendelschwingungen als eine hinreichend genaue Registrierung der Schwingungen der 
Ebene Z, auf welcher der Apparat aufgestellt ist, ansehen kann. 
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Um auf diese Frage zu antworten, wollen wir die drehende Bewegung des Pendels, 
die durch die vertikalen Verrückungen des Stativs hervorgerufen ist, näher betrachten. 
Wir wollen die Differentialgleichung dieser Drehbewegung aufstellen. 


Wenn der Apparat auf einer in vertikaler Richtung schwingenden Ebene aufgestellt 
ist, setzt sich die absolute Bewegung des Pendels aus der Translativbewegung mit 
dem Stativ und der Relativbewegung in bezug auf das Stativ zusammen. Die uns 
interessierende Drehbewegung des Pendels ist die Relativbewegung: 

Aus dem Kapitel VIII wissen wir, daß man bei der 
Relativbewegung alle Gesetze der Dynamik anwenden 
kann, die bei der absoluten Bewegung Geltung haben, 
unter der Bedingung, daß zu den wirkenden Kräften 
die entsprechenden Trägheitskräfte hinzugefügt wer- 
den. Wir wissen auch, daß als zusätzliche Träg- 
heitskräfte die translativen Trägheitskräfte erscheinen, 
die gleich dem Produkt der Masse mal Translativ- 
beschleunigung sind und entgegengesetzt zu dieser 

L II y Beschleunigung verlaufen, wenn die Translativbe- 

/ Z_ wegung eine fortschreitende ist (und gerade damit 

a | ' haben wir.es im gegebenen Beispiel zu tun). Um also 

Abb. 223 bei der uns interessierenden Drehbewegung des Pendels 

die Gleichungen der Dynamik der absoluten Bewegung 

anwenden zu können, müssen wir zu den wirkenden Kräften (Schwerkraft und 

elastische Reaktion der Keder) die translativen Trägheitskräfte F,, aller materiellen 
Punkte m; hinzufügen, die zum Pendel gehören. 

Wir riehten die x-Achse und den ihr entsprechenden Einheitsvektor i vertikal 
nach oben. In einem solchen Falle ist 


Sim - miwi, 


wobei w die algebraische Größe der Beschleunigung der Bewegung der Ebene Z ist. 
Die Trägheitskräfte werden auf eine Resultierende reduziert, die gleich 


Y=Frit=- ) mwi= — Mwi 


ist, wobei M= \) m, die Masse des Pendels ist; diese Resultierende greift im Schwer- 
punkt C des Pendels an (siehe $ 59). 

Wir wollen nun die Differentialgleichung der Drehung unseres Pendels aufstellen. 
Bezeichnen wir den Ausschlagswinkel von der horizontalen Lage mit & und das Träg- 
heitsmoment in bezug auf die Achse O mit J, so gilt für die kleinen Pendelschwin- 
gungen 

Jö=Pa—-Fb-Fya, 


wobei F die elastische Reaktion der Feder ist. 
Wir haben: 
F — Fo 4 C 17] N 
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wobei c die Federkonstante ist!. Setzen wir dies in die vorhergehende Gleichung ein, 
so erhalten wir: | 
Jö=Pa—-Rb—-cbP—Fja 


oder auf Grund der Gleichgewichtsbedingung (1) 
Jö+ebg=—Fja. (2) 


Wir wollen uns nun mit der Berechnung der Größe der Trägheitskraft F, befassen. 
Nehmen wir an, die Ebene L, auf welcher der Apparat steht, führt periodische 
Schwingungen aus, deren Grundfrequenz wir mit p bezeichnen. Wenn wir die vertikale 
Verrückung der Ebene Z, von der mittleren Lage L, abgetragen, mit x bezeichnen 
und diese Verrückung in eine FourIEr-Reihe zerlegen, erhalten wir 


n= 00 
= )) (C„ecosnpt+ D,„sinnpt), (3) 
n=1 . 


wobei C,, und D, konstante Größen sind. 


Es ist 
; w=:% 
Folglich gilt 
n= 
uv=— ) n2p?(O„cosnpt +D,sinnpd), 
n= 
woraus 
n= © 
Fr=—-Mw=M N n:p?(C„cosnpti+ D„sinnpt) 
n=1 
folgt. 


Setzen wir diese Beziehung in Gl. (2) ein, so erhalten wir 


Nn=@ 
Jö+tcbpo=—Ma Y n2p?(C„cosnpt+ D,sinnpt). 


n=1 


Wir haben die Differentialgleichung der erzwungenen Pendelschwingungen ge- 
wonnen. Die Eigenfrequenz des Apparates ist gleich 


'eb 
= Era \ 
J 


Vernachlässigen wir die Eigenschwingungen des Pendels, die infolge der im Apparat 
vorhandenen Reibungen abklingen, und setzen wir ferner voraus, daß die erzwungene 


1 Dieser Koeffizient hat die Bedeutung 
I 
TFIBER 
wobei E der Elastizitätsmodul des Materials der Feder ist, I das Trägheitsmoment des Querschnittes der 
Feder in bezug auf die Hauptachse, die senkrecht zur Krümmungsebene verläuft, ! die Länge der Feder; 
b hat die in Abb. 222 angegebene Bedeutung. 
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Schwingungen unter Bedingungen vor sich gehen, die hinreichend weit von der 
Resonanz entfernt sind, und benutzen die Gl. (10), $ 142, so gilt 
M ar an 2 p : 
= — — TR) 
12 


Es ist, 
cb — J 12 ’ 
und somit erhalten wir endgültig 


n = 00 I. er 
An = > (O„eosnpt- AZ | (a) 
n=1 
E- 

Dies ist die Bewegungsgleichung des Pendels, die im Apparat registriert wird. Ver- 
gleichen wir dieses Resultat mit der Gl. (3), so sehen wir, daß der Winkel ® nicht 
proportional der Verrückung z ist, und folglich kopiert die Bewegung des Pendels nicht 
genau die Bewegungen der Ebene, auf die der Apparat gesetzt ist. Hieraus folgt, daß 
das Vibrogramm die Bewegung dieser Ebene mit einigen Verzerrungen wiedergibt. 
Je mehr sich der Ausdruck ' 


gr ® 
2 p? 
dem Werte 1 nähert, desto kleiner wird diese Verzerrung sein. Folglich ist es notwen- 
dig, daß das Verhältnis A:p hinreichend klein ist, damit ein Vibrogramm gewonnen 
wird, das genügend genau die Schwingungen der Ebene, auf welcher der Apparat 
steht, wiedergibt. | 
In der nachstehenden Tabelle sind die Werte der Größen (5) unter der Voraus- 
setzung A:p = 0,1 angeführt. 


Tabelle 14 
N 1 2 | 3 
1 1,0101 1,0025 1,0011 
2? 
1— 222 
n®p 


Wie aus den Zahlen dieser Tabelle ersichtlich ist, sind die Verzerrungen des Vibro- 
gramms in diesem Fall hinreichend klein. Bei 4:p = 0,25. wären die entsprechenden 
Werte der Faktoren (5) folgende: 


Tabelle 15 
N | u 2 3 


1,0667 1,0159 1,0070 
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Dieses ergibt ernstere Entstellungen des Vibrogramms. Man kann die durch den 
Vibrographen erhaltene Aufzeichnung der Schwingungen kaum als hinreichend zu- 
verlässig betrachten, wenn die Grundfrequenz p der registrierten Schwingungen die 
Eigenfrequenz des Apparates nicht um mindestens das 4 fache übersteigt. Im Apparat 
gibt es die Möglichkeit, im Bedarfsfall die Eigenfrequenz durch Vergrößerung des 
Trägheitsmomentes des Pendels herabzusetzen (durch Befestigung einer zusätzlichen 
Masse an dasselbe oder durch Einbau einer schwächeren Feder). 

Wir haben die Anwendung des Vibrographen von GEIGER zur Aufzeichnung von 
vertikalen Schwingungen betrachtet. Er kann gleichfalls zur Registrierung von hori- 
zontalen Schwingungen und Schwingungen in einer beliebigen geneigten Richtung 
benutzt werden; in diesen Fällen muß das Pendel vertikal oder schräg unter dem 
entsprechenden Winkel eingestellt werden. 


KAPITEL XXIV 


DIE KLEINEN SCHWINGUNGEN EINES SYSTEMS 
MIT ZWEI FREIHEITSGRADEN 


8 145. Die Eigenschwingungen zweier Massen mit elastischer Kopplung 


Wir gehen nun zum Studium der Schwingungen eines Systems über, das mehrere 
Freiheitsgrade besitzt. Wir stellen die Untersuchung des allgemeinen Problems von den 
Schwingungen der Systeme mit einer beliebigen Anzahl von Freiheitsgraden für das 
folgende Kapitel zurück und wollen uns jetzt mit dem einfachsten und dabei prak- 
tisch wichtigsten Spezialfall eines Systems mit zwei Freiheitsgraden befassen. Wir 
beginnen mit der Untersuchung eines einfachen Beispiels. 


Wir wollen uns eine Last M, vorstellen, die am festen Punkte O an einer Schrauben- 
feder aufgehängt ist; an die Last M, ist mittels einer zweiten Feder die Last M, auf- 
gehängt (Abb. 224). Wir betrachten die vertikalen Eigenschwingungen des Systems 
um seine Gleichgewichtslage. 

Wir bezeichnen die Massen der Lasten M, und M, mit m, und m,, ihr Gewicht mit 
P, und P,; die Massen der Federn vernachlässigen wir. 


In Abb. 224a ist die Gleichgewichtslage unseres Systems dargestellt. Wir stellen 
uns vor, daß das System aus dieser Gleichgewichtslage gebracht und sich selbst über- 
lassen ist. Unter der Wirkung der elastischen Kräfte .der Federn beginnen Eigen- 
schwingungen des Systems. Die Lage des Systems, die dieses in einem bestimmten 
Augenblick während dieser Schwingungen einnimmt, ist in der Abb. 224b dar- 
gestellt. Wir wollen die Differentialgleichungen der Bewegung unseres Systems auf- 
stellen, 
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‘Wir bezeichnen die Abweichungen der Lasten M,, M;, (die wir als Massenpunkte 
betrachten) von ihren Gleichgewichtslagen mit z, und x,. Da durch die Koordinaten x, 
und x, die Lage des Systems eindeutig bestimmt wird (wir setzen nur vertikale Ver- 
rückungen der Lasten voraus), folgern wir, daß unser System zwei Freiheitsgrade 
besitzt. Bezeichnen wir die Größe der an der Last M, angreifenden elastischen Reak- 
tion der oberen Feder mit F, und die Größe der elastischen Reaktionen, die an beiden 
Lasten angreifen mit F, und stellen die Differentialgleichungen der Bewegung der 
beiden Lasten bezüglich der vertikalen z-Achse auf, so erhalten wir: 


m&ı=PıtFe-F,}, 
mi, Pa—-F:. 


Wir bezeichnen die Federkonstanten der oberen und der 
unteren Feder mit c, bzw c, und die Verlängerungen der 
Federn im statischen Gleichgewichtszustand des Systems mit 
fı und f,. Wir bemerken, daß beide Federn beim Übergang des 
Systems aus der Gleichgewichtslage (a) in die Lage (b) 
(Abb. 224) eine zusätzliche Verlängerung erhalten, die ent- 
sprechend gleich x, bzw. 2, — &, sind. Damit ergibt sich: 


F,=a{h ar 21)» 
F,=tz(fa + I — %ı)- 


Setzen wir dies in die vorhergehenden Gleichungen ein, so 
erhalten wir: 


m; &ı Fi Tr Zu +6g%—- 6% — cl 618» 
Abb. 224 m. di, = P, = cf er 


Wir bemerken nun, daß sich die an jeder der Lasten M, und M, angreifenden 
Kräfte im Gleichgewichtszustand des Systems gegenseitig aufheben. Wenn wir im 
Auge behalten, daß im Gleichgewichtszustand die elastischen Reaktionen der Federn 
* die Werte f, = c,fı und F, = cyf, haben, erhalten wir die Gleichgewichtsbedingungen: 


P,+6&h-ah=, 
PR,—-&h=0. 
Auf Grund dieser Gleichgewichtsbedingungen fallen die konstanten Glieder in 


den von uns aufgestellten Differentialgleicehungen der Bewegung fort. Durch Ein- 
führung der Abkürzungen 


ran es ud a) 
Mm] My M, 


8 145. Die Eigenschwingungen zweier Massen mit elastischer Kopplung 409 


bekommen die Differentialgleichungen der Bewegung des Systems die endgültige Form 


(2) 


ä, +2aıı 2b, =0, 
2%, — 2ex, +2 =0. | 
Wir erhalten ein System von zwei homogenen linearen Differentialgleichungen mit 


konstanten Koeffizienten. Zur Integration dieses Systems vn wir eine Partikulär- 


lösung in der Form 
&ı = aU) sin(At + Bß), 


1, = al?) sin(At + ß) 


ansetzen, wobei «{v), «(), Aund ß Konstante sind. 


Setzen wir diese Beziehungen für x, und x, in die Gln. (2) ein und kürzen durch 
sin (At + ß), so erhalten wir die Gleichungen 


— 2a) + 2aall — 2dal)— 0, 


— 1212) — 2cal) +2 cal?) = 0 
oder 


(4) 


(2a — Aa = 2 bal2) 0, 
— 2ce) + (20 — 22) «!2) —(, 


die durch die Konstanten «lı), «{2) und A befriedigt werden müssen. 


Diese Gleichungen haben die triviale Lösung «lı =al2) = (, die zu der trivialen‘ 
Partikulärlösung x, = x; = 0 der Gln. (2) führt, d. h. uns zum Gleichgewichtszustand 
des Systems zurückführt. Die in bezug auf die Konstanten «{ı) und «e) linearen und 
homogenen Gln. (4) lassen eine von Null verschiedene Lösung nur'in dem Fall zu, 
daß die Koeffizientendeterminante dieses Systems gleich Null ist, d. h., wenn die 
Gleichung | 

— /J2 == 

2a— 12, 2b _g (6) 

— 2e, 2c.— 42 | 
Gültigkeit hat. | 


Wir haben eine Gleichung erhalten, die durch die Größe 2. befriedigt werden muß, 
damit die Gln. (2) eine Partikulärlösung in der Form.(3) zulassen. Lösen wir.die ge-: 
wonnene Determinante auf, so erhalten wir 


M—2(a+cM2+4la—b)e=0. 
Diese in bezug auf A2 quadratische Gleichung hat die Wurzeln 


A=4+c— Y(a+e%—-4(a —bje, | 


,»=40+ 6 - Ya+e=4@-—b)e. J 
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Man kann sich leicht davon überzeugen, daß beide Wurzeln reell und positiv sind. 
Um zu zeigen, daß sie reell sind, stellen wir sie in der Form 


2=a+c— Y(a Per 0 | . 
2=atc+Ya-or+ibe J v 
dar und bemerken, daß die Größen a, b und e, wie aus Gl. (1) ersichtlich, positive 
Zahlen sind. Die Wurzel A ist natürlich positiv. Um sich davon zu überzeugen, 

daß die Wurzel 4! gleichfalls positiv ist, genügt es festzustellen, daß a >> b, wie das 
auch aus (1) zu ersehen ist, und daß folglich der Radikand in den Beziehungen (6) 
zahlenmäßig kleiner ist alsa + c. 

Ziehen wir die Quadratwurzel aus den positiven Zahlen A? und A, so erhalten 
wir zwei reelle Werte — A = A, und A = A, — bei welchen das System (2) Partikulär- 
lösungen von der Form (3) zuläßt. Somit gestatten die Gln. (2) zwei linear unab- 
hängige Partikulärlösungen: 


ee a sin (Aıt + Bı), | 8) 
I, = «2 sin (Aıt + ßı) 

und 
ie a ) sin (At + B2), | " 


= a2) sin (Agt + ß,). J 


Jeder dieser Partikulärlösungen entspricht eine harmonische Schwingungsbe- 
wegung der Lasten M, und M,. Der Lösung (8) entsprechen die harmonischen Schwin- 
gungen der Lasten M, und M, mit der Frequenz A,; die Lösung (9) liefert harmonische 
Schwingungen derselben Lasten mit der Frequenz A},. 

Diese beiden harmonischen schwingenden Bewegungen unseres Systems sind seine 
Haupischwingungen; die Frequenzen A, und A, erhalten den Namen Eigenfrequenzen 
des Systems. | 

Wir haben gar keine Bedingung erhalten, die der Wahl der Konstanten ß in "der 
Partikulärlösung (3) Beschränkungen auferlegt. Hieraus folgt, daß die Anfangsphasen 
ß, und £, der Hauptschwingungen unseres Systems willkürlich bleiben. Dasselbe 
kann man nicht von den Schwingungsamplituden «) und «®) der m. M, und 
M, bei der ersten Hauptschwingung und von a Amplituden at und IR der- 
selben Lasten bei der zweiten Hauptschwingung sagen. 


Wir haben gesehen, daß die Konstanten «ı) und a!) in der an (3) die ‚Gln. (4) 
befriedigen müssen. Setzen wir hier A = A, al) = a) und a2) = a), so erhalten 


wir die Gleichungen 
2a — 22)a,N — 25a”) =D, 


e 


— 200.) + (2e — 12) .9 =, 


die durch die Amplituden «'®) und a) befriedigt werden. Da A = 4, die Wurzel der 
Gl. (5) ist und folglich die Determinante des soeben aufgeschriebenen Gleichungs- 
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systems gleich Null ist, so ist die eine dieser Gleichungen die Folge der anderen. Aus 
den gewonnenen Gleichungen finden wir: 


„ei _ 2a— ih 0. 2e 


eb 
Entsprechend finden wir bei der zweiten Hauptschwingung 


a) 2a— 4 2 


Also haben die Verhältnisse dieser Amplituden bei jeder Hauptschwingung ein- 
deutig bestimmte Größen, obwohl die absoluten Werte der Schwingungsamplituden 
der Lasten M, und M, unbestimmt bleiben. Wenn wir bei jeder Hauptschwingung die 
Schwingungsamplitude der Last M, willkürlich vorgeben, d.h. 


(1) 


(1) 
a, =: 0, =® 


annehmen, wobei a, und a, beliebige Konstanten sind, erhalten wir für die Schwin- 
gungsamplitude der Last M, entsprechend: 


3_2ah „a_20 
1 2 ° 2 2b 


Ag. 


Auf diese Art bekommen die Gleichungen der Hauptschwingungen (8) und (9) end- 
gültig folgende Form: 
7, = a, sin(At + Br), 


.—n 
rar 
je) 


2a — A . 
a a,sin(A1t + ßı) 
und 
2 = 0,s5in (At + ß}), 
20 — 28 11 
Du: "a ,sin (At + B5). 1) 


Wir kommen nun zu den Gln. (10) und sehen, daß bei der ersten Hauptschwingung 
die Verrückungen der beiden Massen x, und x, gleichzeitig Null werden und gleich- 
zeitig maximale Werte erreichen; das bedeutet, daß beide Lasten M, und M, gleich- 
zeitig ihre Gleichgewichtslagen passieren und gleichzeitig die größten Abweichungen 
von ihren Gleichgewichtslagen erreichen. Die gleiche Bemerkung können wir auf 
Grund der Gin. (11) auch in bezug auf die zweite Hauptschwingung machen. 


Wir bemerken noch, daß auf Grund der Gln. (7) die Beziehungen 
2a 2=a—-c+Y(la—eP+4be>0, 


2a —- 2=a— c- Yla-ce?+4be<0 
gelten.. 
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Hieraus folgt, daß bei der ersten Hauptschwingung die Verrückungen x, und x; 
stets das gleiche Vorzeichen haben und bei der zweiten Hauptschwingung immer 
mit entgegengesetzten Vorzeichen versehen sind. Das bedeutet, daß sich beide Lasten 
M, und M, bei der ersten Hauptschwingung stets in einer Richtung bewegen (d.h. 
sich in Phase befinden); bei der zweiten Hauptschwingung bewegen sie sich nach 
entgegengesetzten Richtungen (d. h., sie befinden sich in Gegenphase). 

Also haben die Differentialgleichungen der Bewegung unseres Systems (2) zwei 
Partikulärlösungen (10) und (11). Da die Gleichungen (2) linear sind, erhalten wir, 
wenn wir diese Partikulärlösungen addieren, die neue Lösung: 


%ı >= 0%, sin (Ayt + ßı) + @2sin (As + ß,); 


2a — A Pr Ä (12) 
57 0, sin (A,E + Bı)+ 57 "a,sin (Ast + ß3). 


Io, = 


Wir sehen, daß die in dieser Lösung enthaltenen Konstanten «,, &,, ß, und ß, 
völlig willkürlich sind. Da das System (2) vierter Ordnung ist, schließen wir, daß 
die Lösung (12), die vier willkürliche Konstanten «,, «3, ßı, ß, enthält, die allgemeinste 
Lösung der Gln. (2) ist. Hieraus folgt, daß die. allgemeinste schwingende Bewegung 
unseres Systems das Resultat der Überlagerung seiner Hauptschwingungen ist. 


Es versteht sich von selbst, daß die willkürlichen Konstanten «,, &2, ßı, P, aus 
den Anfangsbedingungen bestimmt werden müssen, d.h. aus den Anfangswerten 
der Größen x, und x, und ihrer Ableitungen nach der Zeit. Im einzelnen können wir 
die Anfangsbedingungen so zusammenstellen, daß «, = 0 ist; dann verwandeln sich 
die Gln. (12) in die GIn. (10), und wir kehren zu der ersten Hauptschwingung unseres 
Systems zurück. Um die zweite Hauptschwingung zu verwirklichen, müssen die 
Anfangsbedingungen so gewählt werden, daß a, = 0 ist. 


Zum Abschluß wollen wir eine Berechnung für diesen einfachsten Spezialfall zeigen. 
Wir setzen voraus, daß die Massen der Lasten M, und M, und auch die Federkon- 
stanten gleich sind, d. h., wir setzen 


My —= Me, 01 = 69. 


Nach den Gln. (1) gilt: 


a c e cı IR m. iss cı 
1 „O2 —— , 
2 m, 4m! m? 2 Mm, Mı 

3 Be C 
ei 5. — 2,618 —. 
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Hieraus folgt: 
iA, = 0,618 |/ —, A, = 1,62) —. 


Wir führen die Bezeichnung 


ein und bemerken, daß A, nichts anderes ist als die Frequenz der Eigenschwingungen 
der Last M,, wenn die zweite Feder und die zweite Last fehlen. Also erhalten wir 
für die Eigenfrequenzen unseres Systems | 


/ı = 0,618 As ?a — 1,62 Ao» 


Ferner ist 
Ba— 1 
47 129 0,382 = 1,618, 
2b 
Du ==): 
2 — 2 — 2,618 = — 0,618. 
2b 


Folglich ist bei der ersten Hauptschwingung die Schwingungsamplitude der Last M, 
um 1,618 mal größer als die Schwingungsamplitude der Last M,; bei der zweiten 
Hauptschwingung beträgt die Schwingungsampli- 
tude der Last M, 0,618 der Schwingungsamplitude 
der Last M.. 


Es ist von Nutzen, die soeben gewonnenen Re- 
sultate graphisch darzustellen. Betrachten wir die 
erste Hauptschwingung unseres Systems. Wir stellen 
in Abb. 225a unser System in seiner Gleichgewichts- Mt 
lage dar und tragen von den Gleichgewichtslagen der 7 
Lasten M, und M, die Schwingungsamplituden 
dieser Lasten in einem beliebigen Maßstabe (wobei 
wir die Amplituden der Last M, mit Eins annehmen) 
in horizontaler Richtung ab. Verbinden wir den festen 
Punkt O mit dem Ende der Amplitude der Last M, 
und die Enden der Amplituden der Lasten M, und 
M, miteinander durch gerade Linien, so erhalten wir 
eine graphische Darstellung, welche die Möglichkeit 
gibt, die Schwingungsamplitude eines beliebigen Punktes der oberen oder unteren 
Feder leicht zu finden: Diese Amplitude wird graphisch im angenommenen Maßstab 
durch den horizontalen Abstand des entsprechenden Punktes von der Bezugsgeraden 
dargestellt. Die in der Abb. 225a gegebene Darstellung gibt die Form der ersten 
Hauptschwingung des Systems. 


In Abb. 225b ist die Form der zweiten Hauptschwingung dargestellt. Da das. Ver- 
hältnis der Amplituden der Lasten M, und M, in diesem Fall gleich der ‚negativen 


Da (0) (b) 


7,678 0,618 
Abb. 225 
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‚Zahl — 0,618 ist, tragen wir die Amplituden nach entgegengesetzten Seiten ab. 
Es ist leicht zu ersehen, daß ein Punkt der unteren Feder eine Amplitude hat, die 
gleich Null ist; ein solcher Punkt heißt Knotenpunkt oder Knoten. 


Also hat die erste Hauptschwingung keinen Knoten; bei der zweiten Hauptschwin- 
gung gibt es einen Knoten. 


Wir unterstreichen nochmals, daß die Form der Hauptschwingungen nicht vom 
absoluten Wert der Amplituden der Lasten M, und M, abhängt; wie man sieht, 
wird die Form der Hauptschwingung ausschließlich vom Verhältnis dieser Ampli- 
tuden bestimmt. 


$ 146. Die Differentialgleichungen der Eigenschwingungen eines Systems 
mit zwei Freiheitsgraden 


Im vorhergehenden Paragraphen haben wir ein Sonderbeispiel von Schwingungen 
eines Systems mit zwei Freiheitsgraden betrachtet. Wir werden nun zeigen, daß die 
an diesem Sonderbeispiel beobachteten Besonderheiten auch im allgemeinsten Fall 
von Schwingungen eines beliebigen Systems, das zwei Freiheitsgrade besitzt, in Er- 
scheinung treten. 


Wir stellen uns ein konservatives System vor, das aus den materiellen Punkten M,, 
M,,..., M, besteht. Wir nehmen an, daß dieses System zwei Freiheitsgrade besitzt; 
die verallgemeinerten Koordinaten des Systems bezeichnen wir mit g, und g,. Wir 
wollen die kleinen Schwingungen des Systems um seine ‚Gleichgewichtslage unter- 
suchen; diese Gleichgewichtslage des Systems soll stabil sein. Wenn wir die Gleich- 
gewichtslage als Koordinatenursprung wählen, ist in der Gleichgewichtslage q, = 0 
und g; =. Wir stellen zunächst die Differentialgleichungen der kleinen Schwingungen 
unseres Systems mit den Koordinaten g, und 9, auf. Nach der Methode von LAGRANGE 
erhalten wir: 


dor oT  ov 

dad 9 9’ n 
aöor oT 0ov | W 
22, | 


wobei 7 die kinetische und V die potentielle Energie des Systems ist. 


Unter Beachtung, daß die Bindungen des Systems als zeitunabhängig voraus- 
gesetzt werden, können wir bei der Berechnung der kinetischen Energie die Gl. (2), 
$ 128, anwenden; danach erhalten wir: 


1 (A 2 on, » LS A ;®) 
19, + 129182 "t Aa2d,) 


Te 
2 


wobei A,ı, Aıs, Ag, Funktionen von q, und g, sind. 


Bei der Untersuchung der kleinen Schwingungen des Systems um seine Gleich- 
gewichtslage werden wir die Koordinaten g, und g, sowie die verallgemeinerten Ge- 
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schwindigkeiten g, und g, als kleine Größen erster Ordnung annehmen. Wir wollen 
im Ausdruck der kinetischen Energie 7 nur die Glieder zweiter Ordnung beibehalten 
und entwickeln daher die Funktionen A,,, Aıs, Agsin Potenzreihen nach den kleinen 
Größen g, und 9,; wir erhalten dann: 


Au=4ıt'"; 
Ap=9a+'";, 
Ay—-agt 
Hier sind a, @ı2, @, die Werte der Funktionen A,,, Aı» und A,, an der Stelle 
gı = 9: = 0. Die Auslassungspunkte ersetzen die Glieder, die g, und 9, in der ersten 
und den höheren Potenzen enthalten. Alle diese | 
Glieder werden nach der Multiplikation mit g?, g1d», J 


g, zu Größen dritter und höherer Ordnungen. Ver- 
nachlässigen wir diese Größen, so erhalten wir: 


1 er 
T- 5 au + 2a2dıde + ah). 


Wir bemerken, daß hier 4,,, is, da, konstante 2 Abb. 226 
Größen sind. 

Wir bemerken ferner, daß die kinetische Energie stets positiv ist und wollen sehen, 
welche Bedingungen die Größen a,,, 4. und a,, erfüllen müssen, damit die Un- 
gleichung. T > 0 Gültigkeit hat. 

Es gilt 


a S ß 2 
ee 911 a 
2 gı 7 


Wir führen die Bezeichnungen 


i 
ein. 
In diesem Falle ist 
1 5 
T= cy g,Y- 


Es wird 7 > 0 sein, wenn y > O ist. Nun muß noch klargestellt werden, welche 
Bedingungen die Koeffizienten a,., @ı2, @a, erfüllen müßten, damit y > O ist. 

Wir wollen die funktionelle Abhängigkeit y von x konstruieren, indem wir diese 
Größen als Ordinate bzw. Abszisse eines bestimmten Punktes in der Ebene betrachten 
(Abb. 226). Gemäß der Gleichung 


erhalten wir eine Parabel in der (z, y)-Ebene. Damit y > 0 bei allen Werten von x ist, 
müssen alle Punkte dieser Parabel oberhalb der Abszissenachse liegen. Dazu ist es 
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aber notwendig und hinreichend, daß y > 0 bei irgendeinem beliebigen Wert von & 
(z. B. bei x = 0) gilt, und daß die Größe y bei keinem (reellem) Wert von x Null wird. 
Nehmen wir x =.0 im Ausdruck für y an, so finden wir die erste Bedingung‘ 


a41>N9. 
Lösen wir aber die Gleichung 


dt 2a + a, = 0 


‘und fordern, daß ihre beiden Wurzeln imaginär sind, so erhalten wir die zweite Be- 
dingung: 


ala — 0, >: 


Also legt die Forderung, daß die kinetische Energie 7 eine positive Größe ist, den 
Koeffizienten a,ı, 412; @ga die Bedingungen 


O1 > 0, | 
j l (2) 
G11 22 — A,, > 0 
auf. 


Wir gehen zu der Berechnung der potentiellen Energie V über. Wir wissen, daß V 
‚eine Funktion der Koordinaten g, und g, ist. Entwickeln wir ‚diese Funktion nach 
Potenzen der Größen g, und g,, so gilt: 


oV oV 
V’=NW+|I-— ])ı t+t|I-—)Rr 
og), 042), 


— II] 9 — —— — | 9ı@a I 9 TarE 
2 ög, ö 0 9199a ö dq, R 


usw. Werte der Funktion V und ihrer Ableitungen big, =4 =, 
0 


wobei Pe r 
007 
d. h. in der Gleichgewichtslage des Systems, sind. 

Wir bemerken nun, daß die ersten Ableitungen der potentiellen Energie nach den. 
verallgemeinerten Koordinaten (wie wir im $123 gesehen haben) gleich den negativen 
verallgemeinerten Kräften sind. Unter Beachtung, daß die verallgemeinerten Kräfte 
in der Gleichgewichtslage des Systems gleich Null sind, schließen wir, daß 


(er) . 
T)- 
gilt, a. 


Ferner nehmen wir den Wert der potentiellen Energie in der Gleichgewichtslage 
unseres Systems zu Null an. In einem solchen Falle ist 


V — 0 . 
Führen wir die Bezeichnungen 


(02V 027 02V 
. u 6 R —_ Zeit F —— ee 4 
= 11 5% ) 12 al 22 
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ein und behalten im Ausdruck der potentiellen Energie nur die kleinen Glieder zweiter 
Ordnung bei, so erhalten wir endgültig: 


1 
‚= > eu + 209919 + 629%). 


Wir stellen fest, daß c,,, Cı, und c,, konstante Größen sind. Wir setzen voraus, daß 
wenigstens eine dieser Größen nicht gleich Null ist. 

Ganz am Anfang dieses Paragraphen haben wir schon vorausgesetzt, daß die Gleich- 
gewichtslage q, = 0, 9, = 0 stabil ist. Das bedeutet (nach dem Theorem von DirıcH- 
LET), daß die potentielle Energie V in der Gleichgewichtslage ein Minimum hat. Folg- 
lich sind die Werte der potentiellen Energie in den Lagen des Systems, die nahe der 
Gleichgewichtslage sind, größer als die Werte der potentiellen Energie in der Gleich- 
gewichtslage. Wir haben aber den Wert der potentiellen Energie des Systems in der 
Gleichgewiehtslage zu Null angenommen. Hieraus folgt, daß bei den von uns gestellten 
Bedingungen die potentielle Energie V in allen Lagen des Systems, die hinreichend 
nahe der Gleichgewichtslage sind, eine positive Größe sein muß. 

Damit der Ausdruck 


1 
v= c (cn #212 919ı + 092 9) 


eine positive Größe ist, müssen die Koeffizienten c,1, Cı2, Ca2 gewisse Bedingungen 
erfüllen. Wenn wir wie oben folgern, überzeugen wir uns, daß diese Bedingungen auf 
die Ungleichungen 
>, 16a — ,>0 (3) 

führen. | 

Dies’ sind die Bedingungen, welche die Stabilität der Gleichgewichtslage q, = 0, 
9, = 0 gewährleisten. 

Nachdem wir die Ausdrücke der kinetischen und potentiellen Energie des Systems‘ 
gewonnen haben, gehen wir zur Aufstellung der Differentialgleichungen der Bewegung 
des Systems über. Es gilt: 


[} — [} 6) 0 + 
——ı:( a s = ; —— z'£f ce R 
dd, 1191 12 92» 2, IE 11 91 ı2 9a 
oT . . oT 
——=4 ' 9 zes 9 == . 
24, 12@i1 + @g2Ga 24; dg, C1ı2Qı + C22 9a 


Setzen wir diese Größen in die Gln. (1) von LAGRANGE ein, so erhalten wir: 


9119ı + Aygäe + eıfı temp; | a 
“ a \7 

Arodı t Abe + emfıt la. J 

Wir haben damit ein System von zwei homogenen linearen Gleichungen mit kon- 


stanten Koeffizienten erhalten. Dies sind die Differentialgleichungen der kleinen 
Schwingungen eines konservativen Systems mit zwei Freiheitsgraden. 


418  XXIV. Die kleinen Schwingungen eines Systems mit zwei Freiheitsgraden 
8 147. Die Hauptschwingungen und Eigenfrequenzen 


Zur Integration der GIn. (4), $146, suchen wir ihre Partikulärlösungen in der Form 


gt) sin (At + ß): | 
9, = al?) sin (At +Bß), j 


(1) 


wobei « (*), «(2), A und 8 Konstante sind. 


Führen wir diese Beziehungen für g, und g, in die GlIn. (4), $ 146, ein und dividieren 
durch sin (At + $), so erhalten wir: 


— Pad — Mare) + ce VHcende=0, 


ee A? 413 «(t) Zu 2? Olo9 a«(2) —+ C12 a!) 4 Ca, a?) = 0, 
oder 
(cıı Br 22 0,,)«1) + (12 — 22 Q,,)«(2) = 0 N) | 


(E12 az 22 Ay9) all) + (E22 ne 22 O5) & (2) — 0 3 f 


(2) 


die durch die Konstanten «(t), «(?) und A befriedigt werden müssen. 


Diese in bezug auf die Konstanten «(*) und «(?) linearen und homogenen Gleichungen 
gestatten eine Lösung, die dann von Null verschieden ist, wenn die Koeffizienten- 
determinante des Systems gleich Null ist. Hieraus erhalten wir die Determinanten- 
gleichung 


611 — Aa, 62 — A’, _g 
Cı2 — Ada, 692 — An 
die durch die Größe 4 befriedigt werden muß. 
Lösen wir die gewonnene Determinante, so folgt 
(eıı — Aa) (Cgg — A225) — (Ci — Aa) —=0. (3) 


Diese Gleichung ist in bezug auf 4? quadratisch. Wir werden zeigen, daß beide Wur- 
zeln dieser quadratischen Gleichung reell und positiv sind. 


Wir bezeichnen den linken Teil der Gl. (3) mit / (22), d. h., wir setzen 


(22) = (cıı un 411) (Ca = G2,) == (C12 2 412)” 


. z . . C ( 
und ermitteln das Vorzeichen dieses Ausdruckes bei 2=0, 2= 1, 2 —= _” 
und 42 = + 00; wir setzen der Bestimmtheit halber voraus, daß 1 “22 

cıı (23 
< 
a1 uer 


ist. 
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Es ist 


l (0) = (11022 7 C, ; 


cı1 61 2 Ca2 Co 2 
MI — | = —- [eıa - ——a2 | ; f — 0180 A192)» 
411 911 A22 Oo 
/(+0)= [Man @a—@,)+''' Ja2= + 00» 


wobei die Auslassungspunkte die Glieder ersetzen, die A im zweiten Grade enthalten, 
sowie die Glieder, die kein A enthalten. 
Mit Rücksicht auf die Ungleichungen (2) und (3), $ 146, schließen wir, daß 


/(0)>0, IE (22)<%. (4 ©)> 0 


22 
ist. 
Hieraus folgt, daß das Polynom f (42) zwischen 42 = 0 und #2 = “1 und zwischen 
a 
2 —=_2 und = + je eine Nullstelle besitzt. Wir schließen daraus, daß die 
02 
Gl. .(3) zwei reelle positive Wurzeln A? und A} hat, die in den Grenzen 


ee << to 
411 sa 
eingeschlossen sind. 

Ziehen wir die Quadratwurzeln aus den positiven Zahlen A? und 7}, so erhalten wir 
zwei reelle Werte A = A, und A = A,, bei welchen das System (4), $ 146, Partikulär- 
lösungen von der Form (1) zuläßt. Somit lassen die Gln. (4), $ 146, zwei linear un- 
‚abhängige Partikulärlösungen zu: 


„6 "sin (At + ß}), 
2 sin (2, t+ ßı) 
| ) 


und 


| j 
| 


= at sin Ast + BR), . 
g2=% „'2) sin (A5t + ß,). 


Jeder dieser Partikulärlösungen entspricht eine gewisse harmonische Schwingungs- 
bewegung unseres Systems. Diese beiden harmonischen Schwingungsbewegungen des 
Systems sind seine Haupischwingungen. Die Frequenzen der Hauptschwingungen 4, 
und A, heißen Eigenfrequenzen des Systems. Die Gl. (3) erhält den Namen Freguenz- 
gleichung. 

Da wir keine Bedingung erhalten haben, welche die Wahl der Konstanten $ in der 
Partikulärlösung (1) einschränkt, bleiben in den Gln. (4) und (5) die Anfangsphäsen ß, 
und £, vollständig willkürlich. Was die Konstanten «{ı) und «{») in der Lösung (1) 
anbetrifft, so müssen sie die Gln. (2) befriedigen. Nehmen wir in diesen Gleichungen 


A = A,.alı) = «*) und ale) = a?) an, so erhalten wir: 


| (5) 


(eıı Ge Yin 411) a +: (Cı2 = hi Q13) „2? = 0 


GE Sa a As) „ — (C22 = h Age) „(2 — 0 . 
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Die Koeffizientendeterminante dieses Systems ist gleich Null, da A, eine Wurzel 
der Gl. (3) ist; folglich ist eine der aufgeschriebenen Gleichungen die Folge der anderen. 
Wir befriedigen diese Gleichungen, wenn wir | 


„m —.a 

mn ES Sana %ı 
2 2 

og — A, Aa (12 — A, da 


setzen, wobei «, eine beliebige Zahl ist. Hieraus folgt: 


(1) 


Be 2 (2) 
.— (622 = A, O2.) %ı; a 


& = — (62 — 22015). 


Wenden wir uns der zweiten Hauptschwingung zu, so folgt entsprechend: 
„2 == @r — 2, ga) &a ; a?) == (C12 — 2; Q13) %g 


wobei «, eine beliebige Zahl ist. 


Auf diese Art erhalten die Gleichungen der Hauptschwingungen (4) und (5) end- 
gültig folgende Form: 
| gı= (ke — 4 Q39)&, sin (A,t + ßı); | @ 
; / 
9g= — (1a A, 12) x, sin(A,t-+ ß}) 
und | 
g1ı = (&eg — A022) @, sin (Ayt + B,), | m 
= — Gr — A, 012) sin (Ast + ß2)- I 
Somit haben die Ditferentialgleichungen (4), 8 146, zwei Partikulärlösungen (6) 
und (7). Da diese Gleichungen linear sind, folgt durch Addition dieser Partikulär- 
lösungen eine neue Lösung: 


91 = (622 — AyQ9)@ı sin (Art + Pı)+ (ie AyQ2)@ssin(At+ Pe), | 
9=— (Ca — Mars), Sin(A,t+ Pı)— (Cıa— Ay Qı2)®, sin(Agt + ß,). | 


(8) 
Da das System (4), 8146, von der vierten Ordnung ist, muß die Lösung (8), in der 
die vier willkürlichen Konstanten a,, &2, fı, Ps enthalten sind, die allgemeinste 
Lösung der betrachteten Gleichungen sein. Hieraus folgt, daß die allgemeinste Schwin- . 
gungsbewegung unseres Systems das Resultat der Überlagerung seiner beiden Haupt- 
schwingungen ist; das ist das Überlagerungsprinzip kleiner Schwingungen. 


Wir kehren nochmals zu den Hauptschwingungen (6) und (7) unseres Systems 
zurück. Um eine klare Vorstellung von der Bewegung des Systems zu erhalten, das 
eine der Hauptschwingungen ausführt, wollen wir die Bewegung jedes einzelnen zum 
System gehörenden materiellen Punktes M, betrachten. 

Wir wählen das kartesische Koordinatensystem x, y, 2 und bezeichnen die kar- 
tesischen Koordinaten des Punktes M,, die auf dieses System bezogen sind, mit z,, 
Yj, 2;; die Koordinaten der Gleichgewichtslage des Punktes M, bezeichnen wir mit 
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x, y?, 2%. Wir führen in die Betrachtung die Verrückung des Punktes M, aus seiner 
Gleichgewichtslage ein. Bezeichnen wir die Komponenten dieser Verrückung auf den 
Achsen x, y und z mit w,, v,, w,, so gilt: 


vw-u—a); v=Yyi-dYin w-n—2. (9) 
Wir wissen (s. $123), daß die Koordinaten &,, y;, 2; als Funktionen der verall- 
gemeinerten Koordinaten g, und g, dargestellt werden können: 
= 2% (91 92)» Yyi= Yı(9u 2)» = 2i(91 92). 


Wir entwickeln diese Funktionen nach Potenzen der kleinen Größen g, und g,. Be- 
halten wirim Auge, daß die konstanten Glieder in diesen Eintwieklungen nichts anderes 
sind als Werte der Koordinaten z,, y,, 2; beig,; = 9a = 0, d. h. in der Gleichgewichts- 
lage, so erhalten wir: | 


tat, 
4 Dat ten 
= 2+ Par + ONE Eee 
wobei AU, AU, BY, BI, CH, C) gegebene konstante Größen sind und die Aus- 


lassungspunkte die kleinen Glieder zweiter und höherer Ordnung ersetzen. Vernach- 
lässigen wir diese Glieder und führen die Bezeichnungen (9) ein, so erhalten wir: 


u A: ae ar 2» 


ww = Pa d; OR 


‚Damit sind die Verrückungen der Systempunkte auf den Koordinatenachsen durch 
die verallgemeinerten Koordinaten -, und :, ausgedrückt. Um die Bewegungsglei- 
chungen des Punktes M, in kartesischen Koordinaten zu erhalten, muß man in diesen 
anstatt q, und g, deren Ausdrücke als Zeitfunktionen einführen. 

Wir setzen voraus, daß unser System eine der Hauptschwingungen ausführt, z. B. 
die erste Hauptschwingung. Substituieren wir in den soeben gewonnenen Beziehungen 
für q, und gq, deren Ausdrücke (6), so ergibt sich 


zie 1 (23 — A109) — AP (ce. - 412)] X sin (At + ßı), 
[Bea — May) — Blei, — Raj)|aısin(Att Bi), (11) 
[e® (&g2 — 11a Gg5) — c® (12 = A12)] &ı sin (Ayt + ßı). 


I 


d; 


wi = 


Dies sind die Gleichungen der ersten Hauptschwingung des Systems in kartesischen 
Koordinaten. Entsprechend erhalten wir die Gleichungen der zweiten Hauptschwin- 
gung in kartesischen Koordinaten, wenn wir die Ausdrücke (6) der verallgemeinerten 
Koordinaten g, und g, durch die Ausdrücke (7) ersetzen. | 
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Aus diesen Gleichungen können wir folgende Bigenschaften der Haupischwingungen 
des Systems entnehmen: 


1. Die Hauptschwingungen eines Systems sind (wie bereits gesagt) harmonische 
Schwingungen. 


3. Eliminieren wir die Zeit aus den Gln. (11), so erhalten wir: 


Ur ce Y%; 
(Ö 2 De, Pan BÖLL 2 BÖLL 2 
A 1 (Ce — A, 25) —_—— Ä 2 (C12 Er 7] G15) B 1 (62a a A, Og.) —: & (C12 ee ;, Cs 
W; 


en (ea. — A, (ge) = er (C12 — A]Gı2) 


. Dies sind -die Gleichungen der Geraden, die durch die Gleichgewichtslage M, geht. 
Wenn also das System eine seiner Hauptschwingungen ausführt, führt jeder Punkt des 
Systems eine geradlinige Bewegung aus, die durch seine @leschgewichtslage hindurchgeht. 


8. Die Eigenfrequenzen A, und A, werden aus den Wurzeln der Frequenzgleichungen 
(3) bestimmt. Hieraus folgt, daß die Eigenfrequenzen eines Systems nicht von den An- 
fangsbedingungen abhängen. Dasselbe kann von der Schwingungsdauer z, und z, 
der Hauptschwingungen gesagt werden, wobei 


ist. 

4. Die in den Gln. (11) enthaltenen Konstanten «, und ß, sind beliebige Konstanten, 
die von den Anfangsbedingungen der Bewegung abhängen. Wir schließen also: Wenn 
das System eine semer Hauptschwingungen ausführt, sind die Schwingungsamplituden 
der Systempunkte und auch die Anfangsphase der Schwingungen von den Anfangs- 
bedingungen abhängig. 


Die Anfangsbedingungen aber beeinflussen die Amplituden nur durch Vermittlung 
des Faktors a,, der für alle Punkte des Systems gemeinsam ist. Hieraus folgt, daß die 
Amplitudenverhältnisse der verschiedenen Systempunkte von den Anfangsbedingungen 
nicht abhängen. | 


5. Es ist sehr wichtig, festzustellen, daß die Phase A,8 + ß, die für alle Systempunkte 
gemeinsame Phase ist. Also befinden sich alle Systempunkte stets in einer Phase, wenn 
das System eine der Hauptschwingungen ausführt. Das bedeutet, daß alle System- 
punkte gleichzeitig ihre Gleichgewichtslagen passieren (in den Augenblicken, in denen 
sin (A,& + ß,) = OP ist) und gleichzeitig die maximalen Abweichungen von denGleich- 
gewichtslagen erreichen (in den Augenblicken, in denen sin (4,8 + ß,) = + List). 


Die letztere Eigenschaft der Hauptschwingungen kann man auch in folgende 
Worte fassen: Wenn das System eine der Hauptschwingungen ausführt, dann ist das Ar- 
gument des Sinus zu jeder Zeit in der Gleichung für die Verschiebungen aller System- 
punkte gleich. 
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Zur Aufstellung der Differentialgleichungen der Eigenschwingungen eines Systems‘ 
mit zwei Freiheitsgraden haben wir im $ 146 die Methode von LAGRANGE benutzt. 
In der allgemeinen Untersuchung, die in den $$ 146 und 147 beschrieben wurde, war 
diese Methode ganz angebracht. Bei der Lösung konkreter Aufgaben aber führen 
unkompliziertere Verfahren häufig schneller und einfacher zum Ziel. Im $ 146 haben 
wir uns bereitsbei der Aufstellung 
von Ditferentialgleichungen der 
Bewegung in kartesischen Ko- 
ordinaten eines elementaren Ver- 
fahrens bedient. Dasselbe Ver- 
fahren werden wir auch im vorlie- 
genden Paragraphen anwenden. 


Ein elastischer Träger von der 
Länge /!, der auf zwei Stützen 
ruht, ist in den Punkten, welche 
die Länge ! in drei gleiche Teile 
teilen, durch die Lasten M, und 
M,, belastet (Abb. 227). Wir wer- 
den dieEigenschwingungen dieses 
Systems untersuchen, wobei wir 
die Masse des Trägers im Ver- 
gleich zu den Massen der Lasten 
M, und M, als vernachlässigbar 
klein ansehen wollen. 


Wir wollen zuerst den Gleich- 
gewichtszustand unseres Systems 
festlegen. Wir bezeichnen das Abb. 229 
Gewicht der Lasten M, und M, 
mit P, und P, und die statischen Durchbiegungen des Trägers an den Punkten M, 
und M, mit /, und f, (Abb. 228). Wir wollen nun voraussetzen, daß das System 
aus dem Gleichgewicht gebracht ist und kleine Schwingungen um die Gleichgewichts- 
lage ausführt; die zusätzlichen Durchbiegungen des Trägers an den Punkten M, 
und M, bezeichnen wir mit y, und y, (Abb. 229). | 


Da die Lage des Systems durch die beiden Koordinaten y, und y, bestimmt wird, 
hat das System zwei Freiheitsgrade. Wir betrachten die Lasten M, und M, als 
materielle Punkte und stellen die Differentialgleichungen der Bewegung dieser Punkte 
in der Projektion auf die vertikale Achse auf. Bezeichnen wir die Massen der Lasten M, 
und M, mit m, und m, und die elastischen Reaktionen des Trägers, die an diesen 
Lasten angreifen, mit %, und %;, so gilt: 


M) 


myı=Pı-Fı | 
MaÜa= Pa Fr. 


28* 
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Dies sind die Differentialgleichungen der Eigenschwingungen unseres Systems. 
Nun müssen noch die elastischen Reaktionen %, und %, errechnet werden. Zu dem 
Zweck kehren wir zum Gleichgewichtszustand des Systems zurück und berechnen 
zuerst die statischen Durchbiegungen f, und f,, die der Träger unter der Wirkung der 
Belastungen PB, und PB, erhält. Ohne uns bei der Lösung dieser statischen Aufgabe 
aufzuhalten (sie wird nach dem üblichen Verfahren der Festigkeitslehre gelöst), 
führen wir die Resultate an: 

(8P, +3 P,)® 


hen 
def (3 P,+8P,)® 
: 486 E.J 


[2 


wobei E der Elastizitätsmodul und J das Trägheitsmoment des Trägerquerschnittes 
in bezug auf die Hauptträgheitsachse ist, die senkrecht zur Krümmungsebene ver- 
läuft. Lösen wir diese Gleichungen nach P, und P, auf, so gült: 


486 EJ 
Bir 0, Bee) e 
486 EJ 
P,= u Klee: 


Im Gleichgewichtszustand des Systems sind aber die Gewichte B, und B, mit den 
elastischen Reaktionen %, und %, im Gleichgewicht. Nehmen wir P,=F, und 
P,=F,in den soeben gewonnenen Gleichungen an und führen zur Abkürzung die 


Bezeichnung 
486 EJ 
BETT: 2) 


ein, so finden wir die Ausdrücke für die elastischen Reaktionen im Gleichgewichts- 
zustand des Systems 


F\=.e(8fi —3fe), F,=c(8f.— 3fı). 


Hieraus ergeben sich leicht die Ausdrücke für die elastischen Reaktionen auch in 
einem beliebigen anderen Zustande des Systems: Man muß nur anstatt der statischen 
Durchbiegungen f, und /, entsprechend /, + yı und fs + %s einsetzen. 


Wir haben also in einem beliebigen Zustande des Systems 
F,=e[8(h + Yyı)—3(fs+ Ye) |; 
F,=c$8(, + y)—3(h + %Yı)]- 
Setzen wir nun diese Ausdrücke für F, und F, in die Gln. (1) ein, so erhalten wir: 
m fı = Pı == fe) = e(8yı — 3 Ye); 
Müa= Pr c(8f, — 3) — e8y—3yı)- 
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Es ist leicht zu sehen, daß sich die konstanten Glieder in diesen Gleichungen auf 
Grund der G]n. (2) und (3) wegheben. Endgültig erhalten wir: 


.. C 
da, + — Byı - 3Y%)=0, 
Mm, | 
(4) 


® C 
Ya + — (8% —-3y)=0. 
Me 


Nachdem wir die Differentialgleichungen der Eigenschwingungen unseres Systems 
aufgestellt haben, gehen wir zur Ermittlung der Hauptschwingungen über. Wir 
wissen bereits, daß die Hauptschwingungen den Partikulärlösungen des Systems (4) 
in der Form 

yı = al!) sin (At+P), 


Ya al?) sin (At'+ ß) 
entsprechen. 


Setzen wir diese Ausdrücke für y, und y, in die Gln. (4) ein und kürzen durch 
sin (At + ß), so erhalten wir: 


8 3 
(© - 2). - KA | 
M; Mm; 


3c 8 | ) 
am + (= )am=0, | 
Mm 


Sc 22 3c 
My; My 0 
Be 8c 92 u 
Ma My i 
oder 
Sc 8c 9 
—— AR || — — AR) = 
Mı Mg Mı Ma 
gewinnen. 


Die weiteren. Berechnungen führen wir unter der Voraussetzung. 


m; 
Ma = u 
durch. 
In diesem Spezialfall nimmt die Frequenzgleichung die Form 
in 2 12 110 «2 ef 
m; m? 


an. z 
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Hieraus folgt 


— C 
Y34) = 6,17 : 


1 
Bent, 34) — a 
n= (12 + Y34) = 17,83 a 


Auf diese Art finden wir zwei Eigenfrequenzen: 


nor, = 4sl/ 


Mm my; 
und zwei Hauptschwingungen 
U «m sin (A 1b + ßı); 
y. = a sin (At + B,) 
und 
= a sin (A, + fa) 
Ki = „a sin (A, + = 


Was die Amplituden a, a 2 und entsprechend «"* u (2) anbetrifft, so sind diese 
durch die Gln. (5) m verbunden. Behalten wir im Auge, dab 


Abb. 230 „(2 9.83 
re u 
2) 3 


In der Abb. 230 sind die Formen des schwingenden Trägers dargestellt, die der 
Grundschwingung und der ersten Oberschwingung entsprechen. 

Wir wissen bereits, daß sich die allgemeinste schwingende Bewegung unseres 
Systems durch die Überlagerung beider gewonnener Hauptschwingungen darstellen 
läßt. 


S 149. Der Fall gleicher Eigenfrequenzen 


Die allgemeine Untersuchung der Hauptschwingungen wurde im $147 unter der 
Voraussetzung durchgeführt, daß die Eigenfrequenzen A, und A, untereinander nicht 
gleich sind. Die in diesem Paragraphen aufgestellten Wechselbeziehungen hören auf, 
richtig zu sein, wenn A, = A, ist. Wir wollen nun speziell den Fall der gleichen Eigen- 
frequenzen betrachten. 
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Wir setzen voraus, daß die in bezug auf A? quadratische Frequenzgleichung (3) 
die gleichen Wurzeln A? = 4? besitzt. Im $ 147 galten die Ungleichungen 


cıı (22 
<< —, <N<+®, 
011 VER 
die unter der Voraussetzung 
€ C22 
< 
a1 Q2a 


aufgestellt waren. 
Hieraus ersieht man, daß im Fall A? = A} die Wechselbeziehungen 


2 2 _ Cıı € 
Be = 
| 011 Üg2 
Geltung haben müssen. 
Substituieren wir nun 
2 Cıı 
‘ ee 
11 


in Gl. (3), $.147, so finden wir: 


und 


Q12 
Also gilt im Falle gleicher Eigenfrequenzen: 


mo 1 2 m 


A411 Co9 q19 


Greifen wir auf die Gln. (2), 8 147, zurück, so sehen wir, daß diese bei der Sub- 
stitution A? = 4? identisch befriedigt werden. Folglich sind die Konstanten a, a 


«, a in den Partikulärlösungen (4) und (5), $147, durch keinerlei Abhängigkei- 
ten miteinander verbunden. Wir setzen 


«(2 — 6: a) — 0, a) — 0, a) — Rg, 


wobei «a, und a, beliebige konstante Größen sind. Auf diese Art erhalten wir zwei 
Partikulärlösungen der Bewegungsgleichungen 


= a,sin(A1&+ ßı), 9g=0 
dı = 0, 92 = @,sin(A,t+ Be). 


und 


Addieren wir diese Partikulärlösungen, so finden wir die neue Lösung 


dı = &,sin (At + ßı)» 
9. = X sin (Aıt + ß2)- 
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Da diese Lösung die vier willkürlichen Konstanten «,, «s, ßı und ß, enthält, ist sie 
damit die allgemeinste Lösung der Gln.'(4), $ 146, im Fall gleicher Eigenfrequenzen. 


Um ein klares Bild der Schwingungsbewegung des Systems im betrachteten Fall 
zu erhalten, gehen wir zu den kartesischen Koordinaten über. 


Setzen wir die soeben gewonnenen Ausdrücke für qg, und g, in die Gln. (10), $ 147, 
ein, so erhalten wir für die Verrückungen u,, v, und w, des Punktes M,. die Ausdrücke 


u = ANa,sin(Aıt+ 8) + Ada,sin(A,t + B,), 
u BÜa,sin(A,t + B,)+ BÜazsin (At + ß,), 
wi ar sin(A,6+ ßı)+ CO x, sin (At -+ Be). 
Die Eleminierung der Zeit i aus diesen Gleichungen führt zu der Gleichung 


Wi; Ü; w; 
ao, 30, 0® |<. 
Ä | 10, 2%, c® 
Dies ist die Gleichung einer Ebene, die durch die Gleichgewichtslage des Punktes M' 
(u; =; = w; = 0) geht. Also bewegt sich jeder Punkt des Systems in der Ebene’ 
die durch seine Gleichgewichtslage geht. Wir wählen die Koordinatenachsen x, y 


und z so, daß die xy-Ebene parallel zu der Ebene liegt, in der sich der Punkt M, 
bewegt. Dann ist 


w = 0. 
Ferner erhalten wir, wenn wir die Bezeichnungen 


4a® &ı sin ßı + AN, sin ßa = Mı; 
AN, cos ßı + Ad, cos ßf,=nı, 
B® x, sin ßı + BO x, sin ßa= Ms, 


B® «, cos ß, + BO ., coS Ba = N3 
einführen: 


%= My 608 Aıb + Nasin Ajl. 
Eliminieren wir die Zeit aus diesen Gleichungen, so finden wir 


(mu — mv? + (Wi — Ni)? = (MN: — Men)? 
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Dies ist die Gleichung einer Ellipse. Also führt jeder Punkt des Systems eine 
elliptische Bewegung in einer Ebene aus, die durch seine Gleichgewichtslage geht. 


Die Hauptschwingungen eines Systems (wie im $ 147 gezeigt) werden dadurch 
charakterisiert, daß bei jeder Hauptschwingung die Systempunkte geradlinige 
Schwingungen ausführen. Elliptische Bewegungen der Punkte eines schwingenden 
Systems sind stets die Folge der Überlagerung der zwei Hauptschwingungen mit 
gleicher Eigenfrequenz. 


Wir werden das Gesagte an einem einfachen Beispiel erklären. 


Wir stellen uns einen elastischen Stab vor, der am unteren Ende befestigt ist und 
an dem .oberen Ende die Last M trägt (Abb. 231). Wir setzen voraus, daß der Stab in 
den beiden Hauptebenen gleiches elastisches Verhalten zeigt (z. B. ein Stab vonrundem 
Querschnitt); die Masse des Stabes 
werden wir vernachlässigen und die 
Last M als materiellen Punkt betrach- 
ten. Wir wollen die Schwingungen der 
Last M um ihre Gleichgewichtslage 
untersuchen. 


Wir wählen die Koordinatenachsen z, 
y, 2 und richten die z2-Achse längs des 
ungekrümmten Stabes (Abb. 231). Die 
Lage des gegebenen Systems wird durch 
die Koordinaten x und y des Punktes M 
bestimmt; folglich hat unser System 
zwei Freiheitsgrade. Bezeichnen wir die 
Masse der Last M mit m, die Feder- 
konstante des Stabes mit ce, wobei 


35J Ä Abb. 231 


az 


ist (E ist der Elastizitätsmodul, J — das äquatoriale Trägheitsmoment des Stab- 
querschnittes, 1 — die Länge des Stabes), so gelten die Differentialgleichungen der 
Eigenschwingungen des Systems: 


mE=— CL, 
mfy= —cy. 


Hieraus folgt, daß das System zwei gleiche Eigenfrequenzen 


e 
Weie V; 
M 
hat. 


Die aus dem Gleichgewichtszustand gebrachte Last M wird eine elliptische Be- 
wegung um die Gleichgewichtslage herum ausführen. 
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S 150. Die erzwungenen Schwingungen zweier Massen mit elastischer 
Kopplung 


Im $145 haben wir die Eigenschwingungen eines Systems betrachtet, das aus den 
beiden Massen M, und M, besteht, von welchen die erste mit einer Schraubenfeder an 
einem festen Punkt aufgehängt ist, die andere aber mit einer zweiten Feder an der 
ersten aufgehängt ist (Abb. 224). Wir wenden uns nun den erzwungenen Schwingungen 
dieses Systems zu. 

Wir nehmen an, daß auf die Masse M, die vertikale Erregerkraft © wirkt, die als 
Zeitfunktion vorgegeben ist. Wir beschränken uns äuf die Betrachtung des Falles 
einer periodischen Erregerkraft und setzen voraus, daß die Kraft © als perio- 
dische Zeitfunktion mit der Schwingungsdauer 7’ vorgegeben ist. Wir beginnen mit 
der Zerlegung der Kraft © in ihre harmonischen Komponenten. Wir setzen ferner 
voraus, daß der Mittelwert der Kraft © in einer Periode gleich Null ist; in einem 
solchen Falle fehlt das konstante Glied bei der Zerlegung der Größe S in eine FOURIER- 
Reihe, und es gilt: | 

n= 00 
— 2, (An cosnpt+ B„sinnpt), 
n= 


N 


wobei p = aa die Grundfrequenz der Kraft S ist und A, und B, die gegebenen 


Konstanten sind. 

Wir haben das Fehlen des konstanten Gliedes bei der Zerlegung der Kraft © vor- 
ausgesetzt, um eine gewisse Vereinfachung der weiteren Ableitung herbeizuführen — 
diese Voraussetzung schränkt nicht wesentlich die Allgemeingültigkeit der Unter- 
suchung ein (das konstante Glied bei der Zerlegung der Kraft © ruft nur eine gewisse 
zusätzliche statische Verlängerung der oberen Feder hervor). 

Wir stellen nun die Differentialgleichungen der Bewegung unseres Systems auf. 
Wenn wir die im $145 eingeführten Bezeichnungen beibehalten und die Erregerkraft S 
zu den auf die Masse M, wirkenden Kräfte hinzufügen, erhalten wir: 


mi=Pı+R,—-Fı+S$, 
Mi Pa —F3. 
Wenn wir hier (wie im'$ 145) 
F,=a(h+ 2), 
F,= e,(f, + % %,) 


annehmen und die Gleichgewichtsbedingungen 


Pı+t&h-ah=', 
. P,-6h=0 
beachten, erhalten wir 


ME — Cakı Chr rt PD, 


Make = — Cala + Cakı. 
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Führen wir darauf (wie im $ 145) die Bezeichnungen 


C C C C 
a Pr nd. a rd (1) 
MM] Mı Me 


ein und zerlegen $ in eine FourIErR-Reihe, so ergibt sich endgültig: 


R I n=%. ) 
&, + 2a, 2b, = — Y (Aneosnpt+ B„sinnpt), 

Mın=1 N (2) 
3, 2emı +2c,—=0. ) 


Wir haben ein System von zwei inhomogenen, linearen Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten gewonnen. Wie bekannt, setzt sich die allgemeine Lösung 
eines solchen Systems aus einer beliebigen partikulären Lösung und der Lösung des 
entsprechenden homogenen Gleichungssystems zusammen. Die allgemeine Lösung 
des entsprechenden homogenen Gleichungssystems wurde bereits im $ 145 gewonnen, 
sie entspricht den Eigenschwingungen des gegebenen Systems. Nun muß noch 
irgendeine partikuläre Lösung des Systems (2) gefunden werden. 


Diese partikuläre Lösung werden wir in folgender Form suchen: 


a) (ı) 
= N (an cosnpt+bnsinnpt), 
er | ) 
ne, @ (2) «; 
= ) (an cosnpt+b„sinnpt), 
n=1i 


wobei a, db), a2, [2 unbestimmte Koeffizienten sind, die bestimmt werden 
müssen. Setzen wir die Ausdrücke für x, und x, in die Gln. (2) ein, so ergibt sich 


"YAla- n? p?) a) _ 2 ba) cosnpi-+ [2a — n2 p?) I _ 2 65%) sin npij 
ni 
] n= 


= — ) (A,eosnpt + B,sinnpi), 


Mı n=1 
n= 00 2 2 
2 {L@e- mp) an — 2can joosnpt+[@e- mp) oW—2cHW]sinnptry=0. 
Diese Gleichungen verwandeln sich in dem Falle in Identitäten, wenn 
g 
(2a ne n2p2)a 0) — 2b?) — SE 
Mı 
(2e— np) a) — 2a) 0, 
B 
(2a — n?p?) ve _ 2 8) = = 
Mm; 


Le np) 20-0 
gilt. 
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Führen wir als abkürzende Schreibweise die Bezeichnung 
A (n2 p?) = (2a — n?p?)(2c — n?p?) — 4be (4) 


ein, so erhalten wir aus den soeben angeführten Gleichungen 


(1) _ (2e—-n?p?) A, „W) _ (@e—n?p?)B, 
x m, 4 (n? p?) i ” m, A {n2 pP) j 
(2) 2 C A, (2) 2 2 C B,; 
al) - __n_ m 
m, 4 (n? p2) m, 4 (n? p?) 


Setzen wir diese Gleichungen in die Gln. (3) ein, so finden wir die gesuchte Parti- 
kulärlösung 


2 Mı se A(n2p?) (5) 
l 2c A t+B l 
ea um), 
mn An? p?) 


Fügea wir zu dieser Partikulärlösung die Lösung (12), $ 145, der homogenen Gin. (2) 
desselben Paragraphen hinzu, so erhalten wir die allgemeine Lösung unserer Gln. (2). 
Die GIn. (12), $ 145, entsprechen den Eigenschwingungen des Systems; wir wollen 
die den Gln. (5) entsprechende Bewegung erzwungene Schwingungen des Systems 
nennen. Wie man sieht, setzt sich die Bewegung des yacne aus seinen freien und 
erzwungenen Schwingungen zusammen. 


Wir schließen die freien Schwingungen ab und wenden uns einem ausführlichen 
Studium der erzwungenen Schwingungen des Systems zu. 


Aus den Gin. (5) folgt, daß jede harmonische Komponente der Erregerkraft © die 
entsprechende harmonische Schwingung des Systems hervorruft; wenn sich diese 
harmonischen Schwingungen überlagern, bilden sie eine zusammengesetzte erzwun- 
gene schwingende Bewegung des Systems. 


Wir beschäftigen uns mit der harmonischen Schwingung, die der n-ten harmonischen 
Komponente der Kraft S entspricht. Der Einfachheit halber wollen wir auch noch 
B, = 0 annehmen. In einem solchen Fall wird der n-ten harmonischen Komponente 
A, cosnpt der Kraft $ die harmonische Schwingung 

x = aM eosnpt, 2, a®) cosnpt 
entsprechen, wobei 
G)_ (2 e—n? 0) A, () _ 2cA, 6 
a we a (6) 


m, A (n2 p2) m, A (n? pP?) 


ist. 

Aus den Gln. (6) werden die Schwingungsamplituden der Massen M, und M, 
bestimmt. Wir wollen verfolgen, wie sich diese Amplituden bei der Veränderung der 
Frequenz unserer harmonischen Komponente np von 0 bis oo verändern. 
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Wir wollen uns vor allem die GlIn. (7), $ 145, für die Eigenfrequenzen A, und. A, 
unseres Systems ins Gedächtnis zurückrufen. Es galt: 


M=a+c— Ya — c)?+4be, 
»=atrc+ Ya — 6)? +4be. 
Hieraus folgt | | 
2—22e=a—0— Ya-e)®+4be<0, 
2. —2e=a-— c-+ Va — 0)? +4be>0. 


Somit liegen die Größen A,, 2c und A, in nachstehender Reihenfolge: 


0< M<Y2e< Ag < oo. 


Vergleichen wir die Gl. (4) mit der Gl. (5), $145, die durch die Eigenfrequenz A, 
und A, befriedigt wird, so sehen wir, daB diese letzte Gleichung die Form 


4 (42) = 0 
annimmt. 
Da A, und A, die Wurzeln dieser Gleichung sind, gelten die Identitäten: 


A(M)=0, A(%)= 0 
d. h., der Ausdruck 4 (n?p?) wird beinp = A, und np = A, zu Null. Beachten wir, 


daß 
4(0)=4c(a—b)>0 


ist, so können wir weiter schließen, daß 


bi O<np<A, Anp)>0,: 
bi A,<np<% A(n2p?)<0, 


bi ,<np<w A (n? p2) > 0 
gilt. 

Wir wollen nun die Vorzeichen der Amplituden a'!) und a‘? bei verschiedenen 
Werten der Frequenz np betrachten. Beachten wir die Vorzeichen der Größe A (n?»?) 
und nehmen A, > 0 an, so kommen wir zu den nachstehenden Schlußfolgerungen: 

1. BiO0<np< A, erhalten wir a > 0, a'® = 0. Das bedeutet, daß sich die 
Schwingungen 

= aM eosnpi, = aM cosnpt 
der beiden Massen M, und M, in Phase mit der harmonischen Komponente A, 
cos npt befinden. 

2. Bi ,u<np< V2e ist ar <h, a) <0. Die Schwingungen beider Massen 
befinden sich in entgegengesetzter Phase zu der harmonischen Komponente A, cosnpt. 
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3. Bei Y2e <np < A,ist a! > 0,a® < 0. Die Schwingungen der oberen Masse 
sind wieder in Phase mit der harmonischen Komponente der Erregerkraft, die Schwin- 
gungen der unteren Masse bleiben in entgegengesetzter Phase zu dieser harmonischen 
Komponente. 


4. Bir, <np < wist ar <h, a2) > 0. Das Bild verändert sich; nun befinden 
sich die Schwingungen der oberen Masse in entgegengesetzter Phase, die Schwin- 
gungen der unteren Masse ‚dagegen in Phase mit der harmonischen Komponente der 
Kraft 8. 


Abb. 232 


Bei np = A, und np = A, werden die Nenner in den Gin. (6) Null, und folglich 
nehmen die Amplituden a und a'?' unendlich große Werte an. Wir haben es hier 
mit der Erscheinung der Resonanz zu tun. 

Wie man sieht, tritt Resonanz bei allen Werten der Frequenz der Erregerkrait p 
ein, die in den Gleichungen | 

A, Az 


== — Ds: 


’ 


N N 


enthalten sind, wobei n eine ganze Zahl ist. 


Alle diese Werte der Frequenz p heißen kritische Frequenzen der Erregerkraft. 
Beip = A, undp = A, tritt die erste harmonische Komponente der Erregerkraft in 


AUREIRU 2 2 2 
Resonanz, wir sprechen von Resonanzen erster Ordnung; beip = En undp= 5 


wird die Resonanz von der zweiten harmonischen Komponente hervorgerufen. Wir 
haben Resonanzen zweiter Ordnung usw. 

In Abb. 232 sind die Funktionskurven der Amplituden a') und a’? in Abhängig- 
keit von der Frequenz np dargestellt. Diese Diagramme sind unter der Voraussetzung 
Mı = 2M;, Cı = c, aufgebaut. 
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‘In diesem Fall gilt nach den Gln. (1) und (7), $ 145: 


cı cı Ci 
= —, b=——, = —, 
Mm, 2mı Mı 
C 
wann. Mesa 
Mı Mmı 


Wir bezeichnen mit A, die Eigenfrequenz der Schwingungen der oberen Masse m, 
bei Fehlen der unteren Masse m,, d. h., wir setzen 


cı 


Mı j 
In einem solchen Falle erhalten wir für die Eigenfrequenzen unseres Systems 
/ı — 0,766 Ag N) ia —. 1,85 Äo . 


Ferner führen wir die Bezeichnungen 


(1) Cı (e) 
Zero, ; 2 = —ı 
ein. | \ 
Gemäß den Gin. (6) gilt: 
de — np? 2C 
A (n? p?) An pP) 


oder, wenn wir den Wert für c einsetzen, 


„22 —n2p2 21. 
re SEEN 
A (n2 p?) 4A (n2 p?) 


Andererseits gilt, wenn wir die Werte a, b und c in die Gl. (4) einsetzen: 


2m2\2 | 
Ar p)-AR—- mp — 24 - (2 ı — |. 


2° 
® [Z 0 
Folglich ist 
=, j 
nn RR oO u [3 
ze or u u en 
"Ei. [2- ar 
Ro, — 


In Abb. 232 sind auf der horizontalen Achse die Werte abgetragen, auf der 


vertikalen Achse die Werte z, und 2,. Bei Ki — 4, undnp = A, wachsen die Größenz, 


und 2, und folglich auch die Amplituden a!) und a‘? ins Unendliche, was der Reso- 
nanzerscheinung entspricht. | 
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Es ist interessant, die Veränderung der Amplitudenverhältnisse a und a'* bei der 
Veränderung der Frequenz np zu verfolgen; von der’Größe dieses Verhältnisses hängt 
die Form der erzwungenen Schwingung unseres Systems bei verschiedenen Werten 
der Frequenz np ab. Aus den Gln. (6) folgt: 


a®) 2c— n?p? 
a®) 2c 


(c) 0 (d) 


Abb. 254 Abb. 235 


a) 


Das Diagramm der Abhängigkeit des Amplitudenverhältnisses „ von der Fre- 


quenz np ist in Abb. 233 (für den Fall m, = m,, cı = c,) dargestellt. i 

Wir erinnern daran, daß wir beim Studium der Eigenschwingungen eines gegebenen 
Systems ($ 145) fanden, daß die Amplitudenverhältnisse der Massen m, und m, bei den 
Hauptsehwingungen des Systems folgende Werte haben: 


ad 202 


1 i 
7,3 = 7777,70 (für die erste Hauptschwingung), 
| E 3 


ad 202 
2 | er ; : | 
„@ ee (für die zweite Hauptschwingung). 
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Wie man sieht, wird beinp = A, und np = A, das Amplitudenverhältnis der er- 
(1) 
der Eigenschwin- 


n 
gungen bei der entsprechenden Hauptschwingung des Systems. Folglich fällt die Form 
der erzwungenen Schwingungen im Resonanzfall bei np = A, und np = 4, mit der 
Form der entsprechenden Hauptschwingungen zusammen. 

In Abb. 234 sind die Formen der Hauptschwingungen unseres Systems für den 
Fall m, = 2 m,, Cı = c, dargestellt. In Abb. 235 sind die Formen der erzwungenen 
Schwingungen unter der gleichen Voraussetzung bei np = 0, np = A, NP = Y2e 
— 1,414 A,, np = 24, gegeben. Die Diagramme der Abb. 234 und 235 sind ebenso 
konstruiert wie im $ 145. 


S 151. Das Schema eines Sehwingungsdämpiers 


Wenn wir nochmals auf die Gln, (6) des vorhergehenden Paragraphen zurück- 
greifen, vermerken nn Spezialfall np = y2e: Bei diesem Wert der Frequenz np 


wird die Amplitude a’! Null, d. h., die obere Masse m, bleibt unbeweglich; die ent- 
sprechende Schwingungsform ist in Abb. 235 dargestellt. 

Dieses Resultat.bietet die Möglichkeit, die Schwingungen zu dämpfen, ohne daß 
am System Widerstände angreifen, d. h. ohne Absorption der Schwingungsenergie, 
sondern durch Hinzufügen eines geeigneten zusätzlichen Schwingers an das schwin- 
gende System. Ein derartiger zusätzlicher Schwinger heißt Schwingungstilger. 

Wir nehmen also an, daß wir ein System’ mit einem Freiheitsgrad haben, das wir 
uns schematisch in Form der Masse m, vorstellen, die an einer Feder an einem festen 
Punkt aufgehängt ist. Wenn wir die Federkonstante der Feder mit c, bezeichnen, 
wird die Eigenfrequenz des Systems gleich 


sein. 

Wir nehmen an, daß auf die Masse m, eine periodische Erregerkraft wirkt. Wenn 
die Frequenz der n-ten harmonischen Komponente dieser Kraft (wir bezeichnen diese 
Frequenz wie bisher mit np) nahe der Frequenz A, ist, befindet sich die n-te har- 
monische Komponente der Erregerkraft unter Bedingungen, die nahe der Resonanz 
sind, und wir werden bedeutende Amplituden der Masse m, erhalten, die durch diese 
harmonische Komponente hervorgerufen und von verhältnismäßig unbedeutenden 
Schwingungen begleitet sind, die den übrigen harmonischen Komponenten der Er- 
regerkraft entsprechen. 

Um die Schwingungen der n-ten Ordnung der Masse m,, d. h. die Schwingungen 
dieser Masse, die durch die n-te harmonische Komponente der auf diese Masse wirken- 
den Erregerkraft hervorgerufen werden, zu vernichten, verfahren wir folgender- 
maßen. Wir fügen zu der Masse m, eine neue Masse m, hinzu, wobei wir diese an der 
ersten Masse mit einer Feder mit der Federkonstanten c, aufhängen. Wir erhalten 
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das System mit zwei Freiheitsgraden, das wir im $ 150 untersucht haben. Wir wissen 
bereits, daß die Schwingungen der Masse m,, die der n-ten harmonischen Komponente 
entsprechen, restlos vernichtet werden, wenn die Masse m, und die Federkonstante 
C, so gewählt werden, daß die Bedingung 


oder, was dasselbe ist, 


(s. Gln. (1), $ 145) erfüllt ist. In diesem Falle wirkt die Masse m, als Schwingungs- 
dämpfer. 


Wir sehen, daß _®_ nichts anderes ist als die Eigenfrequenz, welche die Masse m, 
m 


2 
besitzen würde, wenn ihre Feder nicht an der Masse m,, sondern an einem fesien 
Punkt aufgehängt wäre. Die von uns soeben gewonnene Bedingung wird darauf 
zurückgeführt, daß diese Eigenfrequenz des Schwingungsdämpfers gleich der Frequenz 
np sein muß. Oder anders gesagt, der Schwingungsdämpfer muß auf Resonanz mit 
der Frequenz derjenigen Schwingungen abgestimmt sein, die er zu löschen hat. 

Man darf nicht vergessen, daß der Schwingungsdämpfer nur Schwingungen einer 
bestimmten Ordnung dämpft, die Schwingungen der übrigen Ordnungen aber bleiben 
ungedämpft. Es kann sogar vorkommen, daß durch die Wirkungen des Schwingungs- 
dämpfers die Schwingungen irgendeiner Ordnung nicht nur. nicht abgeschwächt, 
sondern im Gegenteil verstärkt werden. Wir erhalten tatsächlich nach Anschluß des 
Schwingungsdämpfers an das Grundsystem ein System mit zwei Freiheitsgraden, 
das zwei Eigenfrequenzen A, und A, besitzt. Wenn eine dieser Eigenfrequenzen 
nahe der Frequenz einer der harmonischen Komponenten der ungedämpften er- 
zwungenen Schwingungen ist, erweist sich diese harmonische Komponente als 
verstärkend und die Wirkung des Schwingungsdämpfers kann negativ sein. Beim 
Projektieren eines Schwingungsdämpfers muß man sich davon überzeugen (durch 
Berechnung der Eigenfrequenzen A, und A,), daß dieses nicht vorkommen kann. 

Es muß noch erwähnt werden, daß ein nach dem besprochenen Schema aufgebauter 
Schwingungsdämpfer nur in dem Fall zuverlässig funktionieren kann, wenn die 
Frequenz p der Erregerkraft einen festen Wert hat. Wenn sich aber (wie das häufig 
vorkommt) die Frequenz » verändern kann, wird der Schwingungsdämpfer unver- 
meidlich aus der Resonanz mit denjenigen Schwingungen geraten, die er dämpfen 
soll, und wenn sich die Frequenz np dieser Schwingungen einer der Eigenfrequenzen A, 
und y, nähert, werden diese zur Dämpfung bestimmten Schwingungen nicht nur nieht 
gelöscht, sondern sogar verstärkt werden. 

In allen ähnlichen Fällen ist die Einführung irgendwelcher Widerstände in das 
schwingende System, welche die Energie der Schwingungen verzehren, ein radikales 
Mittel zur Vernichtung unerwünschter Schwingungen. Allein auchin diesen Fällen kann 
sich der Anschluß eines Schwingungsdämpfers an das Grundsystem als nützlich er- 
weisen. Oft ist es schwierig, einen Widerstand in das schwingende Grundsystem ein- 
zuführen; insolchen Fällen kann man, nachdem man an das System einen Schwingungs- 
dämpfer angeschlossen hat, den Widerstand in den Schwingungsdämpfer einführen. 
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Dieser Widerstand wird, wenn er die Schwingungen des Schwingungsdämpfers dämpft, 
gleichzeitig auch die Schwingungen im Grundsystem dämpfen. | 

Auf diesem Prinzip ist der Franmsche Schlingertank für Schiffe aufgebaut, der eine 
weite Verbreitung gefunden hat. 

In dieser Konstruktion werden durch die Schwingungen des Schiffes Schwingungen 
des Wassers in den beiden miteinander in Verbindung stehenden, auf dem Schiff an- 
gebrachten Behältern hervorgerufen. Hier ist der Rumpf des auf den Wellen schaukeln- 
den Schiffes das Grundsystem; das Wasser in den miteinander in Verbindung stehenden 
Behältern ist der Schwingungsdämpfer. Die Schwingungen des Wassers in den Behältern 
werden durch eine besondere Drosselvorrichtung gedämpft. Hierdurch wird eine be- 
deutende Herabminderung der Schwingungsamplitude des Schiffes erreicht. 


KAPITEL XXV 


KLEINE SCHWINGUNGEN 
EINES SYSTEMS MIT EINER ENDLICHEN ANZAHL 
VON FREIHEITSGRADEN 


$ 152. Die Ditferentialgleichungen der Eigenschwingungen eines ‚Systems 


Wir wenden uns nun der allgemeinen Theorie der kleinen Schwingungen eines 
Systems mit einer beliebigen endlichen Anzahl von Freiheitsgraden zu. Wir beginnen 
mit der Betrachtung der Eigenschwingungen des Systems. 

Wir stellen uns ein konservatives System vor, das aus den materiellen Punkten M,, 
M,;,,...,M, besteht. Wir nehmen an, daß dieses System % Freiheitsgrade besitzt, 
und bezeichnen die verallgemeinerten. Koordinaten des Systems mit 9:92 --:3.9%- 
Wir wollen die kleinen Schwingungen des Systems um seine Gleichgewichtslage unter. 
suchen, die wir als stabil voraussetzen. In.der Gleichgewichtslage sind die Koordinaten- 
werte y,=% = iD, : er 

Wir wollen die Ditferentialgleichungen der kleinen Schwingungen unseres Systems 
in den Koordinaten q,, 92, . . . ‚ , aufstellen. 

Nach der Methode von LAGRANGE gilt 


dor oT 9V 
dt dd 9a 9 
dor o9r oV 
dd 9: 9 
dor >5aT oV 
aa Oo 


wobei 7’ und V die kinetische und die potentielle Energie des Systems sind. 
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Beachten wir, daß die Zwangsbedingungen unseres Systems als skleronom voraus- 
gesetzt werden, so können wir bei der Berechnung der kinetischen Energie die 
Gleichung 


| | 
T= 7 (Ad? + Aydg ++ ApnGe + 2 Aradıda + 2 Aısdıda (2) 
+4 2 An asndgndk) 
benutzen, wobei Ay, Ass... , A, 1, , Funktionen von 9, 92... ‚9, Sind, 


Diese Gleichung kann man kürzer in die Form 
| i=kiji=k 


T- — | 
Duissi 


Ay;did; 
schreiben unter der Bedingung A;; = 4, .. 

Beim Betrachten der kleinen Schwingungen des Systems um seine Gleichgewichts- 
lage werden wir die verallgemeinerten Koordinaten q,, 9, ...,g, und auch die ver- 
allgemeinerten Geschwindigkeiten gı, da... ,g, als kleine Größen erster Ordnung 
ansehen. Wir wollen im Ausdruck der kinetischen Energie 7 nur die kleinen Glieder 
‚zweiter Ordnung behalten und entwickeln die Funktionen A;, in Reihen nach den 
Potenzen der kleinen Größen q,, 92, ...,g,. Dann gilt: 


A;; VE 


Hierist a, , der Wert der Funktion A, ‚an der Stelle =9Q2 =... =q, = 0, die Auslas- 
sungspunkte vertreten die Glieder, die 9 9a... ,q, im ersten Grade und höheren 
Graden enthalten. Alle diese Glieder werden nach der Multiplikation mit d,g’ kleine 
Größen dritter und höherer Ordnung sein. Vernachlässigen wir diese Größen, so 


erhalten wir: ee 


2 2, aijdigj- 
2 11 je 
Wir bemerken, daß hier die Koeffizienten a;; konstante Größen sind, wobei 


4; =; - Ist. 


Wir gehen nun zur Berechnung der potentiellen Energie V über. Wir wissen, daß V 
eine Funktion der Koordinaten q,, 93, ... - , 9, ist. Entwickeln wir diese Funktion nach 
Potenzen der kleinen Größen q,, 93, . . . , 9, so gilt 


i=k/gy 1i=ki=k/ 92V 
ver See 
i 2 gi “77 2 949g; nn 


—1 -=1j/=1 
wobei V,, () usw. Werte der Funktion V und ihrer Ableitungen bi, =% =... 
0 


I gi 
—= 4, = 0 sind, d.h. Werte, die der Gleichgewichtslage des Systems entsprechen. 
Wir bemerken nun, daß in der Gleichgewichtslage die ersten Ableitungen der 
potentiellen Energie nach den verallgemeinerten Koordinaten (die gleich den ent- 
sprechenden negativen verallgemeinerten Kräften sind) gleich Null werden. Folglich 
gilt 
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Ferner nehmen wir den Wert der potentiellen Energie in der Gleichgewichtslage 
unseres Systems zu Null an; in diesem Fall haben wir: 


ne 0. 


(Ei 
2 ehe 
Iq9g; = 


ein und behalten im Ausdruck für die potentielle Energie nur die kleinen Glieder 
zweiter Ordnung, so erhalten wir endgültig: 


Führen wir die Bezeichnungen 


en 
V’=—2 2 eimg- 
21 je 

Wir bemerken, daß hier die Koeffizienten e;; konstante Größen sind, wobei 
e;; =6;; Ist. Wir werden voraussetzen, daß wen len. eine dieser Größen ungleich 
Null ist. 

‘Ganz am Anfang dieser Paragraphen sind wir bereits von der Voraussetzung aus- 
gegangen, daß die Gleichgewichtslage , =92 =... =g,—=0 stabil ist. Das be- 
deutet (nach dem Theorem von DiIRIcHLET), daß die potentielle Energie V in der 
Gleichgewichtslage ein Minimum hat. Folglich sind die Werte der potentiellen Energie 
in den Lagen des Systems, die nahe der Gleichgewichtslage sind, größer als die Werte 
der potentiellen Energie in der Gleichgewichtslage. Wir haben aber die Werte der 
potentiellen Energie des Systems in der Gleichgewichtslage mit Null angenommen. 
Hieraus folgt, daß in allen Lagen des Systems, die hinreichend nahe der Gleich- 
gewichtslage sind, mit den obigen Annahmen die potentielle Energie V eine positive 
Größe sein muß. 

Nachdem wir die Ausdrücke der kinetischen und der potentiellen Energie des 
Systems gewonnen haben, gehen wir nun zur Aufstellung der Differentialgleichungen. 
der Bewegung des Systems über. 


Es gilt: 
oT oT 
ee dit Gigede tr "+ A;{g: a 
oV 
Erg Gıgı tr liegt Teig 
Ti 


‚Setzen wir diese Größen in die Gln. (1) ein, so erhalten wir: 
Arıdı + 912da tt" Faıgapr ten t eat" tea dh 


Agıdı FQAghe +" Fan fn T EoıQıTt Cadet" T Care 0, (3) 


Oyıdı Fagadgt "HF Ani t CHılat Erle t'*' Tg IE = 0. 


Wir erinnern nochmals daran, daß hier a,;= a; ‚ und 6; = e;, Ist. Dies sind die 
Differentialgleichungen der kleinen en eines ni mit %k Freiheits- 
graden. 
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8 153. Die Hauptschwingungen und Eigenfrequenzen 


Wir gehen jetzt zur Integration der Gln. (3), $ 152, über und wollen ihre Einzel- 
lösungen in der Form 
"Se «(U sin (At + ß); 


de «(2) sin (At + ß), 


= «)sin(At +ß) 


ansetzen, wobei «{v, «{2),..., ak), A, ß Konstanten sind. 
Setzen wir die Ausdrücke für q,, 93, . . . , 9, in die Gln. (3), $152 ein und dividieren 
‚durch sin (At + ß), so erhalten wir die Gleichungen 


(en 22 4,1)@() + (612 = A2 419) (2) u u ne (eır — 12 01,)aR) — 0, 


(a A? a9,)« + (&g — A 3)«(2) u An A,,)a®) 0, 


.o 00 008080018 0 1 Tr Tr Tr Tr Tr Tr Tr Tr Te FT en —e 


(2) 
(pı— 4a) + (op — Arayo)a) + + (0 — Aayr)a) = 0. 


Diese Gleichungen, die linear und homogen in bezug auf die Konstanten «alı), «{2), 

.,alk) sind, lassen in bezug auf diese Konstanten eine von Null verschiedene 
Lösung nur in dem Falle zu, daß die Koeffizientendeterminante des Systems gleich 
Null ist. Bezeichnen wir diese Koeffizientendeterminante mit 4 (A), d. h., nehmen 
wir | 


Cıı— Adııs Cıa— Arte: » E17 2? Gır > 
A (22) = gı— Alp, (9 Ale; 2 a 77T 
CHıT Mapı: CH Adna» y CR A’ Qyy 


an, so erhalten wir die Gleichung 
21(2)=0, (2) 


die durch die Größe A befriedigt werden muß. Diese Gleichung heißt Frequenzgleichung. 
Wie man sieht, ist die Frequenzgleichung eine Gleichung k-ten Grades in bezug 
auf 42. Man kann zeigen, daß alle Wurzeln dieser Gleichung reell und positiv sind. 
Wenn A? die Gl. (3) befriedigt, lassen die. Gln. (2) eine unendliche Anzahl von 
Lösungen in bezug auf a), «{'d,...,«'k) zu. Dabei sind die Größen «ı), «{,..., 
ak), welche die Gln. (2) befriedigen, reell, wenn A? reell ist; wenn aber 4? eine kom- 
plexe Größe ist, dann sind auch die Größen a), «'2),..., «'k), komplexe Größen. 
Nun wollen wir zeigen, daß es komplexe Größen für A?, welche die Gl. (3) be- 
friedigen, in Wirkliehkeit nicht geben kann. 
Wir wollen das Gegenteil annehmen. Wir setzen voraus, daß die Gl. (8) eine 
komplexe Wurzel 
A —m+tın 
hat. 
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In diesem Falle muß die Gl. (3) auch eine konjugiert komplexe Wurzel 


,=m—in 


haben. 
Wir bezeichnen die Größen a), «{2),..., «(k), die der Wurzel A? entsprechen, mit 


tie, Ati, My +. 
In einem solchen Fall entsprechen der Wurzel 42 die konjugierten Werte 


a, —iö,, ad, —i,, Bas aM _, —i6,, 


Der Kürze halber schreiben wir das Gleichungssystem (2) in folgende Form um: 


an 


j= 
(e,; — Aa,;)al = 0 (s=1, De) (2) 


ud 
| 
[ur 


und setzen in dieses Gleichungssystem #2 = A}, «Ü) = a) ein; das ergibt k Glei- 
chungen 


be 


= 2 (7) 
(ss; Aa)e) =0 (s=l, 2,,..,K. 


ll 
» 


Multiplizieren wir jede dieser Gleichungen entsprechend mit „'°) und addieren 
die gewonnenen Resultate, so erhalten wir: 


s=k j=k 
: RE) 
i 2 A, 1) ı % 2 =0 
s= ]= 
oder 
s=k ]J=k s=k ]=k i 
1. ) I - N) ) 
> ea) = u ih, aa as =. (4) 
s=1j=1 s=11=1 


Wir werden nun zeigen, daß die beiden in dieser Gleichung enthaltenen doppelten 
Summen reelle und positive Größen sind. Nehmen wir die erste Summe und in dieser 
Summe die beiden Summanden 


REAL LO RER PUR 


Erinnern wir uns daran, daß e,,; = e;, ist und setzen die Werte für a, ae), a), 
a) ein, so haben wir 
N) 


=; li ns 36,)(ys — u6,) + (Ys T Ws) (rin “N 


—6sj (Zysyj +26, ö,) = (sj (YsPj +6 ö;) + 6j (YjPs +6; ö,)- 
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Wie man sieht, verändert sich die Summe der .von uns genommenen beiden Sum- 
manden bei einer Vertauschung der Produkte a), a“) und as), al entsprechend 
den Größen y, y; + 6, 6, und y;y, + 6; ö, nicht. Hieraus folgt, daß sich auch die ganze 
uns interessierende doppelte Summe bei dieser Vertauschung nieht verändert. Es 
gilt also: 


zZ 0 — > 2% (Ysrj +6 dj) 


s=k j=k 


ze E3 eiYsyit 2 PORORE 


|] s=k I=k 
Ve BR j94s; 
s=1]=1 


unseres Systems eine positive Größe ist (wegen der von uns vorausgesetzten Stabilität 
der Gleichgewichtslage des Systems) und nur Nullbi, =9% =... = g, > 0 wird, 
gilt folglich bei allen reellen (und gleichzeitig von Null verschiedenen) Werten von g,, 


Gay +. 9 Ie: 2% . 


Day, 92... , 7, und ö,, ö2,..., ö, reelle Zahlen sind, schließen wir, daß 


s=k j=k s=kj=k 
= 92 esjYsyj>d 2 2 a 
s=1J=1 s=1j=1 
ist, und daraus folgt, daß a 
s=k j=k 
0.8, 69% > 0 
s=11=1 


gilt. | 
Entsprechend überzeugen wir uns, da «,; = «;, ist, daß auch die kinetische Energie 
T unseres Systems eine positive Größe ist, also 


s=k j=k 
> Day; >. 
s-1j=-1 
Wir setzen nun A? = (m + ın) in die Gl. (4) ein. Setzen wir nun einzeln den reellen 
und den i imaginären Teil desjenigen komplexen Ausdruckes gleich Null, den wir im 
linken Teil der Gleichung haben, so erhalten wir 


sk j=k s=k j=k 
ja; m P3 AR; 0, 
s=-1 ]=1 s=1 J=1 
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woraus 
s=-k ]J=k 
DES HLALH 
_ 8=-1]J=1 En 
es >0,n=0 
PIE ZLRLRT 
s=1j=1 
folgt. 


Also wird in der von uns vorausgesetzten komplexen Wurzel A! = (m + in) der 
Frequenzgleichung der imaginäre Teil Null, der Realteil aber ist positiv. Hieraus folgt, 
daß alle Wurzeln der Frequenzgleichung nur reelle positive Größen sein können. 

Ordnen wir diese Wurzeln in der Reihenfolge ihres Index an und bezeichnen sie 
mit A), A},...,4A,;, dann erhalten wir k reelle positive Werte A= A, A=4,..., 
A = 4,, bei denen das Gleichungssystem (3), $ 152, Einzellösungen in der Form (1). 
zuläßt. | 

Also gestatten die Gln. (3), $ 152, k linear unabhängige Einzellösungen: 


= „) sin (At + ß;); 


= PA) sin (A;t =F ß:)» (5) 


u >> 


= a ®sin (At + B}), 


die den Werten? =1,2,...,k entsprechen. 

Jeder dieser Einzellösungen entspricht eine gewisse harmonische Schwingungsbe- 
wegung unseres Systems. Diese %k harmonischen Schwingungsbewegungen des 
Systems heißen Hauptschwingungen. Die Frequenzen der Hauptschwingungen A,, As, 
..., A, heißen Eigenfrequenzen des Systems. 

Da wir keinerlei Bedingungen erhalten haben, welche die Wahl der Konstanten $ in 
der Partikulärlösung (1) einschränken, bleiben in den Gln. (5) die Anfangsphasen £; 


ganz willkürlich. Was die Konstanten «{ı), «{2),..., «'X)in der Lösung (1) anbetrifft, 
so müssen diese die Gln. (2) befriedigen. Nehmen wir in diesen Gleichungen A = 4,, 
al), = 2, la u, u. ,ak) — PA an, so haben wir: 


| | . 
(es Mau)ar rien May)a' est la Hay,)a) = 0, | 
0) 


k 

(eg — ag)a + (og — 2 ay2)a?) er + (09, — Maz,)a) = 3 (6) 
k 

(Er = Mayı)a!) + (Era Maza)a“) II Ma)a = J 


Die Koeffizientendeterminante dieses Systems ist gleich Null, da A = A; die Gl. (3) 
befriedigt; folglich ist eine dieser Gleichungen die Folge der anderen. Wir können die 
aufgeschriebenen Gleichungen befriedigen, wenn wir 

(1) (2) (k) 


&i Ki X; 


m u IE a er 


Aldi) As(Ai) Ip (Ai) 


446 XXV. Kleine Schwingungen mit endlicher Anzahl von Freiheitsgraden 


annehmen, wobei «, eine beliebige Zahl ist und A, , (42) eine Unterdeterminante der 
Koeffizientendeterminante 4(A2) ist, die durch Ausstreichen der s-ten Spalte und 
der j-ten Zeile gewonnen und mit (— 1)/ +s multipliziert ist. Auf diese Art erhalten 
die Gleichungen der i-ten Hauptschwingung endgültig die Form: 


d= Ay (2}) x; sin (At + Bi) ; | 
(,= Az; (A); sin (A;t + Pi), 


(9) 


Somit haben die Differentialgleichungen (3), $152, k Einzellösungen von der 
„Form (7), die den Werten?‘ =1,2, ...., kentsprechen. Da diese Gln. (3), $ 152, linear 
sind, erhalten wir, wenn wir diese Einzellösungen addieren, die neue Lösung 


gı = 2 A,„(Ai)a;sin (At + Bi), 


1 


Da das System (3), $ 152, von 2 k-ter Ordnung ist, so ist die Lösung (8), die 2 k will- 
kürliche Konstanten @,ß;(@=1,2,...,%) enthält, die allgemeinste Lösung dieses 
Systems. Hieraus folgt, daß die allgemeinste Schwingungsbewegung unseres . Systems 
die Resultierende der Überlagerung seiner k Hauptschwingungen ist. Das ist das Prineip 
der Ü berlagerung kleiner Schwingungen. 


Die in der allgemeinen Lösung (8) enthaltenen willkürlichen Konstanten «; und ß, 
werden aus den Anfangsbedingungen bestimmt, d. h. aus den Anfangswerten der 
verallgemeinerten Koordinaten q,,9a,...... , q, und der verallgemeinerten Geschwindig- 
keiten d,,d»,.-. , Ip Wenn wir auf diese Art «; und ß; bestimmen, erhalten wir im 
allgemeinen Fall eine zusammengesetzte Schwingungsbewegung, in der alle Haupt- 
schwingungen des Systems enthalten sind. Es versteht sich von selbst, daß man 
immer über die Anfangsbedingungen so verfügen kann, daß man eine beliebige Haupt- 
schwingung in reiner Form erhält. So. z. B. muß man, um die erste Hauptschwingung 
des Systems hervorzurufen, folgende Anfangsbedingungen wählen: 4 #0, a2 = as 
=...=0a, 0. Esist offensichtlich, daß sich die Gln. (8) in diesem Fall in die Glei- 
chungen verwandeln, die der ersten Hauptschwingung entsprechen. 


Wir kehren nochmals zu den Wechselbeziehungen 


zurück. 
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Durch diese Gleichungen werden die Beziehungen der Amplituden «), «'® 
«'*), die der -ten Hauptschwingung des Systems entsprechen, restlos bestimmt und 
damit auch die Schwingungstorm, die der Frequenz A, entspricht. 

Wir haben die Wechselbeziehungen (9) aus den Gln. (6) gewonnen, indem wir die 
k-te Gleichung dieses Systems abspalteten. Wir hätten aber die gleichen Beziehungen 


k) aus dem System (6) erhalten können, wenn wir 


yo oo)!’ 


der Amplituden «, «?,...,a" 
in demselben eine beliebige andere, z. B. die j-te Gleichung abgespaltet hätten (wobei 
“jeine der Zahlen 1,2, ...,% ist). Auf diese Weise hätten wir 


„@ „@ „® 


= = sc e x (10) 
Ay;(l) Ash) Anz (Ai) 


erhalten. 
Dividieren wir die Gleichungen gliedweise durch die Gln. (9), so finden wir: 


A;(M) _ Aa;(Ai) Ay (Ai) 


Anl) Anl) Aya(A) 


Wir werden im $ 157 Gelegenheit haben, diese Wechselbeziehungen zwischen den 
Unterdeterminanten 4, ,; (A}) zu benutzen. | 


Wir hatten in diesem Paragraphen vorausgesetzt, daß alle Wurzeln der Frequenz- 
gleichung voneinander verschieden sind. Der Fall gleicher Wurzeln bietet einige Be- 
sonderheiten, auf die wir hier nicht eingehen werden. 
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Wir führen in die Betrachtung die Größen 


pı = a, sin (At + ßı); 
9, = %, sin (Ayt = ß2)» h (1) 


Pr = @, Sin (Ant + Pr) 
ein. 


Setzen wir diese Ausdrücke in die Gln. (8), $ 153, ein, so erhalten wir 


SE 
eb A 2, AmlM)pi, ce 
9= D Ay(Ai)Pi; () 
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Hieraus ersieht man, daß man die Größen p,, ?,---,?, als verallgemeinerte 
Koordinaten unseres Systems betrachten kann. Tatsächlich werden durch das Vor- 
geben der Größen p,, P, - - , 9, nach Gl. (2) die Koordinaten qı, 93,...,g, und folg- 
lich auch die Lage des Systems bestimmt. | 

Wir wollen die Größen p,, Pa, ... . , 9, als neue verallgemeinerte Koordinaten des 
Systems ansehen. In diesen neuen Koordinaten erhalten die Gleichungen der Eigen- 
schwingungen des Systems eine besonders einfache Form, und zwar entstehen die 
GIn. (1). ; 

Wir wollen sehen, wie die Gleichungen der Hauptschwingungen in unseren neuen 
Koordinaten lauten. 

Wir wissen bereits, daß man für die erste Hauptschwingung solche Anfangsbedin- 
gungen wählen muß, dB 40, =... = a, = (ist. Setzen wir dieseWerte in die 
Gln. (1) ein, so sehen wir, daß die Gleichungen der ersten Hauptschwingung in den 
Koordinaten 2,, 92 - - . , 2, folgende Form annehmen: 


pı = a, sin (At + Bı); =), Pp3=0; ee Yr—=N. (3) 


Ebenso erhalten wir, wenn wir #0,aı =&3=...=a, — 0 annehmen, was 
der zweiten Hauptschwingung entspricht: 


P, = %, sin (Agt + ß3), pı=0. nl, es pP, = 0. (4) 
Die Gleichungen der :-ten Hauptschwingung erhalten die sehr einfache Form: 


p=asin(t+ß), M=0, 2. Boı=0, Mrı=l.., M=0. () 


Somit verändert sich (und zwar harmonisch) nur eine Koordinate, wenn das 
System eine Hauptschwingung ausführt. Die übrigen Koordinaten bleiben gleich 
Null. Jede der Koordinaten 91, ?% - . . , 9, Ist mit einer bestimmten Haupt- 
schwingung des Systems verbunden. Diese Koordinaten heißen normale oder Haupt- 
koordinaten des Systems. : er 

Die Ausdrücke für die kinetische und die potentielle Energie vereinfachen sich in 
dem Falle sehr, wenn das System auf seine Hauptkoordinaten bezogen wird. Nehmen 
wir an, daß die kinetische und die potentielle Energie des Systems in den Koordinaten 
Pı» Pa» -- 9, Aurch die Gleichungen 


j i=k i=k_ ,, 1i=kij=k_ 
T- — ajpid, V=-— Ci; PiP; (6) 
Zeige seta 
ausgedrückt werden, wobei @, , und 2, , konstante Koeffizienten sind und &, , = @,, und 
Ei; = Ci ist. 
Wir stellen nun die Differentialgleichungen der Eigenschwingungen des Systems in 
den Koordinaten p,, ?2, . . . , 9, nach der Regel von LAGRAnNGE auf: 


AıdıtaaPpa + I Arpbr + Cr Pı tip t +0, 


Azıdı t@gdat + Ag dp + Car Pı + CgaPp Es, CkPR = 0, 


.ev»,oo oe 0 00000 0 0 0 00 0 00 0090 00 0 0 0 9 8 Tr rer re re 


Apıdıt@peßet "+ Arad + CriPıt CrHePet "+ EP I. 
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Wir wollen nun annehmen, daß das System seine erste Hauptschwingung ausführt. 
Setzen wir in die soeben aufgestellten Gleichungen die Aus ürueke (3) ein und betrach- 
ten die zweite Gleichung, so gilt: 


1,2 -t,=0, 
Umgekehrt, setzen wir in dieselben Gleichungen die Ausdrücke (4) ein, die der 


zweiten Hauptschwingung entsprechen, und betrachten die erste Gleichung, so erhal- 
ten wir: 


a ya }, + is 0. 
Hieraus finden wir, wenn wir berücksichtigen, daß @,, = a1 Und ca = a1: Ist, 
A12(}, —— ee) —— 0. 
Wenn A, £ A, ist (wie wir voraussetzen), müssen wir schließen, daß 
i A1g — Qgı = 
ist, und daraus folgt ferner: 
== 
Ebenso überzeugen wir uns, daß überhaupt 
0, y=0 
gilt, wenn © # j ist. Wir kommen zu der Schlußfolgerung, daß in den Ausdrücken (6) 
alle Glieder außer denjenigen verschwinden, welche die Quadrate der verallgemeinerten 


Geschwindigkeiten und verallgemeinerten Koordinaten enthalten; die Ausdrücke der 
kinetischen und potentiellen Energie in Hauptkoordinaten nehmen die Form 


1,_. SR Eee | 

nn 2 (anPıt ap tt Pk) | 
Fe 1 G ale 2: T 2) 
V’= ir PT CP tr CP 
an. | 

Gleichzeitig vereinfachen sich die Differentialgleichungen der freien Schwingungen 
des Systems bedeutend und nehmen in Hauptkoordinaten die Form 

@ııdı + cıpı=, ) \ 


an. 
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Integrieren wir diese Gleichungen und setzen 


% € c | 
2 11 2 22 2 kk 
Ber. Vene Me (9) 


911 Pr Akk 
ein, so kehren wir zu den Gln. (1) zurück. 

Wie man sieht, vereinfacht die Anwendung der Hauptkoordinaten die ‚ganze Theo- 
rie der freien Schwingungen eines Systems außerordentlich. An Stelle eines Systems 
von gekoppelten Differentialgleichungen, durch welche die Koordinaten q,, 93, . . - ‚ 9, 
bestimmt wurden, haben wir hier k voneinander unabhängige Gln. (8). Zugleich ent- 
fällt für uns die Notwendigkeit, die Wurzeln der Frequenzgleichung zu ermitteln; 
die Eigenfrequenzen des Systems werden unmittelbar aus den Gln. (9) bestimmt. 

Man muß jedoch bemerken, daß wir beim Einführen der Hauptkoordinaten durch 
die Gln. (2) voraussetzten, daß die Aufgabe der Eigenschwingungen des Systems in 
den Koordinaten q,, 9a, . . . , Q, bereits gelöst war. Man könnte die Hauptkoordinaten 
auch unmittelbar ohne eine solche Voraussetzung einführen. Aber die unmittelbare 
Ermittlung der Hauptkoordinaten des Systems (oder, was dasselbe ist, die Reduktion 
der kinetischen und der potentiellen Energie des Systems auf die Form (7)) erweist 
sich als Aufgabe von gleicher Kompliziertheit wie die Ermittlung der Eigenschwin- 
gungen in unseren ursprünglichen Koordinaten q,, 93, . . . ,Q,. Dieser Umstand min- 
dert ihren praktischen Wert herab, ohne die theoretische Bedeutung der Haupt- 
koordinaten zu verringern; in praktischer Beziehung ergeben sich durch die An- 
wendung dieser Koordinaten bei der u der Eigenschwingungen keine be- 
sonderen Vorzüge. 


8 155. Die Gleichungen der Eigensehwingungen in kartesischen Koordinaten. 
Die Eigenschaften der Hauptschwingungen 


Um eine klare Vorstellung von der von uns untersuchten Bewegung des Systems zu 
erhalten, wollen wir uns jetzt der Betrachtung der Bewegung jedes einzelnen materiel- 
len Punktes M, zuwenden, der zu unserem. System gehört. 

Wir wählen das kartesische Koordinatensystem x, y, 2 und bezeichnen die karte- 
sischen Koordinaten des Punktes M, mit x,, Y, 2,; die en der Gleich- 
gewichtslage des Punktes M, bezeichnen wir mit x, y°, 2°. Führen wir in die Be- 
trachtung die Verrückung des Punktes M, aus seiner Gleichgewichtslage ein und be- 
zeichnen die Komponenten dieser Verrückung auf den Achsen x, y,2 mit U do, Ws, 
so gilt: 


uv=1,—%, Va Ye Ya w=2,— 75 
Andererseits wissen wir, daß die Koordinaten x,, y,, 2, als Funktionen der ver- 
allgemeinerten Koordinaten q,, 93, ... . , q, ausgedrückt werden können: 
2, = 2 (91, 9823...» Qk)» 
Y= Ys (41: 92» ... gr)» 
2: = 2 (91 923: )- 
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Entwickeln wir diese Funktionen nach Potenzen der kleinen Größen q,, 92, -- ‚9, 
und beachten, daß die konstanten Glieder in diesen Entwicklungen nichts anderes 
sind als die Werte der Koordinaten «,, y, 2, an der Stelle =%®=...=q,=9), 
d. h. in der Gleichgewichtslage des Systems, so erhalten wir: 

er t+ıNg LO; A ee Aue 
BE Met, 


224 NM + NE t+ Nat. 


wobei Z* ) L‘) usw. vorgegebene konstante Größen sind. 


Hieraus finden wir, wenn wir die kleinen Größen zweiter und höherer Ordnung ver- 
nachlässigen: 


u= Lg, <I> 1, ee . 
vi, = Mg, zu MN. u Mi } (1) 
= Na + Nat +N Re } 


Um die Bewegungsgleichungen des Punktes M, in kartesischen Koordinaten zu 
erhalten, muß man in diesen Gleichungen anstatt der verallgemeinerten Koordinaten 
91, 9%»... , 9, deren Ausdrücke als Zeitfunktionen einsetzen. 

Jetzt nehmen wir an, daß unser System die :-te Hauptschwingung ausführt. 
Substituieren wir in den eo erhaltenen Gleichungen anstatt q,, Q% .. . ‚ q, deren 
Ausdrücke m, $ 153, so erhalten wir: 


u [ED a + Aa) ++ DE Ang (A)] ar sin (At + Bi), 
(2) 


N 
 — [m9a,, (22) E EORC + se + Mm 4.09) a; sin (At ei Bi): 
= [NM 4 (AND AH N DAAD] 5 sin (At + Bi). 
Dies sind die Gleichungen der t-ten Hauptschwingung in kartesischen Koordinaten. 


Nehmen wir hiers=1, 2,...,n an, so haben wir die Bewegungsgleichungen aller 
Punkte unseres Systems. 


Die allgemeinste Schwingungsbewegung unseres Systems ist das Resultat der 
Überlagerung seiner Hauptschwingungen: Hieraus folgt, daß im allgemeinsten Fall 
die Verrückungen u,, v,, w, das Resultat der Summierung der Ausdrücke (2) sind, 
die allen Hauptschwingungen des Systems entsprechen: 


ich 
iz 2, [IP A,.(2) gu LO 4,,(2) Her + DR Ay (A)]a;sin (At + Pi); 
= 


w= 


k 
0 > [MM a.) + Ma, ++ MO 4,.(22)] a; sin (At + B}), (8) 


i 


IND aa) + Na) + + N A (A)]aisin (A + Bi)- 
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Dies sind die Gleichungen der allgemeinsten Schwingungsbewegung eines Systems 
in kartesıschen Koordinaten. 
Durch Analysieren der Gln. (2), die sich auf eine der Hauptschwingungen des 
Systems beziehen, könnten wir erneut zu den Eigenschaften der Hauptschwingungen 
‘gelangen, die wir schon für den Fall eines Systems mit zwei Freiheitsgraden im $ 147 
aufgestellt haben. Wir wollen diese Analyse nicht wiederholen, sondern unterstreichen 
nochmals die Grundeigenschaften der Hauptschwingungen: 
1. Die Hauptschwingungen sind harmonische Schwingungen. 
2. Bei einer Hauptschwingung bewegt sıch jeder Systempunkt auf einer Geraden, die 
durch seine Gleichgewichislage geht. 
3. Die Eigenfrequenzen A,, Ag,..., A, hängen nicht von den Anfangsbedingungen 
ab. Dasselbe kann man von den Schwingungsdauern der Hauptschwingungen z,, r;, 
.., 7, sagen, wobei 
2% 2% 27 


a = 


Tı = 


ist. 
4..Von den Anfangsbedingungen hängen die Schwingungsamplituden der Systempunkte 
und auch die Anfangsphase der Schwingung ab; die Beziehungen zwischen den Amplitu- 
den der verschiedenen Systempunkte aber hängen nicht von den Anfangsbedingungen ab. 
5. Alle Punkte eines Systems, das eine Hauptschwingung ausführt, befinden sich 
stets ın einer Phase. 


8 156. Die erzwungenen Schwingungen 


Wir gehen nun zur Betrachtung der erzwungenen Schwingungen unseres Systems 
über. Wir setzen voraus, daß an den Systempunkten außer den Kräften %,, 3», - . - ; 
%, die ein Potential besitzen, auch noch die Erregerkräfte S,, ©, ... . , S, angreifen, 
die sich im Laufe der Zeit nach einem im voraus gegebenen Gesetz verändern. 

Die Differentialgleichungen der Bewegung unseres Systems haben die Form 


d oT oT oYV 
— —  —-— +09; =1,2,...,K), (1) 
di dd 909g; 9 


wobei ®, die verallgemeinerten Erregerkräfte sind. Berechnen wir diese Größen. 


Es gilt 
WER x; Oy; 02 
PB; = Sa +8; y<—— +8 .) 
3% ou "og 
wobei $8;,, S;, S;, die Komponenten der Kraft 5, auf den Achsen der kartesischen 


Koordinaten sind; &,, y,, 2; sind die kartesischen Koordinaten des Angriffspunktes 
dieser Kraft. | 

Wir bemerken, daß die Ableitungen der Koordinaten x,, %,, 2; gleich den Ab- 
leitungen der entsprechenden Verrückungen u,, v; und w; sind; denken wir an die 
Gln. (1), so finden wir: 
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Folglich gilt: 


j=1 


Wir werden uns im weiteren auf die Betrachtung der periodischen Erregerkräfte be- 
schränken und voraussetzen, daß $,,, S;,, S;, gegebene periodische Funktionen der 
Zeit mit der allgemeinen Schwingungsdauer T sind. In einem solchen Falle sind, 
wie aus der soeben aufgestellten Gleichung hervorgeht, auch die verallgemeinerten Er- 
regerkräfte ©, gegebene Zeitfunktionen mit der gleichen Schwingungsdauer. 

Zerlegen wir die verallgemeinerten Kräfte 2, in harmonische Komponenten und 
bezeichnen 


ng: 
so erhalten wir: 
\.  N=00 
PD; = a®) de 62 (A\ cos npt-+ By sin npt) ’ 
n=1 
wobei AU, aM, BÜ) konstante Größen sind. 


Die Sabstieutionen dieser Ausdrücke und ebenso der im $ 152 ermittelten Aus- 
drücke der kinetischen Energie T und der potentiellen Energie V in den Gln. (1) führt 
zu den Gleichungen 


Arıdı + aredae +" Fair + Erıgıt Cat + Cırdr 


a el ala) (1) 
=4A,), + 3 (a cosnpt+ Bi sinnpt), 


n=1 


Agıdı FAgdg t "+ Agkäe + Caıdı + 69992 + "+ 0969% 


n= © 
A ee» (4 eosnpt + B®sin npt), (2) 
n=1 


Arıdı tr Ap2 da + + Appan + CrıQı FCpelat "+ Chr 


am." > (AN opt + Bd sin npt). J 
n= = 

Dies sind die Differentialgleichungen der erzwungenen Schwingungen unseres 
Systems. 

Wir haben ein System von inhomogenen linearen Differentialgleichungen mit kon- 
stanten Koeffizienten erhalten. Die allgemeine Lösung dieses Systems setzt sich aus 
irgendeiner seiner Partikulärlösungen und der allgemeinen Lösung des entsprechenden 
Systems von homogenen Gleichungen zusammen. Die allgemeine Lösung des Systems 
von homogenen Gleichungen ist uns bereits bekannt; sie entspricht den Eigen- 

schwingungen des gegebenen Systems. Es muß nun noch rgengenne Partikulärlösung 
des Systems (2) gefunden werden. 
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Wir werden diese Partikulärlösung in der Form 


= a\ . 3 ten), 


n=1 


n = 00 | 
nad + DZ (aM eosnpt+b®sinnpi), 
n=1i 


n = 00 
= a B3 (a) cos npi-- WO sinnpt) 
n=1 j 


ansetzen, wobei a a), 5%) usw. unbestimmte Koeffizienten sind, die bestimmt 
werden müssen. Setzen wir diese Ausdrücke für q,, 93, ... ‚q, In die Gln. (2) ein und 
setzen die Koeffizienten von cos npt und von sin npt und ebenfalls die freien Glieder 
der linken und rechten Seiten dieser Gleichungen einander gleich, dann erhalten wir: 


Cıı a?) + Ca a(2) ee „al = am 


(91 al?) + 6,0?) + re u 02, al) = 4) (4) 
dd + A, 


(c1ı — n?p?a,ı)a (1 fe Gr Se RZ p? Q1s) al?) + er. ar (cıy I: 2 »° qı K) ak) _ PIOR 


(9, —- np? a.) al) + (6, — n? p? ass) al) ++ + (9: Mp?ay,) al) = Aw) \ 


(c 1 — N? p?ay 1) PA (og — m? p? a, „at @ _ u, 


(cı1 ER n°p?a1ı) 2) B2 (&1, — n2 P?a,;) 52) ErEO IL (ix — n?p°aı; yo) — zB) 


(ögı — N? p? a,,) „(2 + (69, — n? p? a) „2 +++ (0, — n?p?ay,) „0 — 5) ; 


(1 — 0? p?a;ı) „2 + (Cpg — N? p?ay) „2 a en 2) — Be. 


Diese Gleichungen dienen zur Bestimmung der Unbekannten a‘, a», pi) usw. 
Erinnern wir uns an die Koeffizientendeterminante des Ausdruckes A(22) im $ 153, 
so ist leicht ersichtlich, daß die des Systems (4) gleich A (0) ist, die der Systeme 
(5) und (6) aber gleich A (n? p2) sind. Lösen wir diese Gleichungen und bezeich- 
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nen (wie im $ 153) mit A,, die durch Ausstreichen der %-ten Spalte und der j-ten 
Zeile erhaltene Unterdeterminante, multipliziert mit (— 1)i +, so erhalten wir 


(1) _i= 
j a0) 
Su) () 
P7 A, 4,;(0) A Arz(O) 
„a_ I=1 (R) j=1 
0 ’ 
4 (0) A (0) 
y AU) A, ;(n2p®) 
1) — ji=1 
z A (n? p?) 
| ) 
al), j(n? ur (mp2 
z n? p?) I An Arsln’P®) 
„_!=1 ir see 
. Ar Amp) 
i=k 
Bu Al‘) 
ya) _ J=1 
n A (n2 22) i 
= j=k 
DEE S BO Arm p) 
ee N nn u 27 EEE EEE 
Te) 


Wenn wir diese Ausdrücke in die Gln. (8) einsetzen, erhalten wir die gesuchte 
Partikulärlösung der Gl. (2); fügen wir zu dieser Partikulärlösung die allgemeine 
Lösung (8), $ 153, des Systems.homogener GIn..(3), $ 152, hinzu, so erhalten wir die 
allgemeine Lösung unserer Gln. (2). Die Gln. (8), $ 153, entsprechen den Eigen- 
schwingungen des Systems; die den Gln. (3) entsprechende Bewegung nennen wir 
erzwungene Schwingungen. Die von uns dargestellte Bewegung des Systems setzt 
sich aus seinen Eigenschwingungen und den erzwungenen Schwingungen zusammen. 


Wie wir aus den Gln. (3) und (7) ersehen können, entspricht jeder harmonischen 
Komponente der Erregerkräfte eine entsprechende harmonische Schwingung des 
Systems; die konstanten Glieder ru in der Entwicklung der Erregerkräfte rufen da- 
gegen nur eine konstante (statische) Verrückung des Systems aus seiner Gleich- 
gewichtslage hervor. 
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8 157. Die Resonanzen verschiedener Ordnungen. Die Resonanz- 
schwingungen 


Wir wollen nun jene harmonische Schwingung des Systems näher untersuchen, 
die der n-ten harmonischen Komponente der Erregerkräfte entspricht. Diese Schwin- . 
gung wird durch die Gleichungen 


gı = a) cos npt+ N sinnpt, 


(2) 


(= an cosnpt-+ u sin npt, 


IR a eos npt+ sin npt 


dargestellt, wobei die Größen a, 52) usw. durch die Gln. (7), $ 156, gegeben sind. 
Unter Berücksichtigung, daß die Eigenfrequenzen des Systems A,, Ay,..., A, die 


Wurzeln der Gleichungen 
A (2) = 0 


sind, ist leicht zu sehen, daß in den Ausdrücken der Größen a, b) usw. der Haupt: 
nenner A (n2p?) = A (2?) Null wird und diese Größen unendlich große Werte er- 
halten, wenn die Frequenz np der von uns betrachteten harmonischen Komponente 
mit einer der Eigenfrequenzen des Systems, z. B. mit der i-ten Eigenfrequenz A,, zu- 
sammenfällt. Wir haben es hier mit einer Resonanzerscheinung zu tun. Also tritt 
die Resonanz in dem Falle ein, in dem 


np= Äh 


ist, d. h., wenn die Frequenz einer der harmonischen Komponenten der Erregerkräfte 
mit einer der Eigenfrequenzen des Systems zusammenfälli. Alle Werte der Grund- 
frequenz p der Erregerkräfte, die in. 
A, 
PD 
enthalten sind, heißen kritische Frequenzen. 

Wie man sieht, kann jede harmonische Komponente der Erregerkräfte im System 
eine Resonanz hervorrufen, und zwar nicht nur eine, sondern k verschiedene Fälle der 
Resonanz. Alle Resonanzen, die durch die n-te harmonische Komponente der Er- 
regerkräfte hervorgerufen werden, heißen Resonanzen der n-ten Ordnung. 


Also tritt das System mit k Freiheitsgraden in die Resonanz erster Ordnung bei 


p= Ar, p= As: nee pP= Ay; 


es hat Resonanzen zweiter Ordnung bei 


USW. 
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Aus den Gin. (7), &$156, ersieht man, daß im Falle einer Resonanz die Amplituden 
der erzwungenen Schwingungen unendlich groß werden. Natürlich liegt dieses 
Resultat daran, daß wir bei der Untersuchung der erzwungenen Schwingungen 
keinerlei Bewegungswiderstände in Betracht gezogen haben. Hätten wir diese Wider- 
stände berücksichtigt und sie als proportional den ersten Graden der Geschwindig- 
keiten angenommen, so hätten wir gefunden (wie das ausführlich im $ 142 für den Fall 
eines Systems mit einem Freiheitsgrad beschrieben ist), daß die Amplituden der 
Resonanzschwingungen (so heißen erzwungene Schwingungen, deren Frequenz mit einer 
der Eigenfrequenzen des Systems zusammenfallen) endlich bleiben; und zwar sind 
die Amplituden der Resonanzschwingungen um so größer, je Kleiner die Bewegungs- 
widerstände sind. Wir müssen schließen, daß die Berechnungen der erzwungenen 
Schwingungen nach den Gln. (3) und (7), $ 156, nur unter der ABUE einer hin- 
reichenden Entfernung von der Resonanzstelle zulässig sind. 

Wir befassen uns hier nicht mit der Theorie der Besonanzsehingunken unter Be- 
rücksichtigung: der Bewegungswiderstände, sondern wollen nur eine Eigenschaft der 
Resonanzschwingungen feststellen, die man auch aus den Gln. (7), $156, ersehen kann. 

Aus diesen Gleichungen folgt, daB die Amplitudenverhälinisse ihre endlichen (und 
bestimmten) Werte behalten, obgleich. die Amplituden der erzwungenen Schwin- 
gungen beim Durchgang durch die Resonanz unendlich große Werte annehmen. Durch 
die Amplitudenverhältnisse werden aber, wie wir wissen, die Schwingungsformen des 
Systems bestimmt. 

Nach den Gln. (7), 8 156, gilt 


JE. EEE.) GE; SEE 
aaa SA er 
2 n A1j(n? pP?) 2 n A, (m? p?) an Ki (np?) 


Nehmen wir an, daß die Frequenz np mit einer der Eigenfreguenzen des Systems 
zusammenfällt, z. B. 
np= 4, 
so erhalten wir für die Resonanzschwingungen 


a a) | (k) 
a TE 
YZAanasla) I AWA,(A) 
i-1 j=1 
Am Ende des $ 153 haben wir die Wechselbeziehungen 


A) _ A), Ari) 


aufgestellt Aka) Ar) AA) 


Wir bezeichnen die in diesen Gleichungen enthaltenen Quotienten allgemein 
mit e,. Nehmen wir in den Gln. (1) 


A, (2) = 0; AR), 4,(2) — e;A,r (22), Ari (23) = e; Ay (Ai) 
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an und dividieren durch den gemeinsamen Divisor 


aM es 
. !=1 
so gilt 
„r 5 a2) on a®) 
Ayy(A)  Aen (A) Ay (43) 
Ganz entsprechend erhalten wir: 
Ar) Ar) Ay (AR) 
Wir haben aber im $153 gesehen, daß die Amplituden «{}), «(?), . . . , «(7), die 
der i-ten Hauptschwingung entsprechen, die gleichen Wechselbeziehungen 
a El ek > 
Al) Aa) Ay (A}) 


befriedigen. 

Hieraus müssen wir die Schlußfolgerung ziehen, daß die Amplitudenverhältnisse 
der Resonanzschwingungen bei np = A, gleich den Verhältnissen der entsprechenden 
Amplituden der ö-ten Hauptschwingung sind, oder mit anderen Worten: Die Form 
der Resonanzschwingung ist mit der Form jener Hauptschwingung des Systems identisch, 
die der Frequenz A, entspricht. | 


$S 158. Die Torsionssehwingungen von Wellen 


Als Beispiel für Schwingungen eines Systems mit mehreren Freiheitsgraden wollen 
wir eine Aufgabe über Torsionsschwingungen einer Welle betrachten. Diese Aufgabe 
hat eine große praktische Bedeutung bei den Kurbelwellen von Kolbenmotoren. In 
diesem Paragraphen beginnen wir 
mit der Betrachtung eines verein- 
fachten Schemas. 


Wir stellen uns eine Welle von 
konstantem Querschnitt vor, auf 
der die Scheiben XK,,X,K,undK, 

Abb. 236 aufgekeilt sind (Abb. 236). Wir 

wollen annehmen, daß der Welle 

ein gewisser Drehimpuls erteilt wird und sie sich daraufhin selbst überlassen ist. Unter 

der Wirkung der bei der Torsion entstehenden elastischen Kräfte beginnt das System 

zu schwingen, wobei die auf die Welle aufgesetzten Scheiben Drehschwingungen 

um die Wellenachse ausführen; solche Schwingungen heißen Torsionsschwingungen 

der Welle. Es sollen die Eigenfrequenzen bestimmt und die Formen der Haupt- 
schwingungen dieses Systems ermittelt werden. 
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Wir werden die Masse der Welle im Vergleich zu den Massen der Scheiben vernach- 
lässigen. In diesem Falle wird die momentane Lage des ganzen Systems durch die 
Vorgabe von vier Parametern bestimmt, und zwar durch die Drehwinkel jeder der 
Scheiben X,, K,, K, und K,; wir schließen daraus, daß unser System vier Freiheits- 
grade besitzt. Die Drehwinkel der Scheiben bezeichnen wir mit 9,, 92, P3 9a- 

Um die Eigenfrequenzen des Systems zu ermitteln, beginnen wir mit der Aufstel- 
lung der Differentialgleichungen der Eigenschwingungen unseres Systems. Wir er- 
"halten diese Gleichungen leicht, wenn wir für jede Scheibe die bekannte Differential- 
gleichung der Rotation eines starren Körpers um eine feste Achse aufstellen. 

Wir wöllen vereinbaren, die Drehwinkel 9,, @2, 9, und 9, von der Gleichgewichts- 
lage unseres Systems aus so zu zählen, daß den Werten @, = 9 = 9, = 9, = 0 
irgendein ungedrillter Zustand der Welle entspricht. In diesem Falle werden die 
Verdrehungen der Wellenabschnitte zwischen den Scheiben X, und X,,K, und K,, 
K, und K, gleich den Differenzen & — 91, 9 — %% 9a — 9; sein. Wenn wir die, 
Längen dieser Wellenabschnitte mit l,, 7, und !, und die Größe der Verdrehung 
dieser Abschnitte, bezogen auf die Längeneinheit, mit 9,, 9, und 9, bezeichnen, gilt 


je nn ee ge Paz Ps 
l, I; 1, 
“Diesen Verdrehungen entsprechen die Drehmomente: 
oder M,=GJ,dı, es M=GJ,ds 
GJ :@J GJ 
M,= 7a (9 — 9,); M,= P (9 — 92); M;,= (9499), 
1 2 3 


wobei @ der Schubmodul und J/, das polare Trägheitsmoment des Weilenquer- 
schnittes ist. 

Die Wellenabschnitte zwischen den einzelnen Scheiben befinden sich unter der 
Wirkung dieser Momente. Da die Wirkung gleich der Gegenwirkung ist, haben auch 
die Momente der elastischen Kräfte der beiden an die Scheibe angrenzenden Wellen- 
abschnitte die gleichen Werte. 

Folglich erhalten wir, wenn wir für jede Scheibe die Differentialgleichung der 
Drehung um eine feste Achse aufstellen und die Trägheitsmomente der Scheiben in 
bezug auf die Wellenachse mit J,, J2, J,; und J, bezeichnen: 


JM; 2 
Je = M; - M,, 
J3, 6, = M,—- M;, 
Jıda= — M;: 


Substituieren wir hier die Ausdrücke für die Momente M,, M,, M, und bezeichnen 
wir der Kürze halber 
@J @J GJ, 
2 = 


2 @ 


, Be 
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so erhalten wir 
Jı dı = (9% — Pı): 


aan ale] 
PR = 6, (Pa - P3) — c,(9, — P;), 


——n 
I) 
Be 


Jıda= —- 3 (Pa — 93). 


Dies sind die Differentialgleiehungen der Torsionssehwingungen unserer. Welle. 
Wir wenden uns der Ermittlung der Hauptschwingungen zu und setzen 


9,=oal)sin(At-+ P 
9 = al?) sin(At + ß 
9 = al)sin(At+Bß), 
9 = aM sin(At + B). 


Setzen wir diese Ausdrücke in die GIn. (2) ein und dividieren un sin (At + ß), 
so erhalten wir zur Bestimmung der Konstanten A, «u, «{2), «'3), «'a) die Gleichungen 


J 


9 


) 
| (8) 


— 22 Ja) = c, (al?) — al), 
— MJ,ald) = 0,(al?) — a2) — c, (a) — a), 
— 2Jzal) = c,(al9) — a2) — 0,(al®) — al), 


(4) 


— Ja) = — 1,(alt) — al). 


Dies sind die in bezug auf die Amplituden «(ı), «al2), «{s) und «(2 linearen und homo- 
genen Gleichungen. Damit diese Gln. (4) in bezug auf die Größen alı), (2), «{s) und 
«(4) eine von Null verschiedene Lösung haben, ist es notwendig, daß die Koeffi- 
zientendeterminante dieses Systems gleich Null ist. Stellen wir diese auf und setzen 
sie gleich Null, so erhalten wir eine Gleichung vierten Grades für 42. Dies ist die 
Frequenzgleichung, welche die Eigenfrequenzen unseres Systems bestimmt. 

Es ist leicht zu sehen, daß eine der Wurzeln der Frequenzgleichung 42 = 0 sein 
muß. Man kann tatsächlich unmittelbar sehen, daß die Gln. (4) bei A? = 0 in bezug 
auf alı), ale), als), la) eine Lösung zulassen, die verschieden von Null ist, und zwar 


at) — al) — «(3) = a(%) R 


Andererseits kann man durch unmittelbare Substitution in den Gln. (2) leicht 
nachprüfen, daß diese Gleichungen die Partikulärlösung 


9,=-%=-9%=- 9ı=-vttM 


zulassen, wobei » und 9, willkürliche Konstanten sind. Dies ist die Partikulärlösung, 
die der Wurzel 42 = 0 entspricht; wie man sieht, entspricht dieser Wurzel die gleich- 
förmige Rotation unserer Welle ohne Deformation. Den drei übrigen Wurzeln der 
Frequenzgleichung, die nicht gleich Null sind, entsprechen drei Hauptschwingungen, 
die der gleichförmigen Rotation der Welle überlagert werden. 
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Die weitere Berechnung der drei Eigenfrequenzen unseres Systems werden wir an 
einem Zahlenbeispiel durchführen. | 


‚Darin seien: 


Jı= Js = 3kgms?, lı = 30em, J,= 602 cm, 
2 en G—= 830000 kg cm?.. 
el. Ede 


Dann wird: 
GJ, — 5,000 - 108 kg cm? = 5 10*kgm?. 


Berechnen wir die Größen cı, c,, 6, aus den Gln. (1), so erhalten wir: 
5 5 
Az 10° kgm, 2,5 10°kgm; (3; = 210° kgm. 


Wir stellen die GIn. (4) auf; der Vereinfachung halber führen wir die Bezeiehnung 


22 
ee (5) 
10° De 
ein und erhalten 
5 B 
— 3zel) = 2 («2 — a), ) 
— 32a) = ı 22) (a2) — oc), \ 
2 N 


— 10 201) = 2 (al) — a9) — — (al) — al2)), 


w|a wo 


— 1520 )= — 2 (a) n «(3)). 


Durch Nullsetzen der Koeffizientendeterminante erhalten wir die Frequenz- 
‚gleichung. Man kann aber die Frequenzgleichung auch auf eine andere Art erhalten, 
und zwar durch eine aufeinanderfolgende Eliminierung. der Unbekannten .lı), «le), 
ala), a{) aus den Gln. (6). Wir wollen jetzt diesen Weg einschlagen. 


Aus den ersten drei Gln. (6) erhalten wir: 


5 

(9 — N — 31a), 

d | 

> (@®) — a2))= — 8 za) — 3a), 


2 (x) — 2 @) = — 10 u 3x) - 3x, 
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Hiermit ist 
«l) = «1 - 182), 
«() = al) — 12x (x) + «(2)), (7) 
«() = «@) — 5 20@) — 1,5 x («{) + «)). 


Eliminieren wir aus den rechten Teilen dieser Gleichungen die Größen «(2) und 
«(sl, so erhalten wir 
a2) = all) (11,82), 
a2) = al) 1 —1,82)(1—-122)—- 122] = all)(1 — 4,22 + 2,1622), 
«= a [1 — 422 — 2,162°)1 —52)—152(2 — 1,82)] 
— «{l) (A — 12,2 + 25,86 2? — 10,8 2°). 


Die Substitution der gewonnenen Ausdrücke für «(s) und «(4) in der letzten. Gl. (6) 
führt zu der Gleichung 


152(1 — 12,22 + 25,860° — 10,82%) — 2(— 8x + 23,722 — 10,8) = 0. 
Dividieren wir diese Gleichung durch x«{ı) (der Faktor x entspricht der Wurzel 
42 = () der Frequenzgleichung, von der weiter oben die Rede war), so erhalten wir die 
Gleichung dritten Grades 
162 2° — 409,502 + 30,42 — 31=0, 


die durch die Größe x befriedigt werden muß. Dies ist die Frequenzgleichung; ihre 
drei Wurzeln entsprechen den drei Eigenfrequenzen unserer Welle. 


Wenn wir die gewonnene Gleichung durch den Koeffizienten von x? dividieren, 
finden wir 
x? — 2,5277822 + 1,42222 x — 0,19136 =D. (8) 


Wie wir wissen, kann durch Substitution von 
1 
t=2+ == 2,52778 = 2 + 0,84259 (9) 


diese Gleichung auf eine dreigliedrige Gleichung dritten Grades von der Form 
2 —a2 —b=0 
gebracht werden. 
Nachdem wir die Substitution ausgeführt haben, finden wir: 


a = 0,0757, b = 0,18944.. 
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Wir wissen bereits, daß die Wurzeln der letzten Gleichung (wir bezeichnen sie mit 
21, 23, 2,) bestimmt reell sein werden!. Wir werden diese Wurzeln aus den bekannten 
Gleichungen 


finden, wobei 9 der Winkel ist, der in den Grenzen 0 < 9 < 90° eingeschlossen ist 


und die Gleichung 
cd = — |/ — 
2 Vo? 
befriedigt. 


Haben wir diese Berechnungen ausgeführt, so erhalten wir: 
2, = — 0,64239, 
22 = — 0,30971, 
23 = — 0,95212. 


Nun finden wir aus der Gl. (9) die Wurzeln der Gl. (8): 


&, = 0,2002, 
x, = 0,5329, 
1, 1,1947. 


Rückschauend auf die Abhängigkeit (5) finden wir die Quadrate der Eigen- 
frequenzen A), A}, A,; ziehen wir die Quadratwurzel, so ergibt sich 


1 
/ı — 141,5 ri 
S 
1 
2, = 230,8 —, 
S 


et 
1, = 423,6 —. 
S 


* Dies erfordert die Erfüllung der Bedingung 


> 


Substituieren wir die gewonnenen Ausdrücke für a und b, so ist es leicht nachzuprüfen, daß diese Bedingung 
tatsächlich erfüllt ist. 


31* 
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Dies sind die Eigenfrequenzen unserer Welle; die diesen entsprechenden Dreh- 
zahlen sind gleich: 


30 ER 
2, = — A, = 1341 UjMin, 
11 


30 
2 = — A, = 2204 U/Min, 


30 
fa = — A, = 4045 U/Min. 


Wir beginnen nun mit der Berechnung der Amplitudenverhältnisse der einzelnen 
. Scheiben für jede der Hauptschwingungen des Systems; wir wissen bereits, daß durch 
diese Verhältnisse die Form jeder Hauptschwingung charakterisiert.ist. Am einfach- 
sten werden diese Beziehungen aus den Gln. (7) berechnet. Nehmen wir in diesen 
Gleichungen x = x, = 0,2002 an und bezeichnen die Amplituden der Schwingungen 


der Scheiben bei der ersten Hauptschwingung mit a), 2 a9, ‘ go finden wir: 


„®) „(®) (4) 


& 1 ___ 
Rn — 0,640, Pr] — 0,246, _o = — 0,49. 
1 


Ganz entsprechend erhalten wir für die zweite und dritte Hauptschwingung, wenn 
wir in den Gln. (7) & = z, = 0,5329 und « = x, = 1,7947 annehmen: 


(2) 1) (4) 


%, & 


— 2 m: 
W) — 0,041. Kol — 0,625, ) — 0,208, 
2 2 
„®) „®) (2) 
°_— — 2,230, > _— (0,420, 17 — — 0,034. 
An An x 


Wir wollen diese Resultate graphisch darstellen. Wir nehmen die Schwingungs- 


amplitude der ersten Scheibe als Eins an (d. h., wir setzen a = a" = id — 1) und 
tragen vereinbarungsgemäß die Schwingungsamplituden der Scheiben senkrecht zur 
Wellenmittellinie ab, wobei wir die positiven Amplituden in einem vereinbarten Maß- 
stab nach oben und die negativen nach unten abtragen. Verbinden wir die Enden der 
abgetragenen Abschnitte nacheinander durch gerade Linien, so erhalten wir Schau- 
bilder für die Haupttorsionsschwingungen der Welle (Abb. 237). 


Der senkrechte Abstand von einem beliebigen Punkte auf der Wellenmittellinie 
bis zu der oben genannten Verbindungslinie stellt die Amplitude der Torsionsschwin- 
gungen des entsprechenden Wellenquerschnitts dar. Dort, wo die Verbindungslinien 
die Wellenachse schneiden, werden diese Ampiituden Null, die entsprechenden Wellen- 
querschnitte bleiben unbeweglich. Solche Schnitte heißen Knotenschnitte oder kürzer 
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— Knoten. Aus Abb. 237 ersieht man, daß die erste Hauptschwingung der Welle einen 
Knoten hat, der zweiten Hauptschwingung entsprechen zwer Knoten, die dritte 
Hauptschwingung besitzt drer Knoten. 


Wir haben hier den Fall einer Welle mit vier Massen untersucht; ganz entsprechend 
wird die Aufgabe der'Eigenschwingungen der Welle mit einer beliebigen Anzahl auf- 
gekeilter Massen gelöst. Es versteht sich von selbst, daß die Kompliziertheit der Be- 
rechnung mit der Vergrößerung der Anzahl dieser Massen stark zunimmt. Wir befassen 
uns hier nicht mit den in der Literatur angeführten speziellen Verfahren der Bere:h- 
nung der Torsionsschwingungen von Wellen, die zum Ziel die möglichste Vere n- 
fachung dieser Arbeit haben; wir ver- 
weisen die Interessenten auf die 
spezielle Fachliteratur!. 


Wir haben bereits erwähnt, daß 
die Torsionsschwingungen eine be- 
sonders wichtige Bedeutung bei der 
Anwendung auf Kurbelwellen von 
Kolbenmotoren bekommen. Natür- 
lich ist das System einer Kurbel- 
welle eines Motors bedeutend kom- 
plizierter als das einfache Schema 
einer geradlinigen Welle von kon- 
stantem Durchmesser mit aufgekeil- 
ten rotierenden Massen, das wir 
betrachtet haben. Im System einer 
Kurbelwelle haben wir es mit einer 
Welle von nicht geradlinigen Ab- 
schnitten und (in den meisten Fällen) 
nicht konstantem Durchmesser zu 
tun; andererseits sind mit der (2) 
Kurbelwelle nicht nur rotierende 3 =723290 
Massen (wie z. B. beim Schwung- Abb. 237 
rad), sondern auch Massen ver- | 
bunden, die eine komplizierte perio- 
dische Bewegung ausführen (Kurbelstangen und Kolben). Bei der Berechnung der 
Torsionsschwingungen einer Kurbelwelle wird das System der Kurbelwelle auf das 
vereinfachte Schema zurückgeführt, das wir hier untersucht haben; das kann man 
mit einer für die Praxis hinreichenden Genauigkeit durchführen. Dabei wird die 
tatsächliche Kurbelwelle durch eine ihr äquivalente geradlinige zylindrische Welle 
ersetzt, die kompliziertere. Bewegungen ausführenden Massen aber werden durch 
äquivalente rotierende Massen ersetzt. Die Berechnung der Längen der Ab$chnitte 
der äquivalenten Welle und die Berechnung der Trägheitsmomente der äquivalenten 
rotierenden Massen (die sogenannte Reduktion der Längen und Reduktion der Massen) 
wird nach Verfahren durchgeführt, mit denen wir uns hier nicht befassen werden. 


ı Für ein ausführlicheres Studium von Torsionsschwingungen der Welle kann das Buch von S. P. Timo- 
shenko, ‚„Schwingungsprobleme der Technik‘, Deutsche Ausgabe, Berlin 1932, empfohlen werden. 
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$ 159. Die Berechnung der erzwungenen Schwingungen einer Welle 


Wir wenden uns nun der Untersuchung der erzwungenen Schwingungen unserer 
Welle zu und legen dieser Untersuchung dasselbe Schema einer Welle mit vier Massen 
zugrunde, das wir im vorhergehenden Paragraphen untersucht haben (Abb. 236). 


In einem Motor sind die periodisch veränderlichen Drehmomente, die an den ein- 
zelnen Kröpfungen der Welle angreifen, die Quelle der erzwungenen Torsionsschwin- 
gungen einer Kurbelwelle, die den Gang der Maschine begleiten. In unserem verein- 
fachten Schema entsprechen diesem veränderliche, sich periodisch verändernde 
Momente, die an beliebigen auf der Welle aufgekeilten Massen angreifen. 


Aus der allgemeinen Theorie der erzwungenen Schwingungen ist uns bereits be- 
kannt, daß eine Resonanz mit großen Schwingungsamplituden eintritt, wenn sich 
unter den harmonischen Komponenten dieser periodischen Momente ein solches be- 
findet, dessen Frequenz gleich einer der Eigenfrequenzen A,, A,, A, unserer Welle ist. 
Wenn die n-te harmonische Komponente eines Drehmomentes eine Frequenz hat, die 
gleich A, ist, treten einknotige Resonanzschwingungen n-ter Ordnung ein; ist die 
Frequenz derselben n-ten harmonischen Komponente gleich A, oder A,, so ergeben 
sich zweiknotige bzw. dreiknotige Resonanzschwingungen n-ter Ordnung. 


Die Frequenzen der periodischen Drehmomente in Motoren befinden sich in einem 
einfachen Verhältnis zu der Drehzahl der Welle. Daher werden Resonanzschwingungen 
bei bestimmten Drehzahlen auftreten, die kritische Drehzahlen heißen. Es versteht 
sich von selbst, daß die Betriebsdrehzahlen des Motors hinreichend entfernt von. 
diesen gefährlichen Äritıschen Drehzahlen sein müssen. 


Wir setzen nun eine hinreichende Entfernung von der Resonanz voraus und stellen 
uns die Aufgabe, die Amplituden der erzwungenen Schwingungen der einzelnen auf 
die Welle aufgesetzten Massen zu berechnen. 


Wir benutzen das Schema einer Welle mit vier Massen und nehmen der Einfachheit 
halber an, daß nur ein periodisches Moment vorhanden ist, das an der ersten Masse M, 
angreift; von diesem Moment nehmen wir nur eine seiner harmonischen Komponenten 
(wir wissen bereits, daß durch verschiedene harmonische Komponenten hervor- 
gerufene erzwungene Schwingungen einfach überlagert werden). Also wollen wir. an- 
nehmen, daß an der ersten Masse das harmonische Moment 


M = Acospt 


angreift, wobei A und p gegebene Größen sind. 


Die freien Schwingungen, von denen die uns interessierenden erzwungenen Schwin- 
gungen begleitet sind, lassen wir beiseite; wir wissen, daß diese unter dem Einfluß 
der hier nicht in Betracht gezogenen, aber unvermeidlichen Widerstände abklingen. 
Auf die Amplituden der erzwungenen Schwingungen — bei hinreichender Entfernung 
von der Resonanz — wirken diese Widerstände im Gegenteil sehr wenig; bei der Er- 
rechnung der Amplituden der erzwungenen Schwingungen können wir die Wider- 
stände vernachlässigen. 


Wir wollen die Differentialgleichungen der erzwungenen Schwingungen unseres 
Systems aufstellen. Sie unterscheiden sich von den Gleichungen der Eigenschwin- 
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gungen (2), $ 158, nur dadurch, daß im rechten Teil der ersten Gleichung das Erreger- 
moment M = A cos pt hinzugefügt: wird, das an der ersten Masse angreift. Wir werden 
also erhalten: 

Jı 1 =&6 (9, — 9) + Acospt, 


Jd= (9 — 92) — cı (92 — 91); 
Jg 3 = ty (9a — 93) — C2 (9 — 22); 
Jı = — 6 (9 — 9). 


Wollen wir die erzwungenen Schwingungen des Systems bestimmen, so suchen 
wir die partikulären Lösungen dieser Gleichungen in der Form 


9%, =4,608Spt, 
0 = da cospt, 

(1) 
Yrm=Mrcospt. 


Hierin sind a,,@,,@, unda, die gesuchten Amplituden der erzwungenen Schwingun- 
gen der einzelnen Massen, 


Die Substitution dieser Ausdrücke für @,, 92, 9% 9, In den vorhergehenden 
Gleichungen und die Division durch cos pt führt zu den Gleichungen 


- Ja =c(a—a,)+4, 

— 9? J,02 = 62 (d3 — a2) — Cı(aa — Aı)» 
— pP? J za; = 63 (04 — a3) — 62 (0, — 2); 
— 9 Ja = — (3 (d4 — Qs), 


aus denen die Größen a,, @s, a, und a, ermittelt werden können. 


Die weiteren Berechnungen werden wir an einem Zahlenbeispiel durchführen. Wir 
wollen die gleichen Angaben wie in dem im $ 158 untersuchten Beispiel wählen, also: 


d 
Jı=Jı=3kgm>»?, nen lenem: 


| 5 
J,;,= 10kgms?, Gg= „em, 


Jı= 15kgms?, 6= 2 -10°kgm. 
Ferner nehmen wir an: 


| 1 
p=30—, A=10kgm. 
S 
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Nachdem wir diese Werte in die Gln. (2) eingesetzt und die erhaltenen Gleichungen 
durch 105 dividiert haben, erhalten wir 


| ) 
== 2,7 417 — (Mg == 41) — 10-%, 


= 2,7Ga = 


zum 13,5a4 = 2 (a; -— A) . 


Aus den letzten drei Gln. (2) ergibt sich 


uw 


(a3 — a.) = —-13,5a,, 


(ds — a,)= — 9a; — 13,5u,, 


(a — a2) = — 2,70, = 9a; — 13,504 


lo w| on 


und daraus 
Üg =. 5,75 (Aa N) 


Geo == 9,5544, 

dı = 17,029 A4- 
Netzen wir die gewonnenen Ausdrücke für a, und a, in die erste Gl. (3) ein, so ist 
33,5l3a, + 10*=0. 


Ermitteln 'wir hieraus den Wert a, und 
setzen ihn in die vorhergehenden Gleichungen 
ein, so erhalten wir endgültig: | 


Ga — 0,29839 - 10°, 
=, 1,7158 #109, 
aa = — 2,8496 - 10°, 


Abb. 238 
a, = — 5,0814 - 10°. 


Dies sind die Amplituden der erzwungenen Schwingungen der einzelnen Massen. 
Diese Amplituden sind im Bogenmaß ausgedrückt. Tragen wir diese Amplituden in 
einem vereinbarten Maßstab senkrecht zur Wellenmittellinie ab, so erhalten wir ein 
Diagramm, das die Schwingungsform der Welle darstellt (Abb. 238). Wie man sieht, 
handelt es sich hier um zweiknotige erzwungene Schwingungen der Welle. 
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Nachdem wir die Schwingungsamplituden der einzelnen Massen bestimmt haben, 
können wir nun auch die Werte der Drehmomente M,, Ms, M, für die einzelnen 
Wellenabschnitte nach den Gleichungen 


M,= cı(®: = 9): 
M,=&% (93 = P2): 
M = (3; (Pı PP: 
berechnen. i | re) 
Substituieren wir hier die Ausdrücke für @,, 92, 9,und 9, aus den Gln. (1), so folgt 


M, = C1 (02 — Q1)cos pt, 
M,= 63 (0, — A.) cos pt, 


IM 3 (04 — Az) cos pt. 
Die Substitution der ‚Werte 


5 5 


ne 105kgm, Go ne 10°kgm,, 3; =2'10°kgm, 


e ı > 


» = 800 1/s 
und auch der ermittelten Werte der Amplituden a,, a,, a, und a, ergibt: 
M,= 3,72 cos 300: kgm, 
M,= 11,41 cos 300: kgm, 
M,= — 4,03 cos 3001 kgm. 


Mit‘ diesen Werten der Drehmomente können auch die Spannungen für die ein- 
zelnen Abschnitte der Welle berechnet werden. Für die größte Schubspannung z im 
Wellenquerschnitt gilt die bekannte Gleichung 


16M 
se d3 


T== 


wobei M das Drehmoment und d der Wellendurchmesser ist!. 

Dem von uns angenommenen polaren Trägheitsmoment J, = 602,4 cm‘ entspricht 
der Durchmesser d = 8,85 em. Substituiert man diesen Wert und auch die ermittelten 
Werte der Drehmomente, so erhält man für die einzelnen Wellenabschnitte: 

tı= 2,73 c0s 3004 kg/cm?, 
T,= 8,38 cos 300: kg/em?, 
T, = — 2,96 cos 3004 kg/em?. 


ı Zur Vermeidung von Mißverständnissen unterstreichen wir, daß man bei der Benutzung dieser Gleichung 
unter dem Buchstaben d nicht den reduzierten, sondern den wirklichen Wellendurchmesser verstehen muß. 
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Wie man sieht, liegen die größten Spannungen infolge der Schwingung im mittleren 
Abschnitt der Welle (zwischen der zweiten und dritten Masse). 


Wir bemerken, daß die Form der erzwungenen Schwingungen wesentlich davon 
abhängt, auf welche Masse das Erregermoment wirkt. Wir übertragen das Erreger- 
moment von der ersten Masse X, auf die zweite X,, indem wir alle übrigen Bedin- 


Abb. 239 


gungen der Aufgabe unverändert lassen. In einem solchen Falle gelten zur Bestim- 
mung der Amplituden a,, @s, a, und a, die Gleichungen 


£ 


5 
= 20: = 5 (@ == 41), 
5 
-- 2,7, = 5 (@ — 4)— — (a2 — a,) + 10%, 
5 
= Ia,= 2 (a4 — As) — 5 (as = Ag); 


= 13,5a, = weEi 2 (a — As). 


Hieraus finden wir: 
a, = — 2,8495 - 10, 


da 1,7667 10°, 

a, = — 1,0587 10, 

a=  0,1850-105. 
Das Diagramm dieser Schwingung ist'in der Abb. 239 dargestellt. Wie man sieht, 
haben wir durch Übertragung des Erregermomentes von der ersten auf die zweite 


Masse die zweiknotigen erzwungenen Schwingungen in Schwingungen mit drei Knoten 
verwandelt. 
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— , äußerer momentaner 297 
Impulsmoment, 63, 64 

Impulssatz, 57, 228 

Inertialsysteme, 108 

Integrale, elliptische, 139 

Integral, elliptisches erster Gattung, 77 
JoULE, 40 ° 


Kerbschlagzähigkeit, 306 
Kilogrammsekunde, 58 

Kilowatt, 41 

Kilowattstunde, 41 

Kinetostatik, 10 

Kinetostatische Methode, 11 

Knoten, 414, 465 

Knotenpunkt, 414 

Knotenschnitte, 464 

Koeffizient der rollenden Reibung, 204 


Koeffizient, dynamischer, 398 
Koeffizienten der Wälzreibung, 204 . 
— determinante, 409, 418, 442, 445 
Kolben, 146 

Kolbenstange, 146 
Kommensurabel, 167 | 
Komponente, harmonische, 393 
Könıs, Theorem von, 190, 334 
Konstanten, Variation der, 390 
Koordinaten, verallgemeinerte, 153, 309 
Koordinate, überzählige, 310, 344 
Kopplung, elastische, 407, 430 


Körper, absolut starre, 145, 151 


—, elastische, 143, 232 
—, fallender, 122 
—, frei fallender, 21 
— , Rotation starrer, 241 
—, starre, 193, 239, 252 
Kräfte, angreifende, 147 
—, äußere, 143, 153, 218, 228, 236, 238, 313 
—, elastische, 143 
— elektrische 50 
‚innere, 143, 153, 218, 228, 236, 238, 313 
Sn 292 
Kräftepaar, 214 
Kräfte, verallgemeinerte, 309, 213 
—, vorgegebene, 147, 153, 218, 313. 
Kraftfeld, 50 
Kraftfunktion, 54 
Kraft, lebendige, 189 
Kraftmoment, 41, 63 
Kraftstoß, 57 
Kreisel als Dämpfer, 258 
Kreiseleffekt, 266 | 
Kreiselerscheinungen, 258 
Kreiselkompaß, 258 
Kreisel mit drei Freiheitsgraden, 260 


'— mit zwei Freiheitsgraden, 264 


Kreiselmoment, 244, 266 
Kreisfrequenz, 71 
Kreuzkopf, 146 

Kugel, 281: 


Kuppelgewicht, 257 


Kurbel, 129, 146 
Kurbelmechanismus, 146, 153 
Kurbelstange, 129, 146, 246 
Kurbelwellen, 458 

Kurve, ballistische, 221 


labil, 324, 356 
Lager, 146 
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LAGRANGE, 166 
LAGRANGE-DIRICHLET, Theorem von, 357 


LaGgranGesche Differentialgleichungen der 


Bewegung, 325, 331 
— Gleichungen, 309 
— Multiplikatoren, 344, 345 
Länge, reduzierte, 286 
LAPLACE, 251 
Dr Lava, Turbine von, 222 
LEIBNIz, 189 
Leistung, 41 _ 
Linearisieren, 356 
Lsapunow, Theorem von, 357 
Lokomotive, 222, 256 
Lösung, allgemeine, 82 
—, partikuläre, 21 
—, singuläre, 21 
Luftwiderstand, 21, 23, 214 
—, Reibungskraft des, 88 


Maschinenfundamente, 128 

Maschinenhalle, 102 

—, reduzierte, 210, 363 

Maßsystem, physikalisches, 6, 40 

“ —, technisches, 7, 41 

materieller Punkt, Differentialgleichung 
der Bewegung, 17 

MAYER, 56 

Mechanik, goldene Regel der, 172 

Mechanismen, ebene, 181 

Meterkilogramm, 41 

Methoden, graphische, 134 

Minimum, 324 

Momentengleichung, 161 

Momentensatz, 63, 66, 115, 235, 236, 238 

Moment, resultierendes, 235 

Motorfahrzeuge, 256 

Motorkolben, 129 

Multiplikatoren, LaGrangEsche, 344, 
345 


Newron, 5, 6, 41, 126 
Niveaufläche, 51 

normale Koordinaten, 448 
Nutzwiderstand, 214 


Oberschwingung, 426 
OÖRPHIREUS, Rad von, 217 
Östablenkung, 122, 


Pallograph von ScHLick, 339, 360 

Parabel, 221 | 

Parallelepiped, rechtwinkliges, 285 

Partikulärlösung, 82, 112 

—, triviale, 409 

Pendel, 160 

—, astatische, 79, 117 

—, dynamisches, 13, 160 

—, horizontale, 17 

Pendellänge, reduzierte, 308 

Pendel, mathematisches, 49, 68, 137 
—, physikalisches, 286 

Pendelschlagwerk, 201, 306 

Pendel von Depovis, 108 

perpetuum mobile, 216 

Prarrsche Gleichungen, 352 

Pferdestärke, 41 

Phase, 71 

Pirouette, 251 

„Platten‘-Kraftfeld, 52 

Pont, 7 

PorTER, Regulator von, 185, 

Potential, 50, 205, 318, 323 

Potentialfeld, 50 » 

Potentialfunktion, 207 


Präzession eines Kreisels, 262 


Prinzip der virtuellen Arbeit, 164 
— von D’ ÄALEMBERT, 374 
Produkt, skalares, 41 

Punkt, freier materieller, 144 
—, materieller, 143 

—, unfreier materieller, 144 


Querschwingungen, 423 
Quintenz, 173 


Radsatz, 202, 254 

—, Bewegung eines, 268 

Rammbär, 301 

Reaktionen, elastische des Trägers, 423 
Reibung, CouLomgsche, 382 

—, konstante, 382 

—, rollende, 202, 204 
Reibungskoeffizienten in Lagern, 242 
Reibungskraft, 151, 203, 214, 378 
Reibungsmoment, 214 

Reihe, trigonometrische, 100 
Relativbewegung, 248, 404 


Relativitätsprinzip der klassischen Mecha- 


nik, 108 
Relativitätstheorie, spezielle, 108 


Namen- und Sachregister 475 


Resaı, Theorem von, 239 

Resonanz, 81, 86, 95, 133, 356, 392, 396, 
434, 466 

Resonanzen der n-ten Ordnung, 456 

— verschiedener Ordnungen, 456 

— zweiter Ordnung, 434 

Resonanzerscheinung, 456 

Resonanz erster Ordnung, 396, 434 

Resonanzschwingungen, 397, 456, 458 

Ringspannung, 158 

Rückstellkraft, 71 


Scheibe, runde, 283 

SCHERL, 270 

Schiene, 269 

—, Überhöhung der äußeren, 14 
Schiffsturbine, 266 

SCHILOWSKI, 270 

ScHLick, Pallograph von, 339, 360 
Schlingertank, FraHmscher, 439 
Schraubenfeder, 36 

Scehubmodul, 459 

Schubspannung, 469 

Schwerkraft, 5, 37, 143, 208, 251 
Schwerpunkt, 160, 190 
Schwerpunktsatz, 217, 219 
Schwingung, aperiodische, 92 

—, Differentialgleichung der, 68 
Schwingungen, abklingende, 381. 

—, Amplitude der erzwungenen, 95 

— des Bodens, 114 
—, erzwungene, 81, 356, 389, 430, 452, 466 
—, freie, 71 

Schwingung, harmonische, 69, 422 
Schwingungen, kleine, 355, 356 

—, überkritische erzwungene, 85 

—, unterkritische erzwungene, 85 
Schwingung, erzwungene, Dämpfung der, 92 
—, erzwungene, Differentialgleichung der 
. 10 

Schwingungsachse, 287 
Schwingungsamplitude, 413 
Schwingungsamplituden, kleine, 69 
Schwingungsdämpfer, 437 
Schwingungsdauer, 71, 246, 367, 422 
— des Pendels, genaue Formel, 77 
Schwingungstilger, 437 
Schwingungsverfahren, 246 
Schwingungszentrum, 286, 308 
Schwungmoment, 195 

Schwungrad, Radkranz eines, 156 


Seil, elastisches, 372 

Seilmasse, 376 

Seismograph, 114 

Selbstzentrierung, 223 

SHUKOWSKI, Theorem von, 181 

Skalar, 57 

Skalargröße, 41 

skleronom, 440 

Sonne, 40 | 

Sonnensystem, 144, 221 

Spannungen, 156, 158 

Stab, ideeller, 144, 149 

stabil, 324, 356 

Stampfer, 266 

starrer Körper, Rotation des, 195 

Stein, geworfener, 221. 

STEINERScher Satz, 271 

Störfunktion, 82, 93 

Störkraft, 81, 93 

Stoß, 292. 

—, elastischer, 298, 301 

—, gerader zentraler, 298 

—, unelastischer, 298 

Stoßzahl, 302 

Stoßzentrum, 306, 308 

System, konservatives, 358 

Systeme, materielle, 143 

System mit einer beliebigen endlichen An- 
zahl von Freiheitsgraden, 439 

— mit zwei Freiheitsgraden, Eigenschwin- 
gungen eines, 414 

—, niehtholonomes, 351, 353 


Tabellenverfahren zur Lösung von 
Differentialgleichungen 134 

Theorem von CARNOT, 301 

— von Könıc, 334 

— von LAGRANGE-DIRICHLET, 357 

— von Lsapunow, 357 

— von Resıar, 239 

THoMmson, 52 

Tonquellen, 377 

Torsionsschwingungen, 458 

Träger, 423 

— auf zwei Stützen, 48 

Trägerbalken, einseitig fest eingespannte, 
104 


‘ Träger, zusammengesetzte, 176 


Trägheitsdurchmesser, 194 
Trägheitsellipsoid, 274 
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Trägheitskraft, 7, 9, 163 | 
Trägheitskräfte, Reduktion der, 159 
Trägheitskraft, tangentiale, 117 
—, translative, 106, 248 
—, zentrifugale, 13, 117 
Trägheitsmoment, 194, 210, 241, 246, 271, 

333, 424 
—, äquatoriales, 429 
—, polares, 459 
—, reduziertes, 210, 363 
—, zentrifugales, 274 
—, einiger homogener 

Körper, 280 
Trägheitsradius, 194, 242 
Trägheitssysteme, 108 
Trägheitszentrum, 190, 217, 248 
—, Bewegung des, 219 
Translation, 106, 159 
Translativbewegung, 404 
Treibkraft, 214 
Treibräder der Lokomotive, 255 
Triebräder, 222 | 
Turbinenachse, 266 
Turbine von DE LAavAL, 222 


Überlagerung kleiner Schwingungen, 
Prinzip der, 446 
Überlagerungsprinzip kleiner 
Schwingungen, 420 
Umfangsgeschwindigkeit, 124, 158 
Universal-Naturgesetz, 56 


Vektorableitung, 67 

Vektoralgebra, 41 

Vektor-Integral, 57 

Vektorprodukt, 41 

Vektorsummen, 43 

Verfahren, harmonische, 392 

Verrückung, mögliche, 148 

Verrückungen, virtuelle, 148, 163, 175, 321, 
325 

—, virtuelle, im Falle der Bewegung, 184 


Verschiebungswinkel der Phase, 97 
Vibratoren, 377 | 
Vibrograph von GEIGER, 403 
Viertakt-Gasmotor, 216 
Viertaktmotor, 399 


Wälzreibung, 204. 

Watt, 4 

Watt, Paralleloegramm von, 183 

Warrtseher Indikator, 99 

Welle, 146 

—, biegsame, 222 

Widerstand, 214 

Widerstände, schädliche, 214 

Widerstandskräfte, 389 

Widerstandskraft, verallgemeinerte, 379 

Winkelbeschleunigung, 243 

Winkelgeschwindigkeit, 243 

Winkelgeschwindigkeiten, kritische, 133, 
222, 226 

Wurfparabel, 29 

Wurf, schräger, 27 

Wurfweite, 29 


Zentralkraft, 38, 51 

Zentrifugalmoment, 274 

Zentrifugalregulator, 13, 16, 153, 185, 310, 
315 

—, Schwingungen eines, 119 

Zentrum, 71 | 

Zug, gebremster, 19, 140 

Zusammendrückung, 232 

Zwangsbedingungen, 144, 162, 345 

—, Gleichungen der, 345 

—, holonome, 353 | 

—, nicht von der Zeit abhängig, 311 

—, nicht holonome, 351 

—, rheonome, 312, 317 

—, skleronome, 312, 317 

Zwangskräfte, 144, 147, 153, 175, 189, 218, 
313 

Zylinder, 284 


